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Àíîòàö³ÿ. Ôîðìàë³çîâàíî âèçíà÷åííÿ ðîçì³òêè ãðàôó â òåðì³íàõ êîìá³íà-
òîðíèõ êîíô³ãóðàö³é. Äîñë³äæåíî çâ’ÿçîê ðåáåðíèõ òà âåðøèííèõ ( , )a d -äèñ-
òàíö³éíèõ àíòèìàã³÷íèõ ðîçì³òîê ç òàêèìè â³äîìèìè êîíô³ãóðàö³ÿìè, ÿê
â³äîêðåìëþâàëüí³ ñèñòåìè ³ ìíîæèíè ìàã³÷íèõ ïðÿìîêóòíèê³â. Îòðèìàíî
ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ ïîáóäîâè öèõ ðîçì³òîê äëÿ îêðåìèõ òèï³â ãðàô³â ³ ïåâíèõ
çíà÷åíü a, d.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: êîìá³íàòîðíà êîíô³ãóðàö³ÿ, â³äîêðåìëþâàëüíà ñèñòåìà,
ìíîæèíà ìàã³÷íèõ ïðÿìîêóòíèê³â, ðåãóëÿðíèé ãðàô, á³ðåãóëÿðíèé ãðàô, àí-
òèìàã³÷íà ðîçì³òêà, ( , )a d -äèñòàíö³éíà àíòèìàã³÷íà ðîçì³òêà.

ÂÑÒÓÏ

Ó çàãàëüíîìó ðîçóì³íí³ ðîçì³òêà f ãðàôó G V E� ( , ) — öå á³ºêòèâíå àáî
³í’ºêòèâíå â³äîáðàæåííÿ ìíîæèíè åëåìåíò³â ãðàôó G íà ìíîæèíó ÷èñåë, ÿêå
çàäîâîëüíÿº ïåâí³ óìîâè. Ö³ óìîâè çàëåæàòü â³ä òèïó ðîçì³òêè. Íàïðèêëàä,
ÿêùî f íàëåæèòü äî àíòèìàã³÷íîãî òèïó, òî äîäàòêîâî íà V àáî E ââîäÿòü âà-
ãîâó ôóíêö³þ, ùî íàáóâàº ð³çíèõ çíà÷åíü äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà â³äïîâ³äíî¿
ìíîæèíè. Êð³ì öüîãî, ðîçì³òêè ìîæíà êëàñèô³êóâàòè òàê:

f — âåðøèííà ðîçì³òêà ãðàôó G V E� ( , ), ÿêùî îáëàñòþ ¿¿ âèçíà÷åííÿ º ìíî-
æèíà V ;

f — ðåáåðíà ðîçì³òêà ãðàôó G V E� ( , ), ÿêùî îáëàñòþ ¿¿ âèçíà÷åííÿ º ìíî-
æèíà E;

f — òîòàëüíà ðîçì³òêà ãðàôó G V E� ( , ), ÿêùî îáëàñòþ ¿¿ âèçíà÷åííÿ º ìíî-
æèíà V E� .

Ãðàôè ç ðîçì³òêîþ º çðó÷íèìè ìîäåëÿìè äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ ç ð³çíèõ ãà-
ëóçåé, ñåðåä ÿêèõ êðèïòîãðàô³ÿ, òåîð³ÿ êîäóâàííÿ, êåðóâàííÿ áàçàìè äàíèõ, ìå-
ðåæåâ³ òåõíîëîã³¿, ïëàíóâàííÿ òóðí³ð³â. Öÿ ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà äîñë³äæåííþ
âçàºìîçâ’ÿçê³â ì³æ ðîçì³òêàìè àíòèìàã³÷íîãî òèïó ³ ïåâíèìè êîìá³íàòîðíèìè
ñõåìàìè. Òåðì³í «ñõåìà» ç’ÿâèâñÿ ï³ä ÷àñ âèâ÷åííÿ ìàòåìàòè÷íèõ îá’ºêò³â, ïî-
áóäîâàíèõ íà ìíîæèíàõ ð³çíî¿ ïðèðîäè, òàêèõ ÿê ëàòèíñüê³ òà ìàã³÷í³ ïðÿìîêóò-
íèêè, áëî÷í³ ñõåìè, ð³çíèöåâ³ ìíîæèíè, ñê³í÷åíí³ ïðîºêòèâí³ ïëîùèíè
òîùî [1, 2]. Äëÿ ôîðìàë³çàö³¿ âèçíà÷åííÿ êîìá³íàòîðíèõ ñõåì çàñòîñîâóþòü ïî-
íÿòòÿ êîíô³ãóðàö³¿. Òåðì³í «êîíô³ãóðàö³ÿ» â á³ëüø çàãàëüíîìó ðîçóì³íí³ âïåðøå
çàïðîïîíóâàâ Ò. Ðåéº ó 1876 ð. [3]. Â³í äîñë³äæóâàâ ïðîºêòèâí³ ïëîùèíè. Éîãî
íàäáàííÿ â ñó÷àñí³é ìàòåìàòèö³ ³íòåðïðåòîâàí³ â êîíòåêñò³ ìíîãîâèä³â,
âíàñë³äîê ÷îãî ïðàö³ Ò. Ðåéº ñòàëè â³äîìèìè øèðîêîìó êîëó â÷åíèõ. Ïåðøó ðî-
áîòó ï³ä íàçâîþ Tactical Memoranda I–III, çà àâòîðñòâà Å. Ìóðà, â ÿê³é âèêîíàíî
ïåâíó ñèñòåìàòèçàö³þ ìíîæèíè ð³çíèõ êîíô³ãóðàö³é, îïóáë³êîâàíî ó 1896 ð.
Ïðîòÿãîì äîâãîãî ÷àñó äîñë³äíèêè ³ãíîðóâàëè ð³çíèöþ ì³æ êîìá³íàòîðíîþ ³ ãåî-
ìåòðè÷íîþ êîíô³ãóðàö³ÿìè [4, 5]. Ó ñó÷àñí³é ³íòåðïðåòàö³¿ åëåìåíòàìè ãåîìåò-
ðè÷íî¿ êîíô³ãóðàö³¿ º òî÷êè, ïðÿì³ òà åâêë³äîâ³ àáî ïðîºêòèâí³ ïëîùèíè.
Ó êîìá³íàòîðíèõ êîíô³ãóðàö³ÿõ ¿õ çàì³íþþòü íà àáñòðàêòí³ ìíîæèíè. Ç ÷àñîì
òàêîæ ç’ÿâèëîñÿ ïîíÿòòÿ òîïîëîã³÷íî¿ êîíô³ãóðàö³¿ [6], ùî îïåðóº òåðì³íàìè
«òî÷êà», «ïñåâäîë³í³ÿ», «ïðîºêòèâíà ïëîùèíà». Íàäàë³ çóïèíèìîñÿ ëèøå íà
êîìá³íàòîðíèõ êîíô³ãóðàö³ÿõ.
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Ó äðóã³é ïîëîâèí³ XX ñòîë³òòÿ â³äáóëîñÿ âèîêðåìëåííÿ òåîð³¿ êîìá³íàòîð-
íèõ êîíô³ãóðàö³é ó ñàìîñò³éíèé íàïðÿì ìàòåìàòèêè, ÿêèé ïðîäîâæóº ðîçâèâàòè-
ñÿ íà îñíîâ³ âçàºìîçâ’ÿçêó ç ³íøèìè ¿¿ ãàëóçÿìè, òàêèìè ÿê òåîð³ÿ ãðóï, òåîð³ÿ
ñê³í÷åííîãî ïîëÿ, òåîð³ÿ ñê³í÷åííèõ ãåîìåòð³é, òåîð³ÿ ÷èñåë, êîìá³íàòîðíà
òåîð³ÿ ìàòðèöü ³ òåîð³ÿ ãðàô³â [1, 2, 7–11]. Ó 1968 ð. Ê. Áåðæå âèçíà÷èâ êîíô³ãó-
ðàö³þ ÿê â³äîáðàæåííÿ ìíîæèíè îá’ºêò³â äîâ³ëüíî¿ ïðèðîäè â ñê³í÷åííó àáñò-
ðàêòíó ìíîæèíó ³ç çàäàíîþ ñòðóêòóðîþ ³ ïåðåðàõóâàâ ø³ñòü àñïåêò³â âèâ÷åííÿ
êîíô³ãóðàö³é: âèâ÷åííÿ â³äîìî¿ êîíô³ãóðàö³¿; äîñë³äæåííÿ íåâ³äîìî¿ êîíô³ãó-
ðàö³¿; ï³äðàõóíîê êîíô³ãóðàö³é; íàáëèæåíèé ï³äðàõóíîê êîíô³ãóðàö³é; ïåðåë³ê
êîíô³ãóðàö³é; îïòèì³çàö³ÿ íà ìíîæèí³ êîíô³ãóðàö³é [12]. Á³ëüøå â³äîìîñòåé
ç öüîãî ïèòàííÿ ìîæíà çíàéòè â [1, 2, 13]. Áàãàòî çàñòîñóíê³â, ó òîìó ÷èñë³ â êî-
ìóí³êàö³éíèõ ìåðåæàõ ³ êðèïòîãðàô³¿, ùî òàêîæ ïîâ’ÿçàí³ ç àíòèìàã³÷íèìè
ðîçì³òêàìè ãðàô³â, ç’ÿâèëîñÿ çàâäÿêè íàïðàöþâàííÿì ó òåîð³¿ êîíô³ãóðàö³é
ê³íöÿ XIX ³ ïî÷àòêó XX ñòîë³òü. Öÿ ãàëóçü ìàòåìàòèêè ïðîäîâæóº ³íòåíñèâíî
ðîçâèâàòèñÿ ³ â íàø ÷àñ. Âàãîìèé âíåñîê ó ¿¿ âèâ÷åííÿ ³ ðîçâèòîê çðîáèëè â³ò÷èç-
íÿí³ â÷åí³ ².Â. Ñåðã³ºíêî, Ã.Ï. Äîíåöü, Ë.Ô. Ãóëÿíèöüêèé, Í.Ê. Òèìîô³ºâà,
À.ß. Ïåòðåíþê, Þ.Ã. Ñòîÿí, Ñ.Â. ßêîâëºâ, Î.Î. ªìåöü, Î.Ñ. Ï³÷óã³íà, Ñ.Ë. Êðè-
âèé, Ï.². Ñòåöþê, Â.Â. Ð³çíèê.

Ó ö³é ñòàòò³ ðîçãëÿíóòî äâà â³äîì³ êëàñè êîìá³íàòîðíèõ êîíô³ãóðàö³é: â³äîê-
ðåìëþâàëüí³ ñèñòåìè (separating system) ³ ìíîæèíè ìàã³÷íèõ ïðÿìîêóòíèê³â (magic
rectangle set). Ïîâí³ñòþ â³äîêðåìëþâàëüí³ ñèñòåìè (completely separating system) çà-
ñòîñîâàí³ â [14] ÿê çàñ³á äëÿ âèâ÷åííÿ àíòèìàã³÷íî¿ ðîçì³òêè ãðàô³â. Öÿ ðîçì³òêà
ââåäåíà Í. Õàðòñô³ëä ³ Ã. Ð³íãåëåì ó 1989 ð. [15]. Ìíîæèíó ìàã³÷íèõ ïðÿìîêóòíèê³â
çàïðîïîíóâàâ Ä. Ôðîí÷åê ó 2013 ð., òàê ñàìî ÿê ³ ïîíÿòòÿ äèñòàíö³éíî¿ d-àíòè-
ìàã³÷íî¿ ðîçì³òêè ãðàôó, ï³ä ÷àñ ñêëàäàííÿ ðîçêëàä³â äëÿ ïðîâåäåííÿ íåïîâíèõ
òóðí³ð³â çìàãàíü [16]. Ðîêîì ðàí³øå öþ ðîçì³òêó äîñë³äæóâàëè Ñ. Àðóìóãàì ³ Í. Êà-
ìà÷³ â [17]. Âîíè íàçâàëè ¿¿ ( , )a d -äèñòàíö³éíîþ àíòèìàã³÷íîþ. Ùîá óíèêíóòè ïëó-
òàíèíè, êîðèñòóâàòèìåìîñÿ òåðì³íîëîã³ºþ, íàâåäåíîþ â [17].

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×²

Íåõàé G V E� ( , ) º ñê³í÷åííèì íåîð³ºíòîâàíèì ãðàôîì áåç êðàòíèõ ðåáåð òà ïå-
òåëü ç ìíîæèíîþ âåðøèí V ³ ìíîæèíîþ ðåáåð E. ßêùî íå âêàçàíî ¿õíþ ïî-
òóæí³ñòü, òî ââàæàòèìåìî | |V p� ³ | |E q� . Ïîçíà÷èìî N u( ) ìíîæèíó ñóì³æ-
íîñò³ âåðøèíè u V G� ( ) ãðàôó G , ÿêà ñêëàäàºòüñÿ ç óñ³õ âåðøèí G , ñóì³æíèõ ç u.
Ïîòóæí³ñòü ìíîæèíè N u( ) äîð³âíþº ñòåïåí³ âåðøèíè u. Ãðàô íàçèâàþòü r-ðåãó-
ëÿðíèì, ÿêùî ìíîæèíè ñóì³æíîñò³ äëÿ êîæíî¿ éîãî âåðøèíè ìàþòü îäíàêîâó
ïîòóæí³ñòü, ð³âíó r. Ãðàô G V V E� �( , )1 2 íàçèâàþòü á³ðåãóëÿðíèì, ÿêùî âåðøè-
íè ìíîæèíè Vi ìàþòü îäíàêîâèé ñòåï³íü ri , äå i �1 2, , r r1 2� .

Ï³ä ðåáåðíîþ ðîçì³òêîþ ãðàôó G V E� ( , ) ðîçóì³ºìî á³ºêòèâíå â³äîáðàæåí-
íÿ �: , , ,E q� { }1 2 � , ùî ïîðîäæóº íà ìíîæèí³ âåðøèí V âàãîâó ôóíêö³þ

w u u
N u� �

� �( ) ( , )( )�
�� äëÿ êîæíî¿ âåðøèíè u V� . Âàãè âñ³õ âåðøèí G íàëåæàòü

ìíîæèí³, ÿêó íàçèâàòèìåìî ìíîæèíîþ âàã ³ ïîçíà÷àòèìåìî W� . Ïîòóæí³ñòü W�

äîð³âíþº ïîòóæíîñò³ ìíîæèíè V , òîáòî W� ìîæå áóòè ìóëüòèìíîæèíîþ. ßêùî
âàãè âñ³õ âåðøèí G ð³çí³, òî � íàçèâàþòü àíòèìàã³÷íîþ (àáî àíòèìàã³÷íîþ ðåáåð-
íîþ) ðîçì³òêîþ, à ãðàô G — àíòèìàã³÷íèì.

Í. Õàðòñô³ëä ³ Ã. Ð³íãåëü äîïóñòèëè, ùî êîæíèé çâ’ÿçíèé ãðàô, â³äì³ííèé
â³ä K2 , º àíòèìàã³÷íèì. Ó ö³ëîìó öÿ ã³ïîòåçà çàëèøàºòüñÿ â³äêðèòîþ, àëå ³ñíóº
áàãàòî ðåçóëüòàò³â äëÿ îêðåìèõ âèïàäê³â ãðàô³â [18].

Ðîçãëÿíåìî âåðøèííó ðîçì³òêó ãðàôó G V E� ( , ), ÿêà º á³ºêòèâíèì â³äîáðàæåí-
íÿì f V p: , , ,� { }1 2 � , ùî ïîðîäæóº íà ìíîæèí³ âåðøèí âàãîâó ôóíêö³þ
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w u ff N u
( ) ( )( )�

�� �
�

äëÿ êîæíî¿ âåðøèíè u V� . ßêùî âñ³ âàãè âåðøèí óòâîðþ-

þòü àðèôìåòè÷íó ïðîãðåñ³þ ç ïåðøèì ÷ëåíîì a ³ ð³çíèöåþ d , äå a , d — ô³êñîâàí³
íåâ³ä’ºìí³ ö³ë³ ÷èñëà, a � 1, d � 0, òî f íàçèâàþòü ( , )a d -äèñòàíö³éíîþ àíòè-
ìàã³÷íîþ ðîçì³òêîþ ãðàôó G. Ãðàô, äëÿ ÿêîãî ìîæëèâà òàêà ðîçì³òêà, íàçèâàþòü
( , )a d -äèñòàíö³éíèì àíòèìàã³÷íèì. Ìíîæèíó âàã óñ³õ âåðøèí àíòèìàã³÷íîãî ãðàôó
G V E� ( , ) ïîçíà÷àòèìåìî Wf , òîáòî W a a d a p df � 	 	 
{ }, , , ( )� 1 .

Ìåòîþ ö³º¿ ñòàòò³ º ïîøóê ñïîñîá³â ïîáóäîâè ðåáåðíî¿ ³ ( , )a d -äèñòàíö³éíî¿
ðîçì³òîê àíòèìàã³÷íîãî òèïó äëÿ ðåãóëÿðíèõ òà á³ðåãóëÿðíèõ ãðàô³â ³ç âèêîðèñ-
òàííÿì â³äîìèõ êëàñ³â êîìá³íàòîðíèõ êîíô³ãóðàö³é.

ÊËÀÑÈ ÐÎÇÌ²ÒÎÊ ÃÐÀÔÓ. Â²ÄÎÊÐÅÌËÞÂÀËÜÍ² ÑÈÑÒÅÌÈ ÒÀ ÌÍÎÆÈÍÀ
ÌÀÃ²×ÍÈÕ ÏÐßÌÎÊÓÒÍÈÊ²Â

Ï³ä êîìá³íàòîðíîþ êîíô³ãóðàö³ºþ � : X Y� ðîçóì³þòü â³äîáðàæåííÿ � äåÿêî¿
ñê³í÷åííî¿ ìíîæèíè X åëåìåíò³â äîâ³ëüíî¿ ïðèðîäè â ñê³í÷åííó àáñòðàêòíó ðå-
çóëüò³âíó ìíîæèíó Y ïåâíî¿ ñòðóêòóðè çà óìîâè âèêîíàííÿ çàäàíîãî íàáîðó îá-
ìåæåíü � [2, 12, 13]. Äîïóñòèìî, ùî X ñêëàäàºòüñÿ ç åëåìåíò³â ãðàôó
G V E� ( , ), òîáòî X V� àáî X E� , àáî X V E� � . Êîæíå ïðèçíà÷åííÿ åëåìåí-
òàì ãðàôó ÷èñåë ç äåÿêî¿ ìíîæèíè â³äïîâ³äíî äî çàäàíèõ ïðàâèë âèçíà÷àº êîì-
á³íàòîðíó êîíô³ãóðàö³þ. Ñóêóïí³ñòü òàêèõ êîíô³ãóðàö³é ó çàãàëüíîìó âèãëÿä³ íà-
çèâàòèìåìî êëàñàìè ðîçì³òîê ãðàôó. Çàóâàæèìî, ùî ó öüîìó ðàç³ � ��.

Ñôîðìóºìî êîìá³íàòîðí³ êîíô³ãóðàö³¿ çàëåæíî â³ä X . Íåõàé X E� ³ êîæíî-
ìó ðåáðó ãðàôó G V E� ( , ) â³äïîâ³äàº ºäèíå ÷èñëî ç ìíîæèíè { }1 2, , ,� q , òîáòî
X E q� � { }1 2, , ,� . Äî � âêëþ÷àºìî òàêó âëàñòèâ³ñòü âàãîâî¿ ôóíêö³¿

w u u
N u� �

� �( ) ( , )( )�
�� , çàäàíî¿ íà ìíîæèí³ âåðøèíV : w V W� �: � — á³ºêö³ÿ, äå

W� — ìíîæèíà âàã âåðøèí, à òàêîæ âðàõîâóºìî òå, ùî â³äîáðàæåííÿ � º á³ºêòèâ-
íèì. Òîä³ êîæíà êîìá³íàòîðíà êîíô³ãóðàö³ÿ � : X Y� ç íàáîðîì îáìåæåíü �
çàäàº ïåðåñòàâëåííÿ ÷èñåë 1 2, , ,� q , ùî âèçíà÷àº àíòèìàã³÷íó ðîçì³òêó ãðàôó
G V E� ( , ). Êëàñ òàêèõ êîíô³ãóðàö³é íàçâåìî ìíîæèíîþ àíòèìàã³÷íèõ ðîçì³òîê G .

Àíàëîã³÷íî ìîæíà âèçíà÷èòè êëàñ êîìá³íàòîðíèõ êîíô³ãóðàö³é, ùî ñêëà-
äàºòüñÿ ç ìíîæèíè ( , )a d -äèñòàíö³éíèõ àíòèìàã³÷íèõ ðîçì³òîê ãðàôó G. Äëÿ öüî-
ãî ââàæàòèìåìî X V p� � { }1 2, , ,� , à Y º ïåðåñòàâëåííÿì ÷èñåë 1 2, , ,� p, ùî
çàäàº ( , )a d -äèñòàíö³éíó àíòèìàã³÷íó ðîçì³òêó G. Âëàñòèâîñò³ ö³º¿ ðîçì³òêè âèç-
íà÷àþòü ñóêóïí³ñòü îáìåæåíü �.

Ïîñòàâëåí³ â ö³é ñòàòò³ çàäà÷³ ðîçãëÿäàòèìåìî ÿê çàäà÷³ äîñë³äæåííÿ íîâèõ
êëàñ³â êîíô³ãóðàö³é çà äîïîìîãîþ â³äîìèõ. Äëÿ öüîãî âèêîðèñòàºìî äâà âèäè
êîìá³íàòîðíèõ ñõåì. Äî ïåðøîãî íàëåæàòü â³äîêðåìëþâàëüí³ ñèñòåìè, çàïðîâàä-
æåí³ ó 1961 ð. À. Ðåíü¿ [19] äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ äåÿêèõ çàäà÷ òåîð³¿ ³íôîðìàö³¿, à äî äðó-
ãîãî — ìíîæèíè ìàã³÷íèõ ïðÿìîêóòíèê³â, ââåäåí³ ó 2013 ð. Ä. Ôðîí÷åêîì [16].

Íåõàé M M M M m� { }1 2, , ,� — ñóêóïí³ñòü ï³äìíîæèí ìíîæèíè
[ ] , , ,n n� { }1 2 � . Â³äîêðåìëþâàëüíîþ ñèñòåìîþ (àáî SS) íà [ ]n ââàæàþòü òàêó
ìíîæèíó M , ÿêà çàäîâîëüíÿº óìîâè: äëÿ áóäü-ÿêèõ ð³çíèõ åëåìåíò³â a b n, [ ]�
³ñíóº òàêà ï³äìíîæèíà M Mi � , ùî a M i� , b M i
 àáî a M i
 , b M i� . Ìíîæèíè
M i (i m�1 2, , ,� ) çàçâè÷àé íàçèâàþòü áëîêàìè, à ¿õí³ åëåìåíòè — òî÷êàìè SS .

Íàãàäàºìî, ùî ï³ä ð³çíèöåþ ìíîæèí A ³ B ðîçóì³þòü ìíîæèíó A B
 , ùî
ñêëàäàºòüñÿ ò³ëüêè ç òèõ åëåìåíò³â A, ÿê³ íå íàëåæàòü B.

Ó 1969 ð. Ò. Ä³êñîí îïèñàâ ïîâí³ñòþ â³äîêðåìëþâàëüí³ ñèñòåìè [20]. Â³í íà-
çâàâ M ïîâí³ñòþ â³äîêðåìëþâàëüíîþ ñèñòåìîþ íà [ ]n (àáî ( )n CSS), ÿêùî äëÿ
áóäü-ÿêî¿ ïàðè ð³çíèõ åëåìåíò³â a b n, [ ]� ³ñíóþòü òàê³ ï³äìíîæèíè M i , M Mj � ,
ùî a M Mi j� 
 ³ b M Mj i� 
 .
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Íåõàé s k, — íàòóðàëüí³ ÷èñëà ³ M º ( )n CSS . ßêùî s M ki� �| | äëÿ âñ³õ
M Mi � , òî M íàçèâàþòü ( , , )n s k CSS . ßêùî | |M ki � äëÿ âñ³õ M Mi � , òî M íà-
çèâàþòü ( , )n k CSS . Äëÿ äîâ³ëüíèõ ô³êñîâàíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë n s k, , âèçíà÷à-
þòü ÷èñëà R n( ), R n s k( , , ) ³ R n k R n M M n CSS( , ) : ( ) min | | : ( )� �{ }; R n s k( , , ) �
� �min | | : ( , , ){ }M M n s k CSS ; R n k M M n k CSS( , ) min | | : ( , )� �{ }. Êð³ì öüîãî,
ñèñòåìè ( )n CSS àáî ( , , )n s k CSS , àáî ( , )n k CSS ââàæàþòü ì³í³ìàëüíèìè äëÿ
| | ( )M R n� , | | ( , , )M R n s k� ³ | | ( , )M R n k� â³äïîâ³äíî.

ß. Ðîáåðòñ çàïðîïîíóâàâ ìåòîä ïîáóäîâè ì³í³ìàëüíèõ ( , )n k CSS [21]. Îêðå-
ìèé âèïàäîê öüîãî ìåòîäó º ³íñòðóìåíòîì äëÿ âèâ÷åííÿ àíòèìàã³÷íî¿ ðîçì³òêè
ãðàôó. Òîìó íàâåäåìî ñïîñ³á, çà ÿêèì çíàõîäÿòü R k� -ìàòðèöþ C cij� ( ) äëÿ

( , )n k CSS , äå R R n k n k� �( , ) /2 , k � 2, n C
k

�
	1

2 , ³ 2n k� .

Ñïî÷àòêó áóäóºìî R k� -ìàòðèöþ C cij� ( ) ç cij � 0. Äàë³ äîïóñòèìî, ùî t �1.
Äâà åëåìåíòè cij ìàòðèö³ C çàì³íþºìî ÷èñëîì t . Âèáèðàºìî ¿õ çà ïðàâèëîì

min min :
j i

ij ijc c{ }� 0 , min min :
i j

ij ijc c{ }� 0 .

Çíà÷åííÿ t çá³ëüøóºìî íà îäèíèöþ ³ àíàëîã³÷íî âèçíà÷àºìî íóëüîâ³
åëåìåíòè â ìàòðèö³ C, äå çàì³ñòü íóëÿ âñòàâëÿºìî ÷èñëî t 	1. Ïðîöåñ ïîâòî-
ðþºìî, äîêè íå îòðèìàºìî t n� 	1. Ó ïîáóäîâàí³é R k� -ìàòðèö³ C êîæåí ðÿäîê
óòâîðþº ï³äìíîæèíó [ ]n ³ R ðÿäê³â ³ç C º áëîêàìè ( , )n k CSS . Äëÿ çðó÷íîñò³ òàêó
R k� -ìàòðèöþ C íàçâåìî ìàòðèöåþ Ðîáåðòñà.

Ïîáóäîâó R k� -ìàòðèö³, ÿêó ïîçíà÷àòèìåìî C � , çà íàâåäåíèì âèùå ñïîñî-
áîì ìîæíà ïî÷èíàòè ç íàéá³ëüøîãî åëåìåíòà t n� . Äàë³ çì³íþºìî t íà t 
1, äîêè

íå âèêîíàºòüñÿ ð³âí³ñòü t � 0. Íàçâåìî C � îáåðíåíîþ ìàòðèöåþ Ðîáåðòñà.

Íàãàäàºìî, ùî ìàã³÷íèì ïðÿìîêóòíèêîì ðîçì³ðó k n� íàçèâàþòü k n� -ìàò-
ðèöþ MR k n aij( , ) ( )� , åëåìåíòàìè ÿêî¿ º ÷èñëà 1 2, , ,� kn. Êîæíå ç íèõ âõîäèòü
äî ñêëàäó ìàòðèö³ îäèí ðàç ÿê åëåìåíò ìàòðèö³, âñ³ ñóìè åëåìåíò³â ðÿäê³â
äîð³âíþþòü ñòàë³é �, âñ³ ñóìè åëåìåíò³â ñòîâïö³â — ñòàë³é � , äå

� � � 	
�
� a n knij

j

n

1

1

2
1( ) äëÿ âñ³õ i,

� � � 	
�
� a k knij

i

k

1

1

2
1( ) äëÿ âñ³õ j.

Âèçíà÷åííÿ ïîíÿòòÿ ìàã³÷íîãî ïðÿìîêóòíèêà íàëåæèòü Ò. Õàðìóòó, ÿêèé ïî-
êàçàâ, ùî öåé ïðÿìîêóòíèê ³ñíóº òîä³ ³ ò³ëüêè òîä³, êîëè k n, �1, kn� 4 ³
k n� (mod )2 . Ò. Á’ºð, Ã. Ðîäæåðñ ³ À. Êëÿéíøì³äò îïóáë³êóâàëè ñó÷àñí³ äîâåäåí-
íÿ ðåçóëüòàò³â Ò. Õàðìóòà â [22, 23]. Ïîäàëüø³ óçàãàëüíåííÿ çóìîâèëè âèçíà÷åí-
íÿ ïîíÿòòÿ áàãàòîâèì³ðíîãî ìàã³÷íîãî ïðÿìîêóòíèêà. Ï³ä n-âèì³ðíèì ìàã³÷íèì
ïðÿìîêóòíèêîì n-MR a a an( , , , )1 2 � ðîçóì³þòü a a an1 2� � �� -ìàòðèöþ ç åëå-
ìåíòàìè ³ç ìíîæèíè { }1 2 1 2, , ,� �a a an . Êîæåí ç íèõ âõîäèòü äî ñêëàäó ìàò-
ðèö³ îäèí ðàç, ïðè öüîìó âñ³ ñóìè â k-íàïðÿì³ äîð³âíþþòü � k [24]. Äëÿ çíàõîä-
æåííÿ ðîçì³òîê êîðèñíèì âèÿâèâñÿ ò³ëüêè 3-âèì³ðíèé âèïàäîê.

Ä. Ôðîí÷åê íàâ³â á³ëüø ñëàáêå óçàãàëüíåííÿ ìàã³÷íèõ ïðÿìîêóòíèê³â, à ñàìå
ìíîæèíó ìàã³÷íèõ ïðÿìîêóòíèê³â MRC k n t( , ; ), ùî º ñ³ì’ºþ ç t ìàòðèöü ðîçì³ðó k n�

ç åëåìåíòàìè rij
l ìíîæèíè P knt� { }1 2, , ,� , äå 1� �i k, 1� �j n, 1� �l t . Êîæíå

ç ÷èñåë ìíîæèíè P ñïîñòåð³ãàºòüñÿ ò³ëüêè îäèí ðàç â MRC k n t( , ; ), âñ³ ñóìè åëå-
ìåíò³â ðÿäê³â ó êîæí³é ìàòðèö³ äîð³âíþþòü ñòàë³é � � 	n knt( ) /1 2, à âñ³ ñóìè åëå-
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ìåíò³â ñòîâïö³â — ñòàë³é � � 	k knt( ) /1 2. Íàïðèêëàä, 3-âèì³ðíèé ìàã³÷íèé ïðÿìî-
êóòíèê 3-MR a a a( , , )1 2 3 çóìîâëþº ³ñíóâàííÿ äåÿêî¿ ìíîæèíè ìàã³÷íèõ ïðÿìîêóò-
íèê³â MRC a a ai j k( , ; ), îñê³ëüêè ïîä³ë 3-MR a a a( , , )1 2 3 íà îêðåì³ øàðè
â áóäü-ÿêîìó íàïðÿì³ äàº öþ ìíîæèíó ìàã³÷íèõ ïðÿìîêóòíèê³â äëÿ äîâ³ëüíîãî ïåðå-
ñòàâëåííÿ { } { }i j k, , , ,� 1 2 3 . Âèõîäÿ÷è ç öüîãî, íåîáõ³äíà óìîâà ³ñíóâàííÿ
MRC a a a( , ; )1 2 3 ì³ñòèòü ò³ çíà÷åííÿ a a a1 2 3, , , ùî îïèñàí³ â òàê³é òåîðåì³.

Òåîðåìà 1 [16]. ßêùî a a1 2 0 2� � (mod ) , a1 2� ³ a2 4� , òî MRC a a a( , ; )1 2 3

³ñíóº äëÿ êîæíîãî a3 .
Âèêîðèñòàºìî ïîíÿòòÿ êîíô³ãóðàö³¿ äëÿ îïèñó ïîâí³ñòþ â³äîêðåìëþâàëüíèõ

ñèñòåì ³ ìíîæèíè ìàã³÷íèõ ïðÿìîêóòíèê³â.
Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó X n� [ ] . Íåõàé ðåçóëüò³âíîþ ìíîæèíîþ Y äëÿ

êîìá³íàòîðíî¿ êîíô³ãóðàö³¿ � : X Y� º âïîðÿäêîâàíà ï³äìíîæèíà ç k ð³çíèõ ÷è-
ñåë ìíîæèíè X . Îòæå, ôóíêö³ÿ � ³í’ºêòèâíà. Ïðîöåñ ïîáóäîâè � : X Y� çâåäå-
ìî äî âèáîðó k ÷èñåë ³ç çàäàíèõ n çà ïðàâèëîì: äëÿ áóäü-ÿêî¿ ïàðè ð³çíèõ åëå-
ìåíò³â i j n, [ ]� ³ñíóþòü òàê³ êîíô³ãóðàö³¿ �( )i ³ �( )j , ùî i i j� 
� �( ) ( ) ³
j j i� 
� �( ) ( ), äå ï³ä ð³çíèöåþ çíà÷åíü ôóíêö³¿ ðîçóì³ºìî ð³çíèöþ â³äïîâ³äíèõ
ìíîæèí. Ó ðåçóëüòàò³ îòðèìàºìî � ��. Çíàéäåí³ çà ö³ºþ ñõåìîþ êëàñè êîìá³íà-
òîðíèõ êîíô³ãóðàö³é âèçíà÷àþòü ( , )n k CSS .

Äëÿ âèçíà÷åííÿ íàñòóïíîãî òèïó êîíô³ãóðàö³é äîïóñòèìî, ùî ìíîæèíà X

ñêëàäàºòüñÿ ç t ìàòðèöü ðîçì³ðó k n� , åëåìåíòàìè ÿêèõ º ð³çí³ ÷èñëà ç ìíîæèíè
{ }1 2, , ,� knt , äå 1� �i k, 1� �j n, 1� �l t . Êîìá³íàòîðíà êîíô³ãóðàö³ÿ � : X Y�

º ìíîæèíîþ ìàã³÷íèõ ïðÿìîêóòíèê³â Y MRC k n t� ( , ; ), ÿêùî âîíà çàäîâîëüíÿº
ïðàâèëà ïåðåòâîðåííÿ ïî÷àòêîâèõ ìàòðèöü ç X . Äëÿ öüîãî âèìàãàºìî, ùîá äëÿ
âñ³õ ìàòðèöü ç X ñóìè âñ³õ åëåìåíò³â êîæíîãî ðÿäêà äîð³âíþâàëè ñòàë³é �,
à ñóìè âñ³õ åëåìåíò³â êîæíîãî ñòîâïöÿ — ñòàë³é �. Î÷åâèäíî, ùî � — á³ºêö³ÿ ³
� ��. Ðîçð³çíåííÿ ( , )n k CSS , òàê ñàìî ÿê ³ MRC k n t( , ; ), âèêîíóºòüñÿ çà äîïîìî-
ãîþ âëàñòèâîñòåé öèõ êëàñ³â êîíô³ãóðàö³é.

CSS ÑÈÑÒÅÌÈ ² ÀÍÒÈÌÀÃ²×ÍÀ ÐÎÇÌ²ÒÊÀ

Äîñë³äèìî âçàºìîçâ’ÿçîê ì³æ ïîâí³ñòþ â³äîêðåìëþâàëüíèìè ñèñòåìàìè òà àí-
òèìàã³÷íîþ ðîçì³òêîþ ãðàôó.

Ì³í³ìàëüíó ( )n CSS (äàë³ ïðîñòî ( )n CSS) ââàæàþòü 2-åëåìåíòíîþ, ÿêùî êî-
æåí åëåìåíò ³ç [ ]n íàëåæèòü äâîì ð³çíèì áëîêàì. Ì³í³ìàëüí³ ( , )n k CSS , âèçíà÷åí³

çà ìàòðèöÿìè Ðîáåðòñà C ³ C � , º 2-åëåìåíòíèìè, îñê³ëüêè êîæåí åëåìåíò ³ç [ ]n

ïîâòîðþºòüñÿ äâ³÷³ â ð³çíèõ ðÿäêàõ êîæíî¿ ìàòðèö³.

Íåõàé M M M M p� { }1 2, , ,� º 2-åëåìåíòíîþ ì³í³ìàëüíîþ ( , )q r CSS

ç p q r� 2 / , ÿêó îòðèìàíî ç p r� -ìàòðèö³ Ðîáåðòñà C cij� ( ). Âèêîðèñòàºìî ¿¿ äëÿ
ïîáóäîâè r-ðåãóëÿðíîãî ãðàôó G V E� ( , ) ïîðÿäêó p ³ ðîçì³ðó q . Êîæíîìó åëå-
ìåíòó M Mi � , òîáòî áëîêó ( , )q r CSS , ïîñòàâèìî ó â³äïîâ³äí³ñòü âåðøèíó � i V� ,
äå i p�1 2, , ,� . ßêùî äëÿ áëîê³â M i ³ M s ( , )q r CSS ³ñíóº ñï³ëüíèé åëåìåíò, òî
âåðøèíè � i ³ � s ââàæàòèìåìî ñóì³æíèìè â G. Îòæå, êîæåí åëåìåíò áëîêà
( , )q r CSS çàäàº ðåáðî G. Ðåáðà îòîòîæíþºìî ç ¿õí³ìè ì³òêàìè. Åëåìåíòè M i ,
òîáòî åëåìåíòè i-ãî ðÿäêà ìàòðèö³ C, º ì³òêàìè ðåáåð, ³íöèäåíòíèõ âåðøèí³ � i .
Îòðèìàíèé ãðàô G º r-ðåãóëÿðíèì ç ðåáåðíîþ ðîçì³òêîþ, ÿêó ïîçíà÷èìî �. Ì³æ
ìíîæèíîþ ðåáåð ³ ìíîæèíîþ ÷èñåë { }1 2, , ,� q âñòàíîâëþºòüñÿ âçàºìíî îäíî-
çíà÷íà â³äïîâ³äí³ñòü.

34 ISSN 1019-5262. Ê³áåðíåòèêà òà ñèñòåìíèé àíàë³ç, 2021, òîì 57, ¹ 2



Çã³äíî ç ìåòîäîì ïîáóäîâè ìàòðèö³ Ðîáåðòñà äëÿ áóäü-ÿêîãî i

( , , , )i p� 
1 2 1� òà 1� �j r äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà i-ãî òà ( )i	1 -ãî ðÿäê³â ìàòðèö³ C

âèêîíóºòüñÿ îäíà ç óìîâ: c cij i j� 	1 àáî c cij i j� 	1 . Ïðè öüîìó ð³âí³ñòü ìîæå
ñïðàâäæóâàòèñÿ ò³ëüêè äëÿ îäí³º¿ ïàðè åëåìåíò³â âêàçàíèõ ðÿäê³â. Òàêèì ÷èíîì,

j

r
ij j

r
i jc c

� � 	� ��1 1 1 , òîáòî âñ³
j

r
ijc

�� 1
ïîïàðíî ð³çí³, à çíà÷èòü, ³ âàãè âñ³õ âåð-

øèí ãðàôó G ð³çí³. Óìîâà àíòèìàã³÷íîñò³ âèêîíóºòüñÿ. Îòæå, � º àíòèìàã³÷íîþ
ðåáåðíîþ ðîçì³òêîþ ãðàôó G.

Êîæí³é p r� -ìàòðèö³ Ðîáåðòñà äëÿ ( , )q r CSS â³äïîâ³äàº àíòèìàã³÷íèé r-ðåãó-
ëÿðíèé ãðàô ïîðÿäêó p q r� 2 / ³ ðîçì³ðó q . Íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî îáåðíåíå äî
öüîãî òâåðäæåííÿ òàêîæ ñïðàâåäëèâå.

Ñïîñ³á çíàõîäæåííÿ àíòèìàã³÷íîãî r-ðåãóëÿðíîãî ãðàôó G ïîðÿäêó p

³ ðîçì³ðó q
pr

�
�

�
�

�

�
�2

ïðî³ëþñòðîâàíî íà ïðèêëàä³.

Ïðèêëàä 1. Ïîáóäóâàòè àíòèìàã³÷íèé 3-ðåãóëÿðíèé ãðàô G ïîðÿäêó 8
³ ðîçì³ðó 12.

1. Âèçíà÷èìî ìàòðèöþ Ðîáåðòñà C äëÿ ( , )12 3 CSS . Âîíà ìàòèìå âèãëÿä

C �

�

�

�
�
�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�

1 2 3
1 4 5
2 6 7
3 8 9
4 8 10
5 9 11
6 10 12
7 11 12

�
�

.

Áëîêàìè ( , )12 3 CSS º ðÿäêè C. Ïîáóäóºìî G ,
âèêîðèñòàâøè áëîêè ( , )12 3 CSS ÿê âåðøèíè ãðà-
ôó, à åëåìåíòè öèõ áëîê³â — ÿê ðåáðà. Ãðàô G

º 3-ðåãóëÿðíèì, ïîðÿäêó 8 ³ ðîçì³ðó 12. Ìàòðèöÿ C äàº çìîãó âèçíà÷èòè ðåáåðíó
ðîçì³òêó G , ùî º àíòèìàã³÷íîþ (ðèñ. 1).

2. Âèçíà÷èìî ìàòðèöþ C � äëÿ ( , )12 3 CSS:

C * �

�

�

�
�
�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

12 11 10
12 9 8
11 7 6
10 5 4
9 5 3
8 4 2
7 3 1
6 2 1

�
�
�

.

Çðîçóì³ëî, ùî çà äîïîìîãîþ C � îòðèìàºìî
òîé ñàìèé 3-ðåãóëÿðíèé ãðàô G ïîðÿäêó 8
³ ðîçì³ðó 12, ÿêèé áóëî ïîáóäîâàíî ïåðøèì ñïî-
ñîáîì, ÿêùî íå âðàõîâóâàòè íóìåðàö³þ ðåáåð. Àëå àíòèìàã³÷íà ðîçì³òêà öüîãî
ãðàôó (ðèñ. 2) íå çá³ãàºòüñÿ ç íàâåäåíîþ íà ðèñ. 1.

Çàóâàæèìî, ùî ³çîìîðô³çì CSS íå ïîøèðþºòüñÿ íà ðîçì³÷åí³ ãðàôè.
Ïîñòàº ïèòàííÿ: ÷è ìîæíà çàñòîñîâóâàòè CSS äëÿ ôîðìóâàííÿ íîâèõ êëàñ³â

àíòèìàã³÷íèõ ãðàô³â? Ñôîðìóëþºìî òåîðåìó, ùî â³äïîâ³äàº íà öå ïèòàííÿ äëÿ
îêðåìîãî âèïàäêó CSS .

ISSN 1019-5262. Ê³áåðíåòèêà òà ñèñòåìíèé àíàë³ç, 2021, òîì 57, ¹ 2 35

11

12

10

5 9

7
6

2 3

1

4
8

Ðèñ. 1. Àíòèìàã³÷íà ðîçì³òêà ãðàôó
G íà îñíîâ³ ìàòðèö³ C

2

1

3

8 4

6
7

11 10

12

9
5

Ðèñ. 2. Àíòèìàã³÷íà ðîçì³òêà ãðàôó
G íà îñíîâ³ ìàòðèö³ C �



Òåîðåìà 2. Êîæí³é ( )q CSS ç r 	1 áëîêàìè ðîçì³ðó r ³ r 
1 áëîêàìè ðîçì³ðó

r 	1 â³äïîâ³äàº àíòèìàã³÷íèé á³ðåãóëÿðíèé ãðàô ïîðÿäêó 2r ³ ðîçì³ðó q, ÿêùî r

íåïàðíå.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé ( )q CSS ì³ñòèòü r 	1 áëîê ðîçì³ðó r ³ r 
1 áëîê ðîçì³ðó

r 	1. ßêùî q
r r

�
	 
( )( )1 2 1

2
, òî r ïîâèííî áóòè íåïàðíèì.

Ïîáóäóºìî ìàòðèöþ L lij� ( ) ðîçì³ðó 2 1r r� 	( ), äå i r�1 2 2, , ,� , j �1 2, ,�
� , r 	1. Áóäåìî ââàæàòè, ùî âñ³ åëåìåíòè L äîð³âíþþòü íóëþ. Íàâåäåìî ñïîñ³á,
çà äîïîìîãîþ ÿêîãî çàïîâíþºìî L, çàì³íþþ÷è ¿¿ íóëüîâ³ åëåìåíòè ÷èñëàìè â³ä
1 äî q òàê, ùî êîæíå ç íèõ ñïîñòåð³ãàºòüñÿ ó ñêëàä³ ìàòðèö³ äâ³÷³:

1) áóäóºìî ìàòðèöþ L lij� ( ) ðîçì³ðó 2 1r r� 	( ) ç lij � 0 ;

2) çíàõîäèìî l
i

i i ri2
1 1

1 2 1
�

�

 � � 	

�
�
 

äëÿ
äëÿ

,
,

l jj1 1� 
 äëÿ 3 1� � 	j r ;

3) äîïóñòèìî, ùî t r� 	1;
4) çàì³íþºìî äâà íóëüîâ³ åëåìåíòè lij ìàòðèö³ L ÷èñëîì t, âèáèðàºìî ¿õ çà

ïðàâèëîì
min min :

j i
ij ijl l{ }� 0 , min min :

i j
ij ijl l{ }� 0 ,

ïðè öüîìó âèëó÷àºìî ç ðîçãëÿäó åëåìåíòè li1 0� äëÿ 1 1� � 	i r ;
5) çíà÷åííÿ t çá³ëüøóºìî íà îäèíèöþ ³ çàñòîñîâóºìî ïðàâèëî êðîêó 4 äëÿ

çàì³íè äâîõ íàñòóïíèõ íóëüîâèõ åëåìåíò³â ìàòðèö³ L ÷èñëîì t 	1;
6) ïîâòîðþºìî êðîê 5, äîêè íå âèêîíàºòüñÿ ð³âí³ñòü t q� 	1.
Ìàòðèöþ L ïîáóäîâàíî. Âîíà ìàòèìåìî âèãëÿä

L

r

r r r

r r r

r r r

�

	 	 

	 



 


0 1 2 3
0 1 1 2 2 1
0 2 2 2 1 3 2
0 3 3 1 3 4 3
0 4 3

�

�

�

�

r r r

r r r r

r r r r


 
 



 
 

	 
 


1 4 2 5 5

0 4 5 6 10 7 13
1 2 4 4 6 9

�

� � � � � �

�

� �

� � � � � �

�2 1 3 2 5 6 7 11r r r r q
 
 
 


�

�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

.

Ò³é ÷àñòèí³ L , äëÿ ÿêî¿ lij � 0, â³äïîâ³äàº 2-åëåìåíòíà ( )q CSS . Ñóìà åëå-

ìåíò³â êîæíîãî i-ãî ðÿäêà ìàòðèö³ L ìåíøà, í³æ ñóìà åëåìåíò³â ¿¿ ( )i	1 -ãî ðÿäêà,

äå i r�1 2 2, , ,� . Ïîñòàâèìî ó â³äïîâ³äí³ñòü êîæíîìó áëîêó ( )q CSS âåðøèíó ãðà-

ôó G. Âåðøèíè � i ³ � s º ñóì³æíèìè â G , ÿêùî i-é òà s-é áëîêè ìàþòü ñï³ëüíèé

åëåìåíò, íàïðèêëàä x . Óòâîðåíîìó ðåáðó � �i s ñòàâèìî ó â³äïîâ³äí³ñòü ÷èñëî x .

Ó òàêèé ñïîñ³á áóäóºìî ðåáåðíó ðîçì³òêó G , ïðè öüîìó ì³òêàìè ðåáåð º íåíó-

ëüîâ³ åëåìåíòè L. Óñ³ ðåáåðí³ ì³òêè G ð³çí³.

Äëÿ áóäü-ÿêèõ i (i r�1 2 2, , ,� ), j (1 1� � 	j r ) ³ êîæíîãî íåíóëüîâîãî åëåìåí-
òà i-ãî òà ( )i	1 -ãî ðÿäê³â ìàòðèö³ L âèêîíóºòüñÿ îäíà ç óìîâ: l lij i j� 	1 àáî
l lij i j� 	1 . Ïðè öüîìó ð³âí³ñòü ìîæå ñïðàâäæóâàòèñÿ ò³ëüêè äëÿ îäí³º¿ ïàðè åëå-

ìåíò³â âêàçàíèõ ðÿäê³â. Óñ³
j

r
ijl

�
	� 1

1 ïîïàðíî ð³çí³, à çíà÷èòü, ³ âàãè âñ³õ âåðøèí

ãðàôó G ð³çí³. Îòæå, G — àíòèìàã³÷íèé á³ðåãóëÿðíèé ãðàô ïîðÿäêó 2r ³ ðîçì³ðó q.
Òåîðåìó äîâåäåíî.
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Äàë³ íàâåäåìî òåîðåìó, îáåðíåíó äî òåîðåìè 2.
Òåîðåìà 3. Êîæíîìó á³ðåãóëÿðíîìó àíòèìàã³÷íîìó ãðàôó G V V E� �( , )1 2

ïîðÿäêó 2r ³ ðîçì³ðó q , ó ÿêîãî | |V r1 1� 	 , | |V r2 1� 
 ³ âñ³ âåðøèíè ìíîæèíè V1
ìàþòü ñòåï³íü r, à V2 — ñòåï³íü r 
1, â³äïîâ³äàº 2-åëåìåíòíà ( )q CSS .

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî á³ðåãóëÿðíèé àíòèìàã³÷íèé ãðàô G V V E� �( , )1 2

ïîðÿäêó 2r ³ ðîçì³ðó q ç | |V r1 1� 	 , | |V r2 1� 
 , ó ÿêîãî âñ³ âåðøèíè ìíîæèíè V1

ìàþòü ñòåï³íü r, à V2 — ñòåï³íü r 
1. Íåõàé V x x xr1 1 2 1� 	{ }, , ,� ,

V x x xr r r2 2 3 2� 	 	{ }, , ,� ³ M i — ìíîæèíà ì³òîê óñ³õ ðåáåð, ³íöèäåíòíèõ âåð-

øèí³ xi , äå i r�1 2 2, , ,� . Ïîñòàâèìî ó â³äïîâ³äí³ñòü êîæí³é âåðøèí³ xi ãðàôó G

ìíîæèíó M i . Ïîáóäóºìî ìíîæèíó M M M M r� { }1 2 2, , ,� . Êîæåí åëåìåíò

ç [ ] , , ,q q� { }1 2 � íàëåæèòü ò³ëüêè äâîì ð³çíèì ìíîæèíàì ç M . Ìíîæèíà M

ì³ñòèòü r 	1 ìíîæèíó ïîòóæíîñò³ r ³ r 
1 ìíîæèíó ïîòóæíîñò³ r 	1. Äëÿ M âèêî-

íóþòüñÿ óìîâè, ÿê³ äàþòü çìîãó ââàæàòè ¿¿ 2-åëåìåíòíîþ ( )q CSS .

Òåîðåìó äîâåäåíî.
Ïðî³ëþñòðóºìî íà ïðèêëàä³ ïðîöåñ ïîáóäîâè á³ðåãóëÿðíîãî ãðàôó íà îñíîâ³

ðåçóëüòàò³â, îäåðæàíèõ ó äîâåäåíí³ òåîðåìè 2.
Ïðèêëàä 2. Ïîáóäóâàòè àíòèìàã³÷íèé ãðàô G, â³äïîâ³äíèé äî ( )10 CSS , ç ÷î-

òèðìà áëîêàìè ðîçì³ðó 3 ³ äâîìà áëîêàìè ðîçì³ðó 4.
Äëÿ çíàõîäæåííÿ ( )10 CSS äîñòàòíüî âèçíà÷èòè ìàòðèöþ L. Âîíà ìàòèìåìî

âèãëÿä

L �

�

�

�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�

0 1 2 3
0 1 4 5
0 2 6 7
0 3 8 9
4 6 8 10
5 7 9 10

.

Ïîáóäóºìî ãðàô G ç L, ÿê îïè-
ñàíî â äîâåäåíí³ òåîðåìè 2, âèêî-
ðèñòàâøè ð³çí³ íåíóëüîâ³ åëåìåíòè
L ÿê ðåáåðí³ ì³òêè (ðèñ. 3). Âàãà
áóäü-ÿêî¿ âåðøèíè G äîð³âíþº ñóì³ åëåìåíò³â â³äïîâ³äíîãî ðÿäêà L. Ñóìè âñ³õ
ðÿäê³â L ð³çí³, òîìó G º àíòèìàã³÷íèì ãðàôîì.

ÊÎÍÑÒÐÓÊÖ²¯ Ç ÌÀÃ²×ÍÈÕ ÏÐßÌÎÊÓÒÍÈÊ²Â
Ó ÂÈÇÍÀ×ÅÍÍ² ÄÈÑÒÀÍÖ²ÉÍÎ¯ ÀÍÒÈÌÀÃ²×ÍÎ¯ ÐÎÇÌ²ÒÊÈ

Äëÿ âèçíà÷åííÿ ( , )a d -äèñòàíö³éíî¿ àíòèìàã³÷íî¿ ðîçì³òêè ãðàôó t K Kk n( )� ,
ÿêèé º äèç’þíêòèâíèì îá’ºäíàííÿì t ãðàô³â K Kk n� , çàä³ºìî ìíîæèíó ìà-
ã³÷íèõ ïðÿìîêóòíèê³â MRC k n t( , ; ). Àíàëîã³÷íèé ï³äõ³ä çàñòîñîâàíî â [25]. Öå
äàº çìîãó äîâåñòè ñïðàâåäëèâ³ñòü òåîðåìè.

Òåîðåìà 4. Ãðàô t K Kk n( )� º ((( )( ) ) / , )k n knt knt	 	 
1 4 2 2 -äèñòàíö³éíèì àí-

òèìàã³÷íèì, ÿêùî k n� � 0 2(mod ) ³ k n� �2 4, .

Äîâåäåííÿ. Ãðàô t K Kk n( )� ì³ñòèòü t êîìïîíåíò, êîæíà ç ÿêèõ ³çîìîðôíà

K Kk n� . Ïîçíà÷àòèìåìî uij
l âåðøèíè l-¿ êîìïîíåíòè t K Kk n( )� , äå 1� �i k,

1� �j n, 1� �l t , à V — ìíîæèíó âåðøèí t K Kk n( )� . Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó
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Ðèñ. 3. Àíòèìàã³÷íèé ãðàô G, â³äïîâ³äíèé (10)CSS



ìàã³÷íèõ ïðÿìîêóòíèê³â MRC k n t( , ; ), ÿêà ñêëàäàºòüñÿ ç t ïðÿìîêóòíèê³â ðîçì³ðó

k n� , à rij
l º ¿õí³ìè åëåìåíòàìè.

Çàäàìî âåðøèííó ðîçì³òêó f ãðàôó t K Kk n( )� òàê: f u rij
l

ij
l( ) � . Îñê³ëüêè çíà-

÷åííÿ rij
l ð³çí³ ³ íàëåæàòü ìíîæèí³ { }1 2, , ,� knt , ôóíêö³ÿ f º á³ºêö³ºþ ç V íà

{ }1 2, , ,� knt . Çã³äíî ç òåîðåìîþ 1 f ³ñíóº äëÿ êîæíîãî t çà óìîâè, ùî

k n� � 0 2(mod ) ³ k n� �2 4, . Îá÷èñëèìî âàãè âåðøèí t K K w uk n f ij
l( ) : ( )� �

� 	 
� � 2 f uij
l( ) àáî w u rf ij

l
ij
l( ) � 	 
� � 2 , äå � — ñóìà åëåìåíò³â ó êîæíîìó ðÿäêó,

à � — ñóìà åëåìåíò³â ó êîæíîìó ñòîâïö³ äëÿ êîæíîãî ïðÿìîêóòíèêà ç MRC k n t( , ; ).
Ìíîæèíà âàã óòâîðþº àðèôìåòè÷íó ïðîãðåñ³þ ç ïåðøèì ÷ëåíîì a knt� 	 
� � 2

³ ð³çíèöåþ d � 2. Âðàõóºìî, ùî � �	 �
	 	( )( )k n knt 1

2
. Óìîâè àíòèìàã³÷íîñò³ äëÿ f

âèêîíóþòüñÿ, òîìó f º ((( )( ) ) / , )k n knt knt	 	 
1 4 2 2 -äèñòàíö³éíîþ àíòèìàã³÷íîþ
ðîçì³òêîþ ãðàôó t K Kk n( )� .

Òåîðåìó äîâåäåíî.
Íàâåäåìî ñïîñ³á ïîáóäîâè MRC t( , ; )2 4 äëÿ t � 3. Íåõàé i �1 2 3 4, , , , j �1 2, òà

l t�1 2, , ,� . Åëåìåíòè rij
l ç l-¿ ìàòðèö³ ðîçì³ðó 2 4� çàäàºìî òàê:

r
l i

t l ii
l
1

1
8 1 2

�
�


 	 �
�
�
 

äëÿ
äëÿ

,
,

r
t l i

t l ii
l
2

4 1 1
4 2

�

 	 �
	 �

�
�
 

äëÿ
äëÿ

,
,

r
t l i

t l ii
l
3

7 1 1
2

�

 	 �

	 �
�
�
 

äëÿ
äëÿ

,
,

r
t l i

t l ii
l
4

5 1
3 1 2

�
	 �

 	 �

�
�
 

äëÿ
äëÿ

,
.

Çíà÷åííÿ � � 	16 2t ³ � � 	8 1t ñòàë³ äëÿ êîæíîãî ðÿäêà ³ ñòîâïöÿ êîæíî¿ ç t

ìàòðèöü ìíîæèíè ìàã³÷íèõ ïðÿìîêóòíèê³â MRC t( , ; )2 4 â³äïîâ³äíî.

Çíàéäåìî ìíîæèíó ìàã³÷íèõ ïðÿìîêóòíèê³â MRC ( , ; )2 4 3 ó âèãëÿä³ ñ³ì’¿
ç òðüîõ 2 4� ìàòðèöü â³äïîâ³äíî äî íàâåäåíîãî ñïîñîáó

1 12 21 16
24 13 4 9

�

�
�

�

�
� , 2 11 20 17

23 14 5 8
�

�
�

�

�
� , 3 10 19 18

22 15 6 7
�

�
�

�

�
� .

Ðîçãëÿíåìî ãðàô 3 2 4( )K K� . Çä³éñíèìî ðîçì³òêó éîãî âåðøèí, ÿê çàïðîïî-
íîâàíî â äîâåäåíí³ òåîðåìè 4 (ðèñ. 4). Âîíà áóäå ( , )27 2 -äèñòàíö³éíîþ àíòè-
ìàã³÷íîþ.
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21 4 20 5 19 6

12 13 11 14 10 15

1 24 2 23 3 22

Ðèñ. 4. (27, 2)-äèñòàíö³éíà àíòèìàã³÷íà ðîçì³òêà ãðàôó 3 2 4( )K K�



ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Íà îñíîâ³ ïîíÿòòÿ êîìá³íàòîðíî¿ êîíô³ãóðàö³¿ ôîðìàë³çîâàíî ïîíÿòòÿ àíòè-
ìàã³÷íî¿ ðîçì³òêè ãðàôó. Öå äàëî çìîãó çâåñòè çàäà÷ó ïîøóêó òàêèõ ðîçì³òîê
äî çàäà÷³ äîñë³äæåííÿ íåâ³äîìî¿ êîíô³ãóðàö³¿ çà ðàõóíîê â³äîìèõ êîìá³íàòîð-
íèõ îá’ºêò³â, à ñàìå â³äîêðåìëþâàëüíèõ ñèñòåì ³ ìíîæèí ìàã³÷íèõ ïðÿìîêóò-
íèê³â. Çà äîïîìîãîþ çàïðîïîíîâàíîãî ï³äõîäó îòðèìàíî íîâ³ êëàñè ãðàô³â
ç ðîçì³òêàìè àíòèìàã³÷íîãî òèïó.

ÑÏÈÑÎÊ Ë²ÒÅÐÀÒÓÐÈ

1. Colbourn C., Dinitz J. Handbook of combinatorial designs. Ed. by Colbourn Ch.J., Dinitz J.H.

2nd ed. Discrete Mathematics and Its Applications. New York: Taylor Francis Group, 2007. 1016 p.

2. Ñà÷êîâ Â.Í. Êîìáèíàòîðíûå ìåòîäû äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè. Ìîñêâà: Íàóêà, 1977. 320 ñ.

3. Hartshorne R. Publication history of von Staudt’s Geometrie der Lage. Archive for History of Exact

Sciences. 2008. Vol. 62, N 3. P. 297–299.

4. Gropp H. Configurations and graphs. Discrete Mathematics. 1993. Vol. 111. P. 269–276.

5. Gropp H. Configurations and graphs — II. Discrete Mathematics. 1997. Vol. 164. P. 155–163.

6. Bokowski J., Sturmfels B. Computational synthetic geometry. Lecture Notes in Mathematics. Berlin:

Springer-Verlag, 1989. 168 p.

7. Baer R. Nets and groups. Transactions of the American Mathematical Society. 1939. Vol. 46.

P. 110–141.

8. Baer R. Nets and groups. II. Transactions of the American Mathematical Society. 1940. Vol. 47.

P. 435–439.

9. Êàìåðîí Ï., âàí Ëèíò Äæ. Òåîðèÿ ãðàôîâ. Òåîðèÿ êîäèðîâàíèÿ è áëîê-ñõåìû. Ìîñêâà: Íàóêà,

1980. 140 ñ.

10. Ushio K. G-designs and related designs. Discrete Mathematics. 1993. Vol. 116. P. 299–311.

11. Äîíåö Ã.À. Ãðàôîâèé ï³äõ³ä äî ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ êîìá³íàòîðíîãî ðîçï³çíàâàííÿ. Êèáåðíåòè-

êà è ñèñòåìíûé àíàëèç. 2017. Ò. 53, ¹ 6. Ñ. 44–53.

12. Berge C. Principes de combinatoire. Paris: Dunod, 1968. 146 p.

13. Ñòîÿí Þ.Ã., ßêîâëåâ Ñ.Â. Òåîðèÿ è ìåòîäû åâêëèäîâîé êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè: ñîâðå-

ìåííîå ñîñòîÿíèå è ïåðñïåêòèâû. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç. 2020. Ò. 56, ¹ 3.

Ñ. 30–47.

14. Rylandsa L., Phanalasy O., Ryanb J., Miller M. Construction for antimagic generalized web graphs.

AKCE International Journal of Graphs and Combinatorics. 2011. Vol. 8, N 2. P. 141–149.

15. Hartsfield N., Ringel G. Supermagic and antimagic graphs. J. Recreat. Math. 1989. Vol. 21, N 2.

P. 107–115.

16. Froncek D. Handicap distance antimagic graphs and incomplete tournaments. AKCE International

Journal of Graphs and Combinatorics. 2013. Vol. 10, N 2. P. 119–127.

17. Arumugam S., Kamatchi N. On ( , )a d -distance antimagic graphs. Australasian Journal of Combinatorics.

2012. Vol. 54. P. 279–287.

18. Gallian J.A. A dynamic survey of graph labeling. The Electronic Journal of Combinatorics.

Twenty-second ed. 2019. DS6: Dec 15. 535 p.

19. Renyi A. On random generating elements of a finite boolen algebra. Acta Scientiarum Mathematicarum.

1961. Vol. 22, N 1–2. P. 75–81.

20. Dickson T.J. On a problem concerning separating systems of a finite set. Journal of Combinatorial

Theory. 1969. Vol. 7. P. 191–196.

21. Roberts I.T. Extremal problems and designs on finite sets. Ph.D. Thesis. Bentley (Perth), Australia:

Curtin Univ. of Technology, 1999. 176 p.

22. Bier T., Rogers G. Balanced magic rectangles. European Journal of Combinatorics. 1993. Vol. 14.

P. 285–299.

ISSN 1019-5262. Ê³áåðíåòèêà òà ñèñòåìíèé àíàë³ç, 2021, òîì 57, ¹ 2 39



23. Bier T., Kleinschmidt A. Centrally symmetric and magic rectangles. Discrete Mathematics. 1997.

Vol. 176. P. 29–42.

24. Hagedorn T. On the existence of magic n-dimensional rectangles. Discrete Mathematics. 1999. Vol. 207.

P. 53–63.

25. Froncek D. A note on incomplete regular tournaments with handicap two of order n � 8 16(mod ) .

Opuscula Mathematica. 2017. Vol. 37, N 4. P. 557–566.

Íàä³éøëà äî ðåäàêö³¿ 28.10.2020

Ì.Ô. Ñåìåíþòà
ÊÎÌÁÈÍÀÒÎÐÍÛÅ ÊÎÍÔÈÃÓÐÀÖÈÈ Â ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÈ ÀÍÒÈÌÀÃÈ×ÅÑÊÈÕ
ÐÀÇÌÅÒÎÊ ÃÐÀÔÎÂ

Àííîòàöèÿ. Ôîðìàëèçîâàíî îïðåäåëåíèå ðàçìåòêè ãðàôà â òåðìèíàõ êîìáè-
íàòîðíûõ êîíôèãóðàöèé. Èññëåäîâàíà ñâÿçü ðåáåðíûõ è âåðøèííûõ
( , )a d -äèñòàíöèîííûõ àíòèìàãè÷åñêèõ ðàçìåòîê ñ òàêèìè èçâåñòíûìè êîíôè-
ãóðàöèÿìè, êàê ðàçäåëÿþùèå ñèñòåìû è ìíîæåñòâà ìàãè÷åñêèõ ïðÿìîóãîëü-
íèêîâ. Ïîëó÷åíî ðåøåíèå çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ ýòèõ ðàçìåòîê äëÿ îòäåëüíûõ
òèïîâ ãðàôîâ è îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèé a, d.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîìáèíàòîðíàÿ êîíôèãóðàöèÿ, ðàçäåëÿþùàÿ ñèñòåìà, ìíî-
æåñòâî ìàãè÷åñêèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ðåãóëÿðíûé ãðàô, áèðåãóëÿðíûé ãðàô,
àíòèìàãè÷åñêàÿ ðàçìåòêà, ( , )a d -äèñòàíöèîííàÿ àíòèìàãè÷åñêàÿ ðàçìåòêà.

Ì.F. Semeniuta
COMBINATORIAL CONFIGURATIONS IN DETERMINATION OF ANTIMAGIC
LABELINGS OF GRAPHS

Abstract. We have formalized the definition of graph labeling in terms of
combinatorial configurations. We have investigated the connection between edge
and vertex ( , )a d -distance antimagic labelings with such well-known
configurations as separating systems and magic rectangle set. We have obtained
a solution to the problem of construction of indicated labelings for some types
of graphs and certain values a, d.

Keywords: combinatorial configuration, separating system, magic rectangle set,
regular graph, bi-regular graph, antimagic labeling, ( , )a d -distance antimagic
labelinng.
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