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Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ëèíåéíûõ áèíàðíûõ êëàññè-
ôèêàòîðîâ. Îáúåêòû ðàñïîçíàâàíèÿ ïðåäñòàâëÿþòñÿ òî÷êàìè n-ìåðíîãî
åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà. Àëãîðèòì îñíîâàí íà ðåøåíèè çàäà÷è ïðîåêòèðîâà-
íèÿ íóëÿ íà âûïóêëóþ îáîëî÷êó êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê åâêëèäîâà ïðî-
ñòðàíñòâà

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ëèíåéíûé êëàññèôèêàòîð, âûïóêëàÿ îáîëî÷êà, ïðîåêöèÿ
íà ïîëèòîï, øòðàôíûå ôóíêöèè.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ òåîðèÿ è ïðàêòèêà òåìàòèêè ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ (òåîðèÿ

îáó÷åíèÿ ìàøèí) íàñòîëüêî ðàçâèòà, ÷òî êðàòêî õàðàêòåðèçîâàòü äîñòèæåíèÿ

â ýòîé îáëàñòè ÷ðåçâû÷àéíî ñëîæíî. Äîñòàòî÷íî ïîëíîå ñîâðåìåííîå ñîñòîÿíèå

è àêòóàëüíûå ïðîáëåìû òåîðèè è ïðàêòèêè ýòîé èíòåíñèâíî ðàçâèâàþùåéñÿ îá-

ëàñòè êîìïüþòåðíîé ìàòåìàòèêè èçëîæåíû, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [1, 2].

Â äàííîé ñòàòüå ìû ðàññìàòðèâàåì ëèíåéíûé êëàññèôèêàòîð, êîòîðûé ñîîò-

âåòñòâóåò îäíîé èç ïåðâûõ è ïðîñòåéøèõ ìîäåëåé êëàññèôèêàöèè äâóõ êëàññîâ

îáúåêòîâ. Èçâåñòíî, ÷òî ïîñòðîåíèå ëèíåéíîãî êëàññèôèêàòîðà ñâÿçàíî ñ çàäà÷åé

îïðåäåëåíèÿ íåíóëåâîãî ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ,

êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, ñâÿçàíà ñ çàäà÷åé ïðîåêòèðîâàíèÿ íóëÿ íà âûïóêëóþ

îáîëî÷êó êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê â àðèôìåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå R n (c çàäà÷åé

ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ïîëèòîï). Åñëè ýòà ïðîåêöèÿ îòëè÷íà îò íóëÿ (ò.å. ïîëèòîï íå

ñîäåðæèò íóëÿ), òî îíà îïðåäåëÿåò ëèíåéíûé êëàññèôèêàòîð. Îäíàêî òàêîé êëàñ-

ñèôèêàòîð íå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ òàêàÿ ïî-

ñòàíîâêà çàäà÷è ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ïîëèòîï, êîãäà åå ðåøåíèå îïðåäåëÿåò îïòè-

ìàëüíûé êëàññèôèêàòîð ñî ñêîëü óãîäíî áîëüøîé òî÷íîñòüþ.

1. ËÈÍÅÉÍÛÉ ÁÈÍÀÐÍÛÉ ÊËÀÑÑÈÔÈÊÀÒÎÐ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ ëèíåéíûõ êëàññèôèêàòîðîâ äëÿ äâóõ êëàñ-

ñîâ îáúåêòîâ: K1 è K2 . Îáúåêò îïðåäåëÿåòñÿ òî÷êîé â åâêëèäîâîì

ïðîñòðàíñòâå R n . Ïóñòü â ðåçóëüòàòå ñåðèè ýêñïåðèìåíòîâ îïðåäåëåíà îáó÷à-

þùàÿ âûáîðêà, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç äâóõ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ îáúåêòîâ:

G a Rj n
1 � �{ , j J m� �1 11{ , }} è G b R j J mj n

2 2 21� � � �{ , { , }} (m1 1� ,

m2 1� ), ïðèíàäëåæàùèõ êëàññàì K1 è K2 ñîîòâåòñòâåííî.

Ëèíåéíûé êëàññèôèêàòîð L c( , )� çàäàåòñÿ íåíóëåâûì âåêòîðîì � �R n , � � 0 ,

è êîíñòàíòîé c R� 1. Êëàññèôèêàòîð L c( , )� îïðåäåëÿåò îòêðûòûå ïîëóïðîñòðàíñòâà

â R n : P x x c� � � �{ | ( , ) }� 0 , P x x c� � � 	{ | ( , ) }� 0 . Ìíîæåñòâà G1 è G2 äîëæ-

íû ñîäåðæàòüñÿ â ðàçíûõ ïîëóïðîñòðàíñòâàõ, íàïðèìåð G P1 
 � , G P2 
 � .

Ïëîñêîñòü P c x x c( , ) { | ( , ) }� �� � � 0 íàçûâàþò ðàçäåëÿþùåé ïëîñêîñòüþ äëÿ

ìíîæåñòâ G1 è G2 .

Åñëè ïëîñêîñòü ðàçäåëÿåò ìíîæåñòâà G1 è G2 , òî îíà ðàçäåëÿåò è ìíîæåñòâà

conv{G1} è conv{G2 } (conv{�} — âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà). Êðèòåðèé ñóùåñ-

òâîâàíèÿ ðàçäåëÿþùåé ïëîñêîñòè äëÿ ìíîæåñòâ G1, G2 : conv { convG G1 2} { }� � 
 .
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Îïðåäåëåíèå êëàññèôèêàòîðà L c( , )� ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ ðåøåíèÿ

( , )� c R n� �1 ñëåäóþùåé ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ:

( , ) , , ,a c a G j mj j� � � � �0 11 1, (1)

( , ) , , ,� � � � �b c b G j mj j� 0 12 2 . (2)

Îòíîñèòåëüíî îïðåäåëåíèÿ êëàññèôèêàòîðà L c( , )� çàìåòèì ñëåäóþùåå. Î÷å-

âèäíî, ÷òî L c( , )� �� äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ � òàêæå ÿâëÿåòñÿ êëàññèôèêàòîðîì.

Ïîýòîìó èç âñåõ êëàññèôèêàòîðîâ ñ äàííûì âåêòîðîì � âûäåëÿåòñÿ êëàññèôèêà-

òîð L c( , )*� , äëÿ êîòîðîãî ðàçäåëÿþùàÿ ïëîñêîñòü P íàõîäèòñÿ íà îäèíàêîâîì

ðàññòîÿíèè îò ìíîæåñòâ G1 è G2 . Îïðåäåëåíèå êëàññèôèêàòîðà L c( , )*� íå ïðåä-

ñòàâëÿåò òðóäíîñòåé è ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïóñòü äëÿ k �1 2,

h a a Gk k k� �max{( , )| }� � , G a G a hk k k k
* { | ( , ) }� � �� � , ãäå � 1 1� � , � 2 1� � (îò-

ìåòèì, ÷òî h Hk k k� ( )� � , ãäå H u x u x Gk k( ) max{( , ) | { }}� �conv — îïîðíàÿ ôóíê-

öèÿ ìíîæåñòâà conv { }Gk [3]). Äëÿ � �a Gk
* * ïëîñêîñòü P hk k k( , )� � � ÿâëÿåòñÿ

îïîðíîé ê ìíîæåñòâó conv{Gk } (ñ âíåøíåé íîðìàëüþ � �k ) è ïðîõîäèò ÷åðåç âñå òî÷-

êè a, ïðèíàäëåæàùèå Gk
* Ìíîæåñòâà Gk

* íàçîâåì ìíîæåñòâàìè àêòèâíûõ îáúåêòîâ.

Íåñìîòðÿ íà íåêîòîðóþ ãðîìîçäêîñòü ïðèâåäåííûõ ôîðìàëüíûõ îïðåäåëå-

íèé, ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ââåäåííûõ ïëîñêîñòåé äîñòàòî÷íî ïðîñò è çàêëþ÷à-

åòñÿ â ñëåäóþùåì. Ïàðàëëåëüíûå ïëîñêîñòè P1 è P2 îïðåäåëÿþò ïîëîñó, ðàçäå-

ëÿþùóþ ìíîæåñòâà G1 è G2 . Ïóñòü a * , b* – íåêîòîðûå (ëþáûå) àêòèâíûå îáú-

åêòû èç G1, G2 ( a G* *,� 1 b G* *� 2 ), c a b* * *( , ( ) / )� � �� 2 . Òîãäà P c( , )*� —

ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ íà îäèíàêîâîì ðàññòîÿíèè îò G1 è G2 . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

øèðèíà ðàçäåëÿþùåé ïîëîñû h êëàññèôèêàòîðà L c( , )*� îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

h a b� �(( ), ) / || ||* * � � . Âåëè÷èíó h íàçûâàþò çàçîðîì êëàññèôèêàòîðà (äëÿ

äàííîãî âåêòîðà íîðìàëè �).

Âåêòîð � ìîæíî íîðìèðîâàòü, ÷òî îáû÷íî è äåëàåòñÿ, ò.å. ðàññìàòðèâàòü êëàñ-

ñèôèêàòîð L c( / || || , / || || )*� � � ñ îòäåëÿþùåé ïëîñêîñòüþ P c( / || || , / || || )*� � � .

2. ÑÈÑÒÅÌÀ ÑÒÐÎÃÈÕ ËÈÍÅÉÍÛÕ ÍÅÐÀÂÅÍÑÒÂ

Â 1921 ã. Â. Êàðâåð ñôîðìóëèðîâàë ñëåäóþùèé ìàòåìàòè÷åñêè èçÿùíûé êðè-

òåðèé ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû ñòðîãèõ ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ [4] (ñì. òàêæå

[5, § 37]) : ñèñòåìà ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ ( , ) , ,a x j mj � �0 1 , ñîâìåñòíà òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà 0 �conv{a j }.

Òàêèì îáðàçîì, êðèòåðèé ñîâìåñòíîñòè îäíîðîäíîé ñèñòåìû ñòðîãèõ ëèíåé-

íûõ íåðàâåíñòâ ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å îïðåäåëåíèÿ íàèìåíüøåãî ïî íîðìå âåêòîðà p ,

p a j�conv{ } (çäåñü èñïîëüçóåòñÿ ñòàíäàðòíàÿ åâêëèäîâà íîðìà). Äëÿ òàêîãî âåê-

òîðà ïðèíÿòî ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå: p Nr a j mj� �{ , , }1 ; p — ïðîåêöèÿ íóëÿ

íà ïîëèòîï conv{a j }.

Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå òîãî, ÷òî p Nr a j mj� �{ , , }1 , çàêëþ÷à-

åòñÿ â ñëåäóþùåì:

p a j�conv{ }, ( , ) , , .a p p j mj � � �0 1 (3)

Åñëè p � 0 , òî ( , ) | | , , .a p p j mj � � �2 0 1 Òàêèì îáðàçîì, p ÿâëÿåòñÿ ðåøåíè-

åì ñèñòåìû ( , ) , ,a x j mj � �0 1 .
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Îïîðíàÿ ïëîñêîñòü ê conv{a j } îïðåäåëÿåòñÿ êàê

P x p p� � �{( , ) }0 . (4)

Îïðåäåëèì â R n�1 òî÷êè ~ ( ) ( , ) ,a t a t a Gj j j� �T
1;

~
( ) ( , )b t b tj j� � � T ,

b Gj � 2 . Çäåñü ïàðàìåòð t � 0 . Ïóñòü
~

( ) {~ ( ), , }G t a t j mj
1 11� � ,

~
( )G t2 �

� �{
~

( ), , }b t j mj 1 2 . Ìíîæåñòâà
~

( )G t1 ,
~

( )G t2 ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ìíî-

æåñòâà G1 1( ) , G2 1( ) , ïðåîáðàçîâàííûå îïåðàòîðîì ðàñòÿæåíèÿ ïî ( )n �1 -é

êîîðäèíàòå: ( )n �1 -ÿ êîîðäèíàòà òî÷åê óìíîæàåòñÿ íà ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî t .

Îïðåäåëåíèå ëèíåéíîãî êëàññèôèêàòîðà (ò.å. ðåøåíèå ñèñòåìû íåðà-

âåíñòâ (1), (2) ñ ó÷åòîì óêàçàííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ) ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ

êðàò÷àéøåãî âåêòîðà èç ìíîæåñòâà
~

( )G t R n� �1,
~

( )
~

( ), , }G t G t kk� � �conv{ 1 2 .

3. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÛÉ ÊËÀÑÑÈÔÈÊÀÒÎÐ

Â òåîðèè ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ îñîáîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ êëàññèôèêàòîðó ñ

ìàêñèìàëüíûì çàçîðîì (îïòèìàëüíîìó êëàññèôèêàòîðó). Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷-

íûå ôîðìóëèðîâêè îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîãî êëàññèôèêàòîðà [1, 2]. Êîìïàêò-

íàÿ è ãåîìåòðè÷åñêè åñòåñòâåííàÿ ôîðìóëèðîâêà îïòèìàëüíîãî êëàññèôèêàòîðà

ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùåé çàäà÷åé êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

h x y x G y Gmax min {|| || : }; }}2 2
1 2� � � �conv{ conv{ . (5)

Ïóñòü x y* *, — ðåøåíèå çàäà÷è (5), � * * *� � �x y 0 . Òîãäà îòäåëÿþùàÿ

ïëîñêîñòü îïòèìàëüíîãî êëàññèôèêàòîðà îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

( , ( ) / )* * *� x x y� � �2 0. Ïàðàìåòð c*(âåëè÷èíà ïîðîãà) îïòèìàëüíîãî êëàññèôè-

êàòîðà L c( , )* *� ðàâåí ( , ( ) / ) ( || || || || ) /* * * * *� � � � � �x y x y2 22 2 . Åñòåñòâåííî,

âåêòîð � * ìîæíî íîðìèðîâàòü: L( / || ||* *� � , c L c* * * */ || || ) ( , )� �� .

Âåëè÷èíà çàçîðà îïòèìàëüíîãî êëàññèôèêàòîðà îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

h x ymax
* *|| ||� � .

Ñòðîãàÿ âûïóêëîñòü åâêëèäîâîé íîðìû îáåñïå÷èâàåò åäèíñòâåííîñòü âåêòî-

ðà � * * *� �x y è, ñëåäîâàòåëüíî, åäèíñòâåííîñòü îïòèìàëüíîãî êëàññèôèêàòîðà

(îäíàêî íåïîñðåäñòâåííî âåêòîðû x y* *, ìîãóò îïðåäåëÿòüñÿ íåîäíîçíà÷íî).

Ïóñòü êëàññèôèêàòîð îïðåäåëÿåòñÿ íà îñíîâå ïðîåêöèè íóëÿ íà ìíîæå-

ñòâî
~

( )G t : ( , ) {
~

( )}� � n Nr G t� �1
T . Ýòà çàäà÷à òàêæå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøå-

íèå (äëÿ ñòàíäàðòíîé åâêëèäîâîé íîðìû). Òîãäà âîçíèêàåò âîïðîñ: ÿâëÿåòñÿ

ëè ýòîò êëàññèôèêàòîð êëàññèôèêàòîðîì ñ ìàêñèìàëüíûì çàçîðîì? Íåòðóäíî

çàìåòèòü, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ýòî íå òàê. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ïðîñòåéøèå

ïðèìåðû äàæå äëÿ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ (n �1). Ñóòü ââåäåíèÿ ïàðàìåòðà t ñî-

ñòîèò â ñëåäóþùåì: ïðîåêöèÿ íóëÿ íà ìíîæåñòâî
~

( )G t îïðåäåëÿåò êëàññèôè-

êàòîð, âåëè÷èíà çàçîðà êîòîðîãî ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì ïàðà-

ìåòðà t è ñòðåìèòñÿ ê âåëè÷èíå çàçîðà îïòèìàëüíîãî êëàññèôèêàòîðà.

Çàïèøåì çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ âåêòîðà p t Nr G t( ) {
~

( )}� â ÿâíîì âèäå (çàäà÷à L t( )):

p t t tn n
( ) ( ( ), ( )) { ( || || )}* *� � �� �

� � � �1
2

1
24T arg min , (6)

� � �� �� �j

m
j

j

m
ja b

1 1

1 2

, (7)
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� � �n j

m

j

m

t� � �
�

�

�
�

�

�

�
�� �1

1 1

1 2

, (8)

� �j

m

j

m

1 1

1 2

1� �� � ,
(9)

� �j jj m j m� � � �0 1 0 11 2, , ; , , . (10)

Äàëåå ïðåäïîëîæèì, ÷òî p t( ) � � . Òîãäà, êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ìíîæåñòâà

G G1 2, ðàçäåëèìû (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå G G1 2, íåðàçäåëèìû).

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü p t( ) � � . Òîãäà � �* ( )t � .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî � �* ( )t � . Ïóñòü a G�
~

1, b G�
~

2 . Òîãäà â ñî-

îòâåòñòâèè ñ (3), t tn� � �1 0* ( ) , � ��t tn� 1 0* ( ) . Òàê êàê t � 0 , òî � n t� �1 0* ( ) . Íî òîã-

äà p t( ) � � . Èìååì ïðîòèâîðå÷èå. �

Óòâåðæäåíèå 2. Äëÿ � �t 0 ðåøåíèå çàäà÷è (6)–(10) îïðåäåëÿåò êëàññèôèêà-

òîð L t t n( ( ), )* *� � �1 . Îòäåëÿþùàÿ ïëîñêîñòü ýòîãî êëàññèôèêàòîðà çàäàåòñÿ óðàâ-

íåíèåì ( )x R n� :

( , ( )) ( )* *x R t t tn
n� � ��� � 1 0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (3) (ïðèìåíèòåëüíî ê
~

( )G t1 ,
~

( )G t2 ) èìååì

( , ( )) ( ) || ( ) || ,* *a t t t p t a Gj
n

j� �� � � ��1 10 ,

( , ( )) ( ) || ( ) || ,* *� � � � ��b t t t p t b Gj
n

j� � 1 20 .

�

Óòâåðæäåíèå 3. Åñëè � n t� �1 0* ( ) , òî ðåøåíèå çàäà÷è (6)–(10) îïðåäåëÿåò

îïòèìàëüíûé êëàññèôèêàòîð.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèÿ óòâåðæäåíèÿ 3 è óðàâíåíèé (8), (9) ñëåäóåò, ÷òî

� �j

m

j

m
* * /

1 1

1 2

1 2� �� � . Ïîýòîìó çàäà÷à (6)–(9) ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé çàäà÷å:

arg min 4 2|| ||� , (11)

� � �� �
�

�

�
�

�

�

�
�� �

1

2
2 2

1 1

1 2

( ) ( )j

m
j

j

m
ja b ,

( ) ; , ,2 1 0 1

1

1

1

� �j

m

j j m� � � � ; ( ) ; , ,2 1 0 1

1

2

2

� �j

m

j j m� � �� .

Åñëè ââåñòè íîâûå ïåðåìåííûå
~
� �j j� 2 , ~� �j j� 2 , òî ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì,

÷òî çàäà÷à (11) ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å (5). �

Óòâåðæäåíèå 4. Ïóñòü � �* *( ), ( ), ( )t t p tn�1 — ðåøåíèå çàäà÷è (6)–(9). Òîãäà

lim || ( ) || max
t

p t h
��

� ; lim ( )*

t
n t

��
� �� 1 0 ;

âåêòîð � �* *lim ( )�
��t

t îïðåäåëÿåò îïòèìàëüíûé êëàññèôèêàòîð.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïîëíèì çàäà÷ó L t( ) (çàäà÷ó (6)–(10)) ñëåäóþùèì îãðà-

íè÷åíèåì, íå íàðóøàþùèì ñîâìåñòíîñòè åå îãðàíè÷åíèé (çàäà÷à L*):

� �j

m

j

m

1 1

1 2

0� �� � . (12)



Èç óòâåðæäåíèÿ 3 ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è L* îïðåäåëÿåò îïòèìàëüíûé

êëàññèôèêàòîð.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî çàäà÷à L t( ) ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé ìåòîäà øòðàôíûõ ôóíêöèé

ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷å L* îòíîñèòåëüíî îäíîãî îãðàíè÷åíèÿ — (12).

Ïðèâåäåì òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ïî ìåòîäó øòðàôíûõ ôóíêöèé äëÿ çà-

äà÷è ìèíèìèçàöèè ñ îãðàíè÷åíèÿìè òèïà ðàâåíñòâ [6, ãë. 8, §2, ï. 5].

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó À:

min ( ),f x x R n� ,

g x i mi ( ) , , ,� �0 1 � .

Ìåòîä øòðàôíûõ ôóíêöèé ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:

x f x f x f x K g xk

x Q
k k k� � �

�
arg min ( ), ( ) ( ) || ( ) ||

1

2

2 , Kk � � . (13)

1. Ïóñòü çàäà÷à À èìååò ðåøåíèå. Ìíîæåñòâî åå ðåøåíèé îáîçíà÷èì X * .

Ïóñòü f è gi íåïðåðûâíû, Q îãðàíè÷åíî è çàìêíóòî, Q X� �* � . Òîãäà ëþáàÿ

ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìåòîäà (13) (çäåñü x k — ãëîáàëüíûé ìèíèìóì f xk ( ) íà Q) ÿâëÿ-

åòñÿ ãëîáàëüíûì ìèíèìóìîì äëÿ çàäà÷è À.

2 Ïóñòü x * — òî÷êà íåâûðîæäåííîãî ìèíèìóìà è � 2g xi ( ) óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ Ëèïøèöà â îêðåñòíîñòè x * . Òîãäà x xk � * ïðè Kk � �, ïðè÷åì

|| || ( / )*x x O Kk
k� � 1 , (14)

K g x yk
k( ) *� ,

ãäå y* — îïòèìàëüíûå ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà îãðàíè÷åíèé çàäà÷è À (äâîé-

ñòâåííûå ïåðåìåííûå) [7].

Ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷å (6)–(10) èìååì:

• îãðàíè÷åíèÿì çàäà÷è À ñîîòâåòñòâóåò îäíî îãðàíè÷åíèå (12):

� �j

m

j

m

1 1

1 2

0� �� � ;

• ìíîæåñòâî Q îïðåäåëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèÿìè (7)–(10);

• ïàðàìåòðó Kk øòðàôíîé ôóíêöèè ñîîòâåòñòâóåò 8 2t ;

•
1

2

2K g xk || ( ) || ñîîòâåòñòâóåò 4
1

2�
n

t
�

( ) (îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî � n t� �1 0* ( ) );

• K g xk
k

1 ( ) ñîîòâåòñòâóåò 8 1t tn� � ( ) (îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî t t yn� � �1
1

8

* *( ) ).

Äëÿ çàäà÷è L* (ïðîñòåéøåé çàäà÷è êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ) âñå
óñëîâèÿ ïðèâåäåííûõ óòâåðæäåíèé 1, 2 ïî ìåòîäó øòðàôíûõ ôóíêöèé âûïîëíÿ-
þòñÿ. Îòñþäà ñ ó÷åòîì óòâåðæäåíèÿ 3 ñëåäóåò óòâåðæäåíèå 4. �

4. Ê ×ÈÑËÅÍÍÎÉ ÐÅÀËÈÇÀÖÈÈ ÀËÃÎÐÈÒÌÀ

Íàñòðîéêà ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè îïèñàííîãî âûøå ïîäõîäà ïîñòðîåíèÿ îïòè-
ìàëüíîãî êëàññèôèêàòîðà äîñòàòî÷íî î÷åâèäíà è â êðàòêîì èçëîæåíèè îíà ñî-
ñòîèò â ñëåäóþùåì.

1. Âûïîëíÿåì ìàñøòàáèðîâàíèå îáó÷àþùåé âûáîðêè.

Ïðîñòåéøèé âàðèàíò ìàñøòàáèðîâàíèÿ: óìíîæåíèå âñåõ âåêòîðîâ a bj j, íà

� �1/ max|| || , || ||a bj j . Òîãäà âñå âåêòîðû áóäóò ïðèíàäëåæàòü åäèíè÷íîìó øàðó

â R n . Ïðè ýòîì âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîãî çàçîðà íå áîëüøå äâóõ.
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2. Îïðåäåëÿåì çíà÷åíèå ïàðàìåòðà t. Ïðè óêàçàííîì ìàñøòàáèðîâàíèè ïàðà-

ìåòð ìîæíî ïîëîæèòü ðàâíûì �10. Ðåøàåì çàäà÷ó (6)–(10).

3. Âûïîëíÿåì ðåøåíèå ðÿäà çàäà÷ ñ á�ëüøèìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðà t (íà-

ïðèìåð, t t:�10 ).

Ïðåêðàùåíèå ðàáîòû àëãîðèòìà îïðåäåëÿåòñÿ íà îñíîâàíèè ñëåäóþùèõ

ôàêòîðîâ (óñëîâèå îñòàíîâà àëãîðèòìà):

— çíà÷åíèå âåëè÷èíû � �j

m

j

m

1 1

1 2

0� �� � (ò.å. � j

m

1

1

1 2� � / , � j

m

�� 1 2

1

2

/ );

— ñòàáèëèçàöèÿ ñ ðîñòîì ïàðàìåòðà t âåëè÷èí || ( ) ||p t è t tn� �1
* ( ) (îöåíêà

îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ äâîéñòâåííîé ïåðåìåííîé).

4. Êëàññèôèêàòîð îïðåäåëÿåòñÿ íà îñíîâå âåêòîðà � * ( )t , ïîëó÷åííîãî â ðå-

çóëüòàòå ðåøåíèÿ çàäà÷è (6)–(10) ïðè îñòàíîâå àëãîðèòìà. Ïðîöåäóðà îïðåäåëå-

íèÿ òàêîãî êëàññèôèêàòîðà äëÿ çàäàííîãî âåêòîðà íîðìàëè ïðèâåäåíà â ðàçä. 1.

5. ÇÀÌÅ×ÀÍÈß

1. Äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà t � 0 àëãîðèòì îïðåäåëÿåò íåêîòîðûé êëàññèôèêà-

òîð. Ñ ðîñòîì ïàðàìåòðà t âåëè÷èíà çàçîðà òàêîãî êëàññèôèêàòîðà ìîíîòîííî óâåëè-

÷èâàåòñÿ, ïðèáëèæàÿñü ê âåëè÷èíå çàçîðà îïòèìàëüíîãî êëàññèôèêàòîðà. Î ñêîðîñòè

ïðèáëèæåíèÿ ê îïòèìàëüíîìó çíà÷åíèþ ìîæíî ñóäèòü ïî îöåíêå (14)

2. Èìååòñÿ âîçìîæíîñòü òî÷íîãî îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîãî êëàññèôèêàòîðà

íà îñíîâàíèè ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà t .

Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì çàäà÷è, äëÿ êîòîðîé

òî÷íîå ðåøåíèå ìîæíî îïðåäåëèòü íà îñíîâàíèè èñïîëüçîâàíèÿ ãëàäêîé

øòðàôíîé ôóíêöèè. Ïîÿñíèì êðàòêî òàêóþ âîçìîæíîñòü.

Ðàñøèðèì ðàçäåëÿþùóþ ïîëîñó îïòèìàëüíîãî êëàññèôèêàòîðà íà äîñòàòî÷-

íî ìàëóþ âåëè÷èíó. Òîãäà â ñèëó êîíå÷íîñòè ÷èñëà òî÷åê ìíîæåñòâ G1 è G2 ðàñ-

øèðåííàÿ ïîëîñà áóäåò ñîäåðæàòü òîëüêî àêòèâíûå îáúåêòû G1
* , G2

* îïòèìàëü-

íîãî êëàññèôèêàòîðà. Åñòåñòâåííî, ÷òî ðàñøèðåííàÿ íà ìàëóþ âåëè÷èíó ïîëîñà

êëàññèôèêàòîðà, îïðåäåëåííîãî íà îñíîâàíèè � * ( )t (ðåøåíèå çàäà÷è (6)–(10)),

áóäåò ñîäåðæàòü òîëüêî òî÷êè èç ìíîæåñòâ G1
* è G2

* . Íî òîãäà îïðåäåëåíèå îïòè-

ìàëüíîãî âåêòîðà � * ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ïðîåêòèðîâàíèÿ òî÷êè íà àôôèííóþ îá-

îëî÷êó êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê.

3. Ñâåäåíèå çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîãî êëàññèôèêàòîðà ê çàäà÷å ïðî-

åêòèðîâàíèÿ íà ïîëèòîï îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî îïåðàöèÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ íå èíâà-

ðèàíòíà ëèíåéíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ ïðîñòðàíñòâà. Åñòåñòâåííî, èñïîëüçîâàíèå

ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâà ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê èçìåíåíèå

ìåòðèêè ïðîñòðàíñòâà. Â ÷àñòíîñòè, çàäà÷ó (6)–(10) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê çà-

äà÷ó ïðîåêòèðîâàíèÿ íóëÿ íà ìíîæåñòâî
~

( ) {
~

( ), , }}G G kk1 1 1 2� � �conv{ â ìåòðèêå

|| || ( )x x txi n

i

n

� � � �
�
� 2

1
2

1

.

Îòìåòèì, ÷òî âìåñòî èñïîëüçóåìîé íàìè ñòàíäàðòíîé åâêëèäîâîé íîðìû ðàñ-

ñìîòðèì íîðìó â R n�1 : || || | |
*

x x xi

n

n� �� �
2

1

1 . Òîãäà çàäà÷à ïðîåêòèðîâàíèÿ íóëÿ

íà
~

( )G t (çàäà÷à (6)–(10)) â íîðìå || ||
*

� ñîñòîèò â ðåøåíèè çàäà÷è (6)–(10), â êîòî-

ðîé öåëåâàÿ ôóíêöèÿ 4 2
1

2( || || )� ��
�n

çàìåíÿåòñÿ ôóíêöèåé 4 2
1( || || | | )� �� �n .
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Íî òîãäà òàêóþ çàäà÷ó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè íåãëàäêîé

øòðàôíîé ôóíêöèè îòíîñèòåëüíî îãðàíè÷åíèÿ ðàâåíñòâà (12). Ïîýòîìó îïòèìàëü-

íûé êëàññèôèêàòîð îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ êîíå÷íûõ (äîñòàòî÷íî áîëüøèõ) çíà÷åíèé ïà-

ðàìåòðà t. Â ñâÿçè ñ ýòèì îòìåòèì, ÷òî èçâåñòíûé ìåòîä îïîðíûõ âåêòîðîâ [2] ìîæíî

èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ìåòîä ñ èñïîëüçîâàíèåì òî÷íûõ íåãëàäêèõ øòðàôíûõ ôóíêöèé.

4. Ðàçðàáîòêà óíèâåðñàëüíîãî, «íàèëó÷øåãî» àëãîðèòìà äëÿ ðåøåíèÿ äàæå òà-

êîãî äîñòàòî÷íî óçêîãî êëàññà çàäà÷ îïòèìèçàöèè, êàê îïðåäåëåíèå îïòèìàëüíîãî

ëèíåéíîãî êëàññèôèêàòîðà, ÿâëÿåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî ñëîæíîé ïðîáëåìîé. Îäíàêî

äëÿ êîíêðåòíîé îáëàñòè ïðèëîæåíèé îòäåëüíûé àëãîðèòì ìîæåò áûòü âïîëíå ïðè-

åìëåìûì äëÿ ðåøåíèÿ ðåàëüíûõ çàäà÷ ýòîé ïðèêëàäíîé îáëàñòè. Íî äëÿ èñêóñ-

ñòâåííî ïîñòðîåííûõ ïðèìåðîâ ýòîò àëãîðèòì ìîæåò âîîáùå íå ðåøèòü çàäà÷ó çà

ïðèåìëåìîå âðåìÿ. Òàê, íàïðèìåð, ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè èçâåñòíîãî àëãîðèòìà Êî-

çèíöà [1, 8] íå çàâèñèò îò ðàçìåðíîñòè çàäà÷è è ðàâíà O k( / )1 . Îíà ñîîòâåòñòâóåò

íåóëó÷øàåìîé òåîðåòè÷åñêè âîçìîæíîé ñêîðîñòè àëãîðèòìîâ äëÿ êëàññà âûïóê-

ëûõ ôóíêöèé [9] (äëÿ àëãîðèòìîâ ñ ðàâíîìåðíîé ïî ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà ïå-

ðåìåííûõ ñêîðîñòüþ ñõîäèìîñòè). Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòì Êîçèíöà íå âûäåëÿåò

êëàññ çàäà÷ îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîãî êëàññèôèêàòîðà èç âñåãî êëàññà âûïóêëûõ

çàäà÷ (êàê êëàññ áîëåå «ïðîñòûõ» çàäà÷). Îäíàêî äëÿ êîíêðåòíîé ïðèêëàäíîé îá-

ëàñòè ïðèëîæåíèÿ àëãîðèòì Êîçèíöà ìîæåò áûòü âïîëíå ïðèåìëåìûì.

Â ðàáîòå ïðåäïîëàãàëàñü ëèíåéíàÿ ðàçäåëèìîñòü ìíîæåñòâ îáó÷àþùåé âûáîð-

êè. Â ñëó÷àå ëèíåéíîé íåðàçäåëèìîñòè ìíîæåñòâ (ò.å. ïîëèòîï ñîäåðæèò íóëü) â ðå-

çóëüòàòå ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ïîëèòîï íàõîäÿò êîýôôèöèåíòû ïðåä-

ñòàâëåíèÿ íóëÿ âûïóêëîé êîìáèíàöèåé òî÷åê ïîëèòîïà. Ýòè êîýôôèöèåíòû îïðåäå-

ëÿþò ïîëåçíóþ èíôîðìàöèþ äëÿ ïîñòðîåíèÿ êëàññèôèêàòîðà è â ñëó÷àå ëèíåéíîé

íåðàçäåëèìîñòè ìíîæåñòâ. Òàê, â ðàáîòå [10] ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ

êëàññèôèêàòîðà íà îñíîâå óäàëåíèÿ îáúåêòîâ îáó÷àþùåé âûáîðêè äëÿ îáåñïå÷åíèÿ

ðàçäåëèìîñòè ìíîæåñòâ. Â ýòîé çàäà÷å çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ íóëÿ

ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ïðèîðèòåòà îòíîñèòåëüíî óäàëåíèÿ îáúåêòîâ:

÷åì á�ëüøèé êîýôôèöèåíò, òåì á�ëüøèé ïðèîðèòåò íà óäàëåíèå. Àíàëîãè÷íî ýòè

çíà÷åíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü òàêæå â ìåòîäå îïîðíûõ âåêòîðîâ [2].

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Öåëü äàííîé ñòàòüè çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: íà îñíîâå ðåøåíèÿ çàäà÷è

ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ïîëèòîï ïîëó÷èòü êëàññèôèêàòîð ñ ìàêñèìàëüíûì çàçîðîì.

Ðåøåíèå ýòîãî âîïðîñà èìååò òàêæå íåêîòîðîå ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå. Îòìå-

òèì, ÷òî ðåøåíèþ êëàññè÷åñêîé çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ âåêòîðà ìèíèìàëüíîé

äëèíû èç âûïóêëîé îáîëî÷êè êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê óäåëÿåòñÿ áîëüøîå âíè-

ìàíèå [11–13]. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî íåîáõîäèìîñòü ýôôåêòèâíîãî ðåøåíèÿ

òàêîé çàäà÷è âîçíèêàåò âî ìíîãèõ àëãîðèòìàõ îïòèìèçàöèè. Ðàçóìååòñÿ, çàäà-

÷à ìàêñèìàëüíîãî ðàçäåëåíèÿ äâóõ ìíîæåñòâ (5) íå íàìíîãî ñëîæíåå çàäà÷è

ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ïîëèòîï. Îíà òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì çàäà÷è

êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Îäíàêî ðàçðàáîòêå ñïåöèàëèçèðîâàííûõ

ïðîãðàììíûõ ñðåäñòâ åå ðåøåíèÿ óäåëÿåòñÿ ìåíüøå âíèìàíèÿ.

Ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå ñâåäåíèÿ çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîãî êëàññè-
ôèêàòîðà ê çàäà÷å ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ïîëèòîï ðàññìîòðèì íà ñëåäóþùåì ïðèìå-

ðå. Çàäà÷à ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ïîëèòîï conv{a j mj : , }�1 ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþ-

ùåé çàäà÷å áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè âûïóêëîé (êóñî÷íî-ñôåðè÷åñêîé) ôóíê-

öèè: arc min
x j m

j jx a a{ max { || || || || }}
,�

� �
1

2 2 . Íà îñíîâå ñóáãðàäèåíòíûõ àëãîðèòìîâ

ìîæíî ðàçðàáîòàòü ñïåöèàëèçèðîâàííûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è áîëü-
øîé (ñóïåðáîëüøîé) ðàçìåðíîñòè ñ ó÷åòîì åå ñïåöèôè÷åñêîé ñòðóêòóðû.
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Ì.Ã. Æóðáåíêî
Ë²Í²ÉÍÈÉ ÊËÀÑÈÔ²ÊÀÒÎÐ ² ÏÐÎªÊÖ²ß ÍÀ ÏÎË²ÒÎÏ

Àíîòàö³ÿ. Çàïðîïîíîâàíî àëãîðèòì ïîáóäîâè ë³í³éíèõ á³íàðíèõ êëàñèô³êà-
òîð³â. Îá’ºêòè ðîçï³çíàâàííÿ ïðåäñòàâëåíî òî÷êàìè n-âèì³ðíîãî åâêë³äîâîãî
ïðîñòîðó. Àëãîðèòì ´ðóíòóºòüñÿ íà ðîçâ’ÿçàíí³ çàäà÷³ ïðîºêòóâàííÿ íóëÿ íà
îïóêëó îáîëîíêó ê³íöåâîãî ÷èñëà òî÷îê åâêë³äîâîãî ïðîñòîðó.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ë³í³éíèé êëàñèô³êàòîð, îïóêëà îáîëîíêà, ïðîºêö³ÿ íà
ïîë³òîï, øòðàôí³ ôóíêö³¿.

N.G. Zhurbenko
LINEAR CLASSIFIER AND PROJECTION ONTO A POLYTOPE

Abstract. An algorithm for constructing linear binary classifiers is proposed.
Recognition objects are represented by points of n-dimensional Euclidean space.
The algorithm is based on solving the problem of projecting zero onto the
convex hull of a finite number of points of Euclidean space.

Keywords: linear classifier, convex hull, projection on polytope, penalty
functions.
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