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Про варiацiйний вивiд однiєї змiшаної системи рiвнянь

теорiї пружностi

Змiшана система шести рiвнянь теорiї пружностi подана у формi операторної гамiль-
тонової (канонiчної) системи за однiєю з просторових координат. Показано, що ця сис-
тема є рiвняннями Ейлера для варiацiйного принципу Хеллiнгера–Рейсснера з модифiко-
ваною вiдповiдним чином пiдiнтегральною функцiєю.

У класичнiй теорiї пружностi система трьох рiвнянь рiвноваги разом з шiстьма матерiаль-
ними залежностями, в яких врахованi формули Кошi для деформацiй, зводиться до трьох
рiвнянь Ламе вiдносно перемiщень. При постановцi задачi в напруженнях, використову-
ючи умови сумiсностi деформацiй Сен-Венана i зв’язок деформацiй з напруженнями для
iзотропного тiла, одержують шiсть рiвнянь Бельтрамi–Мiтчела, тiльки певнi три з яких
є незалежними. Використовується також [1–4 та iн.], особливо при використаннi чисельних
методiв за однiєю просторовою координатою, змiшана форма шести рiвнянь вiдносно трьох
перемiщень i трьох визначених напружень. Цi рiвняння записуються в операторнiй формi
Кошi вiдносно перших похiдних за цiєю ж координатою. В роботi [7] вперше було показано,
що змiшану форму можна подати в операторнiй гамiльтоновiй формi за просторовою коор-
динатою, тобто в операторнiй канонiчнiй формi. Таке представлення має фундаментальне
значення в теорiї коливань i хвиль в неоднорiдно-перiодичних середовищах [1, 7, 8 та iн.].

Три рiвняння рiвноваги
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разом з шiстьма матерiальними залежностями, в яких врахованi формули Кошi 2Krs =
= ur,s + us,r для деформацiй, утворюють замкнуту систему рiвнянь теорiї пружностi вiд-
носно шести напружень σik i трьох перемiщень ui. При використаннi чисельних методiв
розв’язання задач теорiї пружностi використовується також змiшана форма рiвнянь [1–4
та iн.]. Якщо матерiальнi залежностi для ортотропного тiла, в яких врахованi формули
Кошi для деформацiй, взяти у виглядi
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то систему рiвнянь (1), (2) можна записати в такому змiшаному виглядi:
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Тут введенi позначення
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Решта рiвнянь системи (1), (2) служать для визначення напружень
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якi не ввiйшли в систему (3), через розв’язуючi функцiї σ1i, ui.
Система (3) записана у виглядi нормальної операторної форми Кошi за просторовою

координатою x1, коли розв’язуючими функцiями вибранi σ11, σ12, σ13, u1, u2, u3, якi при
досконалому механiчному контактi залишаються неперервними на площинах x1 = const.

Аналогiчним чином можна одержати нормальнi операторнi форми Кошi за просторовою
змiнною x2, коли за розв’язуючi функцiї вибрати σ21, σ22, σ23, u1, u2, u3 i за просторовою
змiнною x3, коли за розв’язуючi функцiї вибрати σ31, σ32, σ33, u1, u2, u3.

Коефiцiєнти (4) системи (3), а значить i податливостi sik, через якi вони виражаються,
можуть бути довiльними функцiями координати x1 з розривами першого роду.

Якщо ввести канонiчнi змiннi

(q̂1, q̂2, q̂3) = (σ11, u2, u3), (p̂1, p̂2, p̂3) = (u1, σ12, σ13),
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то система (3) буде записана у виглядi неоднорiдної операторної гамiльтонової системи за
просторовою координатою x1
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Ненульовi елементи симетричних операторних матриць P̂ik, Q̂ik такi:
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Систему (6), а значить i систему (3), прийнято називати канонiчною системою.
Зображення змiшаної системи рiвнянь теорiї пружностi (1), (2) у формi операторної ка-

нонiчної гамiльтонової системи (3) вперше в науковiй лiтературi було здiйснено в роботi [7].
Якщо залежностi σ1i, ui вiд координат x2, x3 вiдомi, що притаманно певним задачам

теорiї пружностi, то система (3) переходить у канонiчну гамiльтонову систему звичайних
диференцiальних рiвнянь за просторовою кординатою x1.

Система рiвнянь (1), (2) i вiдповiднi граничнi умови можна одержати [6, 9] з умови
стацiонарностi за напруженнями i перемiщеннями функцiонала Хеллiнгера–Рейсснера
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в якому Xi, pi — вiдомi об’ємнi i поверхневi (на Sσ) навантаження; ai — вiдомi (на Sn)
перемiщення, механiчна ентальпiя (додаткова робота з протилежним знаком)
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Якщо допустимi перемiщення апрiорi задовольняють граничнi умови ui = ai на Sn, то
останнiй доданок в (8) треба опустити.
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З функцiонала ΦHR одержимо функцiонал ΦЗМ
HR, якому будуть вiдповiдати змiшанi рiв-

няння (3), якщо, користуючись формулами (5), в (8) виключимо напруження σ22, σ33, σ23
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Умовами стацiонарностi функцiонала ΦЗМ
HR будуть шiсть рiвнянь Ейлера, якi повнiстю збi-

гаються з рiвняннями змiшаного типу (3), i вiдповiднi граничнi умови.
У роботi [5] зроблена спроба одержати змiшану систему рiвнянь в нормальнiй опера-

торнiй формi Кошi типу (3) на основi стацiонарностi функцiонала Ху–Вашiдзу. Очевидно,
що одержати таким шляхом шiсть рiвнянь типу (3) неможливо (система (32) [5] склада-
ється з дев’яти рiвнянь). Слiд також зауважити, що в [5] використовується неадекватна
загальноприйнятiй термiнологiя.
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About the variation development of one mixed system of equations of

elasticity theory

A mixed system of six equations of elasticity theory is presented in the operator Hamilton (canoni-
cal) form for one of the spatial coordinates. It is shown that this system represents the Euler
equations of the Hellinger–Reissner variation principle with a correspondingly modified integrand.
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