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Abstract. A technique of calculation of the static stress-strain state and the natural os-
cillations of the ribbed multilayer orthotropic cylindrical shells with attached masses is pro-
posed on the basis of the spline-collocation method. On the numerical examples, an appro-
bation of the solution is performed and its practical convergence is studied depending on the 
number of collocation points. An analysis of the stress-strain state of the tubes of steam gen-
erator of the atomic reactor, taking into account the conditions of operation, is performed. It 
is obtained that with increasing the stiffness of the sludge the internal forces, the size of 
which depends essentially on the carrying capacity of the tube, reach the maximum values in 
the supporting section. At that, the bending moment and the cutting force exceed significant-
ly the maximum bending moment in the pipe without sludge. 
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Введение. 
Как следует из ряда работ [7, 8, 11 – 16], для решения задач динамики оболочеч-

ных конструкций используются различные аналитические и численные методы. В 
отличие от [2 – 4, 12, 13], где перемещения срединной поверхности оболочки аппрок-
симируют двойными тригонометрическими рядами, здесь вдоль ее образующей ис-
пользуется сплайн-аппроксимация перемещений и метод сплайн-коллокации [5, 6]. 
Это позволяет существенно расширить класс решаемых прикладных задач. В некото-
рых случаях при одинаковом порядке разрешающих систем можно получить более 
точные численные результаты. Например, используя сплайн-сетку с переменным ша-
гом, можно уменьшать ее шаг только в местах расположения кольцевых ребер и со-
средоточенных масс, чего нельзя сделать при использовании тригонометрических 
рядов. Возможность изменять граничные условия на поперечных кромках оболочки, 
позволяет оценить их влияние на характеристики напряженно-деформированного со-
стояния и собственных колебаний. 

Ранее, например, в работах [5, 9, 10], метод сплайн-коллокации использован для 
исследования напряженно-деформированного состояния оболочек с характеристика-
ми жесткости и геометрии, медленно изменяющимися вдоль координаты, по которой 
применяется сплайн-аппроксимация решения. Здесь же при расчете оболочек с коль-
цевыми ребрами и массами указанные величины могут изменяться существенно. 
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§1. Постановка задачи. Основные уравнения. 
Ниже рассмотрена задача об определении напряженно-деформированного состоя-

ния и собственных колебаний замкнутой многослойной ребристой цилиндрической 
оболочки с локально присоединенными массами, подверженной действию статичес-
ких внешних усилий, симметричных относительно начала кольцевой координаты. 
Принято, что системы продольных подкрепляющих ребер и масс регулярны и сим-
метричны относительно начала кольцевой координаты. Поперечное сечение каждого 
кольцевого ребра постоянно по своей длине, в то же время разные кольцевые ребра 
могут иметь разные размеры поперечного сечения и механические характеристики. 

Для решения задачи принята теория оболочек и стержней, основанная на сдвиго-
вой модели Тимошенко [8, 14, 17] и энергетический метод. Полную потенциальную 
энергию рассматриваемой упругой системы в отклоненном состоянии и кинетиче-
скую энергию представляем в виде 

1 2o oU U U U A    ,                                              (1.1) 

1 2o mV V V V V                                                     (1.2) 
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Здесь принято: 1 2, ,oU U U  – потенциальная энергия обшивки, продольных и кольцевых 

ребер; 1 2, , ,o mV V V V  – кинетическая энергия обшивки, продольных, кольцевых ребер и 

присоединенных сосредоточенных масс; oA  – работа внешних сил, приложенных к 

оболочке; 2, ,ij ij ij ij ijC K rK D r D    приведенные коэффициенты жесткости слоистой 

оболочки, определяемые по формулам из [1]; 2, ,C K rK D r D        приведенные 

характеристики плотности слоистой оболочки [1]; 1 1 2 2, , , / , /u v w r r     ,– осе-

вое, окружное и нормальное перемещения точек срединной поверхности оболочки, а 
также полные углы поворота поперечного сечения вокруг кольцевой и продольной 
координат, соответственно; / , /x r y r    – безразмерные продольная и кольцевая 

координаты; t  – время; ,r L – радиус и длина оболочки; 1 2, , mk k k   число продольных, 

кольцевых ребер и присоединенных масс; 
1 1 1 1 1 2 2 2 2 2
, , , , , , , , ,i i kr i i i i i kr i i iE G G E G G     мо-

дули упругости при растяжении, кручении и сдвиге, коэффициент формы попе-
речного сечения, плотность 1i -го продольного ребра и 2i -го кольцевого ребра; 

1 1 1 1 1 1 2
, , , , , ;i i i i i kr i iF h rh I I F   

2 2 2 2 2
, , ,i i i i kr ih rh I I   площадь поперечного сечения, экс-

центриситет, момент инерции поперечного сечения относительно соответствующей 
координатной линии, момент инерции при кручении, координата линии контакта 1i -го 

продольного ребра и 2i -го кольцевого ребра, соответственно; , , ,j j j jl rl   M ве-

личина массы, длина консоли, продольная и кольцевая координаты j -й присоеди-

ненной массы; 1 2 3 1 1 1, , , , , ,q q q T S Q M  – компоненты внешней нагрузки, действующие 

на поверхность и торцы оболочки. 



 81 

Отметим, что выражения для энергий (1.3) – (1.10) приведены в перемещениях 
точек срединной поверхности оболочки. При их выводе использованы соотношения 
связи между перемещениями точек осей ребер, центра тяжести масс и перемещения-
ми точек срединной поверхности, аналогичные формулам, приведенным в [2 – 4, 8]. 

Уравнения движения рассматриваемой упругой системы получены, исходя из 
принципа стационарности действия, согласно которому 
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2 / 2 22 2 2
1 1

11 66 12 66 12 11 662 2 2 2
0 0

( )
L r u u v w

C C C C C K K
  

      
     

              
   

1
1 1 1 1

1

1

22 22
2 1

12 66 2 2
1 0

( )
i

k
i i i i

i

E F E F hu
K K ud d ud

r r



 
     
    



  
           

   

1

1 1 1 1

1

2 / /2 22 2
2 1 1

2 2 2 2
10 0 0

i

L r L rk

i i i
i

u u
r C rK u d d F r h a u d

t t t t



    
       



     
             

    

2

2 2 2 2

2

2 2 22 2
1 1

2 2 2 2
1 10

m

i j j

kk

i i i j j
i j

u u
F r h b u d l u

t t t t



      
      

 

     
             
  M  

2 /
2

1

0 0

;
L r

q r u d d


       

2 / 22 2 2
1

66 12 66 22 23 22 23 66 122 2
0 0

( ) ( ) ( )
L r u v v w

C C C C C v C C K K
 

      
    

                
   

2
2 2 2 2 2

2

22 2 2
12 2

66 22 23 22 2 2
1 0

k
i i i i i

i

E F K G Fv
K K C r vd d v

r r

     
  

  
        

   

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

2
1 12

22
(1 )

i

i i i i i i i i i i i
i

E F K G F E F h K G Fw
h v d

r r r r  
   

  

              
 

1

1 1 1 1

1

2 / /2 22 2
2 2 2

2 2 2 2
10 0 0

i

L r L rk

i i i
i

v v
r C rK v d d F r h v d

t t t t



   
      



     
             

    

2

2 2 2 2

2

2 2 22 2
2 2

2 2 2 2
1 10

m

i j j

kk

i i i j j
i j

v v
F r h v d l v

t t t t



     
      

 

     
             
  M  

2 /
2

2

0 0

;
L r

q r vd d


       



 82

2 / 2 2
2

12 22 23 13 23 22 23 222 2
0 0

( )
L r u v v w w

C C C C C C w C K wd d
    

     
     

              
   

21 2
1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2

1

1 2 1

/ 2
1 1 11

2
1 10

i

L rk k
i i i i i i i i i i i

i i

K G F K G F E F K G Fw v
wd

r r r r



 


  
  

 

                          
    

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

2
1 1 2

2
(1 )

i

i i i i i i i i i i i
i

K G F E F K G F E F hw
w h wd

r r r r  
  

  

               
 

1

1 1 1

1

2 / /2 2
2

2 2
10 0 0

i

L r L rk

i i
i

w w
r C wd d F r wd

t t



        


 
  

     

2

2 2 2

2

2 2 /2 2
2

32 2
1 10 0 0

;
m

i j j

L rkk

i i j
i j

w w
F r wd w q r wd d

t t

 

             
 

 
   

    M  

2 / 2 2 2

11 66 12 66 13 122 2
0 0

( ) ( )
L r u u v w

K K K K C K


    
    

           
   

2 2 2
1 1 2

11 66 13 1 66 12 12 2
( )D D C D D d d

     
   

  
         

              (1.12) 

1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1

1

2/ 22
1 21

2 3 2
1 0

L rk
i i i i i i i i i i

i
i

E Fh K G F E Fh E I E Fu w
h

r r r r r
 

  

                 
   

2
1 1 1 2 2

1 2

2

2 2
1 1

1 1 13 2
1 0

i i

k
i i i i i kr

i

K G F G I
d d

r r



   
    
 



 
   

   

1
1

1 1 1 1 1

1

2 / /22 2
2 21

12 2 2
10 0 0

(
L r L rk

i
i i i i i

i

u u
rK D d d r F h F r h

t t t r



 

    


  
          

    

22
2

1 2 2 2 2 21 2

2 1

2 22
21 1

1 12 2 2 2
1

)
i i

k
i kr

i i i i i i
i

Iu
I d r b F h F h d

t t r t



     


      


   
           

   

22
1

12 2
1

0;
m

j j

k

j j j
j

u
l l

t t    
   



 
     
M  

2 / 2 2 2
22

12 66 22 66 23 232 2
20 0

( )
L r Ku v v w

K K K K C v C
r



    

     
                
   

2 2 2
1 2 2

12 66 22 66 23 2 22 2
( )D D D D C d d

      
   

  
         

 



 83 

1 2
1 1 2 2 2

1

1 2

/ 22 2
2

23 2 2
1 10 0

i

L rk k
i kr i kr i i i

i i

G I E F h v
d

r r



 
  
 

 

    
    

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2
(1 ) (1 )i i i i i i i i i

i i

K G F E F h K G F w
h v h

r r r 
  

      
  

 

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

2 2
22

2 23 2
(1 )

i

i i i i i i i i
i

E F h E I K G F
h d

r r r


 
   
 

              
 

1
1

1 1 1 1 1

1

2 / /22 2
2 22

22 2 2
10 0 0

(
L r L rk

i
i i i i i

i

v v
rK D d d r F h F r h

t t t r



 

    


  
         

    

2
2

1 2 2 2 2 21 2

2

22 22
22 2

2 22 2 2 2
1 0

) ]
i i

k
i

i kr i i i i i
i

Iv
I d r F h F h d

t t r t




   
      



   
           

   

22
2

22 2
1

0.
m

j j

k

j j j
j

v
l l

t t    
   



 
     
M  

Получены также естественные граничные условия на торцах оболочки: 
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Отметим, если какое-то граничное условие (1.13) не выполняется автоматически, 
соответствующее уравнение дополняет систему уравнений (1.12). 
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§2. Методика решения задач. 
Перемещения точек срединной поверхности оболочки представляем в следующем 

виде:  
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где   – круговая частота колебаний в задаче о собственных колебаниях (принимается 
равной нулю при решении задач статики); n   параметр волнообразования в кольцевом 
направлении; N   число членов тригонометрического ряда, удерживаемых в коль-
цевом направлении; 3M   число узлов сплайн-сетки вдоль образующей оболочки 

(равно числу точек коллокаций mk , включая две точки на границах); 51 2, ,...,i i i
nn nu u u  –  

неизвестные константы, определяемые из системы алгебраических уравнений, полу-
ченной методом коллокации; 3

iB  бета-сплайн третьей степени. 

Подставив (2.1) в (1.12, 1.13), выполним дифференцирование и интегрирование по 
координате  . В направлении оси   построим сетку с шагом /L rM  . Точки 

коллокации выбираем согласно [5, 6]. Таким образом, задача сведена к системе неод-
нородных алгебраических уравнений (при решении задачи о напряженно-деформиро-
ванном состоянии), или к системе однородных алгебраических уравнений (при реше-
нии задачи на собственные значения). Далее использованы стандартные программы 
математического обеспечения. 

§3. Числовые результаты. 
Изложенная выше методика исследования задач статики и динамики цилиндриче-

ских замкнутых многослойных оболочек с конструктивными и технологическими 
особенностями (ребра жесткости, присоединенные сосредоточенные массы) при про-
извольных граничных условиях реализована в виде вычислительной программы. 

С помощью разработанного пакета вычислительных программ проведено иссле-
дование практической сходимости результатов расчета для двух типов граничных 
условий и выполнено сравнение полученных данных с результатами других авторов. 

На примере оболочки, рассмотренной в [3], ( 0,3v  , 11 22,1 10 н/м ,E       
37800 кг/м ,  0,25 м,r L   310  м)h   исследована сходимость решения в зависимос-

ти от числа точек коллокаций. Оболочка была подкреплена регулярной системой из вось-
ми продольных ребер, обладающих только жесткостью на изгиб 

1

12 482,984 10 м .iI 
   

В таблице приведены значения максимальных величин прогибов и изгибающих 
моментов, полученных для продольно подкрепленной оболочки в сечении 0,5 /L r   

при различных значениях mk . Внешняя нагрузка, как и ранее в [3], принята в виде 

3

4
sin .

r
q

L

 

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 

 Расчет параметров напряженно-деформированного состояния обо-

лочки выполнен при удержании в кольцевом направлении в рядах (1.14) членов с 
0,8,...,64 ( =9).n N  
Из табл. видно, что с увеличение числа точек коллокации значения искомых ве-

личин стремятся к значениям, близким к полученным в [3] в тригонометрических ря-
дах при 9.N   Все приведенные величины отличаются от полученных ранее менее 

чем на 1%, за исключением кольцевого момента 2M  на ребре (1,3%), где сходимость 
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решения наихудшая. Кроме этого, следует отметить, что ранее задача рассматрива-
лась в классической постановке, здесь – на основе сдвиговой теории по модели, пред-
ложенной С.П. Тимошенко [17] для балок. 

  0  / 16  / 8  3 /16  / 4  

w  

данные [3] 1,310 1,355 1,414 1,444 1,451 

26mk   1,315 1,357 1,412 1,439 1,445 

58mk   1,311 1,355 1,413 1,443 1,450 

90mk   1,310 1,355 1,413 1,443 1,451 

122mk   1,310 1,355 1,414 1,444 1,451 

154mk   1,310 1,355 1,414 1,444 1,451 

1M  

данные [3] 0,1390 0,2064 0,2334 0,2330 0,2294 

26mk   0,1433 0,2075 0,2322 0,2312 0,2277 

58mk   0,1396 0,2066 0,2331 0,2325 0,2289 

90mk   0,1389 0,2065 0,2333 0,2327 0,2291 

122mk   0,1388 0,2065 0,2333 0,2327 0,2291 

154mk   0,1387 0,2065 0,2333 0,2327 0,2291 

2M  

данные [3] – 0,1493 0,0544 0,1168 0,1013 0,0861 

26mk   – 0,1345 0,0567 0,1137 0,0975 0,0827 

58mk   – 0,1449 0,0551 0,1161 0,1002 0,0849 

90mk   – 0,1466 0,0549 0,1165 0,1006 0,0852 

122mk   – 0,1471 0,0548 0,1167 0,1007 0,0853 

154mk   – 0,1473 0,0548 0,1167 0,1007 0,0853 

 
Для различных вариантов подкрепле-

ния оболочки, геометрические и физиче-
ские параметры которой приведены вы-
ше, при 3 1q   проведено исследование 

сходимости решения в зависимости от 
числа точек коллокации. На рис. 1 пока-
зано изменение максимальных значений 
прогиба. Кривая 1 построена для непод-
крепленной шарнирно опертой оболочки 
( 1 1 2 0 при 0; /v w T M M L r      ), 

кривые 2, 3 – для шарнирно опертой обо-
лочки, подкрепленной продольными реб-
рами, соответственно, на ребре и посре-
дине между ребрами, кривая 4 – для неподкрепленной оболочки, жестко защемленной 
на торцах ( 1 2 0 при 0; /u v w L r        ). Как следует из расчетов, различие 

между значениями, полученными при 34mk   и 106mk   составляет 1,2% – 1,6% 
(кривые 1, 2, 4), 2,8% (кивая 3). При 46mk   это различие находится в пределах 0,2%. 

На примере оболочки с указанными параметрами, подкрепленной как продоль-
ными ребрами, так и двумя кольцевыми с жесткостью на изгиб 

2

12 4163,978 10 мiI 
  , 

выполнена оценка точности вычислений частот и форм собственных колебаний при 
различном числе точек сплайн-сетки. Расчеты выполнены для нескольких значений n  
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при 130,154, 226, 424.mk   Сравнение собственных значений и коэффициентов форм 

собственных колебаний, полученных при 130mk  , с результатами, полученными 
при 424mk  , показало, что с погрешностью не более 5% определяется 180 первых 
значений, при 154mk   – 420 первых значений, при 226mk   – 810 значений. Такие 
оценки могут быть использованы при определении напряженно – деформированного 
состояния оболочки методом разложения решения по формам собственных колебаний 
при нестационарном динамическом нагружении. 

Далее выполнен расчет трубки парогенератора атомного реактора с учетом шлама 
(эрозионно-корозионного отложения), накапливаемого на ней в процессе эксплуата-
ции. Трубка рассматривается как длинная оболочка, находящаяся под действием 
внутреннего давления. Представляет интерес исследование напряженного состояния, 
возникающего около опор в процессе накопления на трубке шлама. Параметры труб-
ки, изготовленной из стали, следующие: 11 22,02 10 н / мE   ; 0,3  ; / 2 1,5 мL   

(расстояние от опоры до среднего сечения); 0,016 мr  ; толщина стенки трубки 

0,0015 м.h   

Для оценки точности вычислений проведены предварительные расчеты трубки 
(как однослойной оболочки) при различных значениях шага сплайн-сетки, а именно 
при  / ;  2 / 3 ;  / 2h r h r h r  . Сравнение максимальных перемещений и усилий, по-

лученных при указанных значениях  , показало, что отличие между результатами 

составляет менее 1%. Дальнейшие расчеты выполнены при 2 / 3h r  . 

Предполагалось, что шлам, образовавшийся на трубках парогенератора при неко-
торых величинах его жесткости, приводит к изменению условий закрепления трубки 
на опорных пластинах. Для оценки влияния данного фактора на напряженное состоя-
ние трубок проведены расчеты при изменяющейся величине внешнего опорного мо-
мента. На рис. 2 приведены зависимости изгибающего момента 1M  и перерезываю-

щей силы 1Q  на участке длины оболочки, прилегающем к опоре, для случая шарнир-

ного опирания (при отсутствии шлама) – кривые 1, для случая жесткого защемления 
торцов – кривые 6, и при их упругой заделке – кривые 2 – 5. Кривые 2 получены при 
величине момента упругой заделки, составляющей 0,2 от величины опорного момента 
при жестком защемлении, кривые 3, 4, 5, соответственно, при 0,4; 0,6; 0,8 от величи-
ны того же момента. Из графиков следует, что увеличение жесткости шлама в месте 
опор трубок может привести к увеличению максимального изгибающего момента 1M  

и, соответственно, нормальных осевых напряжений в три раза по сравнению с макси-
мальным изгибающим моментом при отсутствии шлама (сечение 12 , 8,86x h M  ). 

При этом абсолютная величина перерезывающей силы увеличивается вдвое. 
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На рис. 3 приведены зависимости тех же величин для случая двухслойной жестко 

защемленной оболочки. Толщина наружного слоя, образованного шламом, принята 
равной толщине оболочки без шлама ( 1 2 0,003 мh     ). Модуль упругости этого 

слоя варьировался в проделах от 0 до 11 22,02 10 н / м .E    Кривые 1 построены при 

2 / 0;E E   кривые 2 – при 2 / 1 / 50;E E   кривые 3 – при 2 / 1 /10;E E   кривые 4 – при 

2 / 1 / 5;E E   кривые 5 – при 2 / 1.E E   Из графиков видно, что с увеличением жест-

кости шлама изгибающий момент и перерезывающая сила в опорном сечении также  
возрастают. Таким образом, наличие шлама, препятствующего угловым перемещени-
ям стенок трубки и увеличивающего жесткость опоры, может привести к увеличению 
опорного изгибающего момента не более чем в 5,5 раза, а перерезывающей силы на 
опоре – не более, чем в 2,6 раза. 

Приведенные результаты могут быть использованы для оценки уровня напряже-
ний в конкретных случаях. Размерная величина перемещения может быть определена 
с помощью соотношения 2

11/w qr w C  , размерные величины усилий – умножением 

безразмерных на qr , размерные величины моментов – на 2.qr  

Заключение. 
На примере нескольких оболочек при двух видах граничных условий исследована 

практическая сходимость максимальных прогибов в зависимости от числа точек кол-
локации при статическом нагружении. Получено, что при расчете таких оболочек, 
перемещения точек срединной поверхности  могут быть определены с точностью до 
3% при числе точек коллокации не менее 34.mk   Исследована также сходимость 
решения при определении частот и форм собственных колебаний оболочки с про-
дольным и кольцевым подкреплением. 

Выполнен расчет напряженного состояния трубки парогенератора атомного реак-
тора с учетом условий эксплуатации, а именно шлама, накапливаемого на ее стенках. 
Получено, что с увеличением плотности и жесткости шлама внутренние силы, от ве-
личины которых существенно зависит несущая способность трубки, достигают мак-
симальных значений в опорном сечении. При этом изгибающий момент может превы-
сить максимальный изгибающий момент в трубке без шлама не более чем в 5,5 раза, а 
перерезывающая сила – не более чем в 2,6 раза. 

 
 
РЕЗЮМЕ.  Запропоновано методику розрахунку статичного напружено-деформованого стану і 

власних коливань ребристих багатошарових ортотропних циліндричних оболонок з приєднаними 
масами на основі методу сплайн – колокації. На числових прикладах виконана апробація розв’язку та 
досліджена його практична збіжність в залежності від числа точок колокації. Виконано розрахунок 
напружено-деформованого стану трубок парогенератора атомного реактора з врахуванням умов екс-

 
Рис. 3 
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плуатації. Отримано, що із збільшенням жорсткості шламу внутрішні сили, від величини яких суттє-
во залежить несуча здатність трубки, досягають максимальних значень в опорному перерізі. При 
цьому згинний момент і перерізувальна сила суттєво перевищують максимальний згинний момент в 
трубці без шламу. 
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