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Для рiвняння теплопровiдностi запропоновано алгоритм перенесення початкової умови.

Цей алгоритм забезпечує стiйкiсть процедури перенесення початкової умови.

Розглянемо рiвняння теплопровiдностi

∂u

∂t
= a2

∂2u

∂x2
+ f(x, t), 0 < x < l, t > t0 > 0, (1)

де невiдома функцiя u(x, t) задовольняє початкову

l
∫

0

ψ0(x)u(x, t0) dx = λ0 (2)

та крайову умови

u(0, t) = u(l, t) = 0. (3)

Функцiї f(x, t), ψ0(x) вважаються заданими неперервними функцiями своїх аргументiв,
числа a, l, t0, λ0 також заданi.

Означення. Початкова умова (2) називається перенесеною з точки t0 в деяку точку
t > t0, якщо можна знайти незалежно вiд функцiї u(x, t) такi функцiї ψ(x, t) та λ(t), якi
задовольняють вiдповiдно умови ψ(x, t0) = ψ0(x), λ(t0) = λ0, i такi, що для будь-якого
t 6= t0 виконується рiвнiсть

l
∫

0

ψ(x, t)u(x, t) dx = λ(t). (4)

Безпосередньо з рiвностi (4) iз врахуванням (1) та (3) отримаємо

dλ(t)

dt
=

l
∫

0

[

∂ψ(x, t)

∂t
u(x, t) + ψ(x, t)

∂u(x, t)

∂t

]

dx =

=

l
∫

0

[

∂ψ(x, t)

∂t
u(x, t) + a2ψ(x, t)

∂2u(x, t)

∂x2
+ ψ(x, t)f(x, t)

]

dx =
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=

l
∫

0

[

∂ψ(x, t)

∂t
u(x, t) + a2

∂2ψ(x, t)

∂x2
u(x, t) + ψ(x, t)f(x, t)

]

dx =

l
∫

0

ψ(x, t)f(x, t) dx,

якщо функцiя ψ(x, t) задовольняє рiвняння

∂ψ(x, t)

∂t
= −a2

∂2ψ(x, t)

∂x2
(5)

та крайовi умови

ψ(0, t) = ψ(l, t) = 0. (6)

Одержаний результат можна сформулювати таким чином.
Теорема 1. Нехай функцiя ψ(x, t) є розв’язком такого рiвняння з частинними похiд-

ними:

∂ψ(x, t)

∂t
= −a2

∂2ψ(x, t)

∂x2
, 0 < x < l, t > t0 > 0, (7)

i задовольняє початкову умову

ψ(x, t0) = ψ0(x) (8)

та крайовi умови

ψ(0, t) = ψ(l, t) = 0. (9)

а функцiя λ(t) задовольняє диференцiальне рiвняння

dλ(t)

dt
=

l
∫

0

ψ(x, t)f(x, t) dx (10)

та початкову умову λ(t0) = λ0. Тодi функцiя u(x, t) для будь-яких t > t0 задовольняє
умову (4).

Очевидно, що розв’язок крайової задачi (7)–(9) може досить швидко зростати при зро-
станнi змiнної t. Щоб уникнути цього явища, замiсть функцiї ψ(x, t), яка є розв’язком зада-
чi (7)–(9), будемо шукати функцiю µ(x, t) = β(t)ψ(x, t), де функцiю β(t) вибираємо таким
чином, щоб виконувалось спiввiдношення

l
∫

0

µ2(x, t) dx = const. (11)

Iз умови (11) безпосередньо отримаємо

l
∫

0

∂µ(x, t)

∂t
µ(x, t) dx = 0, (12)
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Очевидно, що

∂µ(x, t)

∂t
=
dβ(t)

dt
ψ(x, t) + β(t)

∂ψ(x, t)

∂t
=
dβ(t)

dt
ψ(x, t) − a2β(t)

∂2ψ(x, t)

∂x2
. (13)

Оскiльки

ψ(x, t) =
µ(x, t)

β(t)
,

то з рiвностi (13) маємо

∂µ(x, t)

∂t
=

1

β(t)

dβ(t)

dt
µ(x, t) − a2

∂2µ(x, t)

∂x2
. (14)

Пiдставляючи (14) в (12), знаходимо

1

β(t)

dβ(t)

dt
= a2

l
∫

0

∂2µ(x, t)

∂x2
µ(x, t) dx

l
∫

0

µ2(x, t) dx

. (15)

Iз врахуванням цього спiввiдношення з рiвностi (14) отримаємо, що функцiя µ(x, t) повинна
задовольняти рiвняння

∂µ(x, t)

∂t
= a2



















l
∫

0

∂2µ(x, t)

∂x2
µ(x, t) dx

l
∫

0

µ2(x, t) dx

µ(x, t) −
∂2µ(x, t)

∂x2



















, (16)

крайовi умови

µ(0, t) = µ(l, t) = 0 (17)

та початкову умову

µ(x, t0) = ψ0(x), (18)

оскiльки функцiя β(t) з рiвняння (15) визначається з точнiстю до сталого множника, то
завжди можна взяти, що β(t0) = 1.

Далi перейдемо до знаходження функцiї λ(t). Шукаємо її в такому виглядi:

λ(t) =

l
∫

0

µ(x, t)u(x, t) dx. (19)
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Диференцiюючи рiвнiсть (19) за змiнною t, отримаємо

dλ(t)

dt
=

l
∫

0

[

∂µ(x, t)

∂t
u(x, t) + µ(x, t)

∂u(x, t)

∂t

]

dx. (20)

Пiдставляючи в рiвнiсть (20) вирази для ∂u(x, t)/∂t та ∂µ(x, t)/∂t, вiдповiдно iз спiввiдно-
шень (1) та (16) отримаємо для функцiї λ(t) диференцiальне рiвняння

dλ(t)

dt
= a2

l
∫

0

∂2µ(x, t)

∂x2
µ(x, t) dx

l
∫

0

µ2(x, t) dx

λ(t) +

l
∫

0

µ(x, t)f(x, t) dx. (21)

Пiдсумовуючи отриманi результати, приходимо до такого висновку.
Теорема 2. Нехай функцiя µ(x, t) є розв’язком крайової задачi (16)–(18), функцiя λ(t)

задовольняє рiвняння (21) та початкову умову λ(t0) = λ0. Тодi функцiя u(x, t) для всiх

t > t0 задовольняє спiввiдношення (19), причому справедлива рiвнiсть
l
∫

0

µ2(x, t) dx =

=
l
∫

0

ψ2

0
(x) dx.

Необхiдно вiдзначити, що для випадку системи лiнiйних звичайних диференцiальних
рiвнянь подiбний алгоритм вперше було запропоновано в роботi [1].
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M.M. Kopets

Transference of the initial condition for the heat equation

For the heat equation, the algorithm of transference of the initial condition is proposed. This algo-

rithm provides the stability of the transference.

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2009, №9 35


