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t. Paper is devoted to the statement and the solution of a 
lass of quadrati
 optimizingproblems in the 
omputer geometry: the sear
h of ellipsoid the minimum volume that 
ontain the set ofpoints of Eu
lidean spa
e, the sear
h of the minimum distan
e between ellipsoids, the 
onstru
tion of thehyperplane separating two ellipsoids. E�e
tive algorithms for the solution of this 
lass of problems areo�ered. ÂâåäåíèåÊîìïüþòåðíàÿ èëè âû÷èñëèòåëüíàÿ ãåîìåòðèÿ � ýòî íîâîå íàïðàâëåíèå èññëåäî-âàíèé, ïðåäìåòîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ àíàëèç è ïîñòðîåíèå ý��åêòèâíûõ àëãîðèòìîâðåøåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ [1℄. Îíà ðàññìàòðèâàåò òàêèå àêòóàëüíûå çàäà÷è, êàê:òðèàíãóëÿöèþ, ïîñòðîåíèå âûïóêëûõ îáîëî÷åê, îïðåäåëåíèå ïðèíàäëåæíîñòè îäíîãîîáúåêòà äðóãîìó, ïîèñê èõ ïåðåñå÷åíèÿ, ðàçäåëåíèå ìíîæåñòâ, àïïðîêñèìàöèþ è ò. ï.Êîìïüþòåðíàÿ ãåîìåòðèÿ èñïîëüçóåòñÿ â ðàñïîçíàâàíèè îáðàçîâ, èíæåíåðíîì ïðîåê-òèðîâàíèè, ìåäèöèíå, êîìïüþòåðíîé ãðà�èêå, ðîáîòîòåõíèêå, êîìïüþòåðíûõ èãðàõè ò. ä. Áîëüøèíñòâî ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ â ýòèõ îáëàñòÿõ ÿâëÿþòñÿ îïòèìèçàöè-îííûìè, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðûõ ðàçðàáîòàíî áîëüøîå ÷èñëî ìåòîäîâ. Îäíàêî ðåøåíèåòàêèõ çàäà÷ â ðåæèìå ðåàëüíîãî âðåìåíè òðåáóåò ðàçðàáîòêè íîâûõ è ý��åêòèâíûõàëãîðèòìîâ.Â ïîñëåäíèå ãîäû âíèìàíèå èññëåäîâàòåëåé â ýòîé îáëàñòè ïðèâëåêàþò òàêèåîáúåêòû êàê ýëëèïñîèäû. Ýëëèïñîèäû èìåþò íåáîëüøîå êîëè÷åñòâî ãåîìåòðè÷åñêèõïàðàìåòðîâ è ý��åêòèâíû äëÿ ïðèáëèæåíèÿ øèðîêîãî êëàññà âûïóêëûõ îáúåêòîâïðè ìîäåëèðîâàíèè �èçè÷åñêèõ ñèñòåì. Îáíàðóæåíèå ñòîëêíîâåíèÿ èëè íàëîæåíèÿäâóõ ýëëèïñîèäîâ ÿâëÿåòñÿ, òàêèì îáðàçîì, âàæíîé ïðîáëåìîé ñ ïðèëîæåíèÿìè âêîìïüþòåðíîé ãðà�èêå, êîìïüþòåðíîé ìóëüòèïëèêàöèè, âèðòóàëüíîì ìèðå, ðîáîòî-òåõíèêå, CAD/CAM, âû÷èñëèòåëüíîé �èçèêå. Îäíàêî èñïîëüçîâàíèå ýëëèïñîèäîâîãðàíè÷èâàëîñü íåäîñòàòêîì ý��åêòèâíûõ ìåòîäîâ äëÿ îáíàðóæåíèÿ èõ ðàçäåëå-íèÿ èëè íàëîæåíèÿ. �àññìîòðåíèå ýëëèïñîèäîâ â n-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàí-ñòâå ÿâëÿåòñÿ ñòèìóëèðóþùèì �àêòîðîì äëÿ ðàçðàáîòêè ý��åêòèâíûõ àëãîðèòìîâêâàäðàòè÷íîé îïòèìèçàöèè.Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ íîâûå àëãîðèòìû äëÿ ïîñòðîåíèÿ ýëëèïñîèäà ìèíè-ìàëüíîãî îáúåìà, ñîäåðæàùåãî çàäàííîå ìíîæåñòâî òî÷åê, íàõîæäåíèÿ ìèíèìàëüíî-ãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ýëëèïñîèäàìè è ïîñòðîåíèÿ ðàçäåëÿþùåé èõ ãèïåðïëîñêîñòè.



78 Êîñîëàï À.È.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷ è àíàëèç ïîñëåäíèõ ðåçóëüòàòîâËþáîé ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò ìîæíî ïðåäñòàâèòü ìíîæåñòâîì òî÷åê fxig â n -ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Îïèøåì ýòè òî÷êè ýëëèïñîèäîì ìèíèìàëüíîãîîáúåìà. Óðàâíåíèå ýëëèïñîèäà èìååò âèäE = fx j xTQx + qTx � 1g;ãäå Q � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà. Èçâåñòíî, ÷òî ýëëèïñîèä ìèíèìàëüíî-ãî îáúåìà, ñîäåðæàùèé çàäàííîå ìíîæåñòâî òî÷åê, åäèíñòâåííûé. Îáúåì ýëëèïñîèäàðàâåí V ol(E) = !pdet(Q) = !pdet(Q�1);ãäå ! � îáúåì åäèíè÷íîãî øàðà. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ïîñòðîåíèå ýëëèïñîèäà, ñî-äåðæàùåãî çàäàííîå ìíîæåñòâî òî÷åê fxig ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñëåäóþùåé îïòèìè-çàöèîííîé çàäà÷èminfdet (Q�1) j (xi)TQxi + qTxi � 1; i = 1; : : : ; m;Q � 0g; (1)ãäå íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííóþ ìàòðèöó Q è âåêòîð q. Ó÷è-òûâàÿ òî, ÷òî �óíêöèÿ detQ�1 ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé, à ìíîæåñòâî âñåõ ïîëîæèòåëüíîîïðåäåëåííûõ ìàòðèö îáðàçóåò âûïóêëûé êîíóñ, çàäà÷à (1) ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé âûïóê-ëîé îïòèìèçàöèè. Îäíàêî óñëîâèå ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ìàòðèöû íå ìîæåòáûòü çàïèñàíî â ÿâíîì âèäå, ÷òî ñîçäàåò òðóäíîñòè â ðåøåíèè çàäà÷è (1). Çàìåíèìöåëåâóþ �óíêöèþ çàäà÷è (1) íà ýêâèâàëåíòíóþ log detQ�1. �ðàäèåíò ýòîé �óíêöèèðàâåí Q. Ýòî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) ìåòîä Ôðàíêà-Âóë�à,â êîòîðîì íà êàæäîé èòåðàöèè ðåøàåòñÿ ëèíåéíàÿ çàäà÷à ïîëóîïðåäåëåííîé îïòè-ìèçàöèè minfQk �Q j Xi �Q + qTxi � 1; i = 1; : : : ; m;Q � 0g;ãäå ñèìâîë � îáîçíà÷àåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö (ñóììà ïðîèçâåäåíèé ýëå-ìåíòîâ ìàòðèö ñ îäèíàêîâûìè èíäåêñàìè) è Xi = xi(xi)T .Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðàçðàáîòàíû ïðÿìî-äâîéñòâåííûå ìåòîäû âíóòðåííåé òî÷êèäëÿ ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ çàäà÷ ïîëóîïðåäåëåííîé îïòèìèçàöèè [2℄. Íèæå ðàññìàòðè-âàþòñÿ áîëåå ïðîñòûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷è (1).Åñëè ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò çàäàí â âèäå ìíîãîãðàííèêà fx j Ax � 0; x � 0g, òîçàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ýëëèïñîèäà ìèíèìàëüíîãî îáúåìà, ñîäåðæàùåãî ìíîãîãðàííèê,çíà÷èòåëüíî óñëîæíÿåòñÿ, òàê êàê ñòàíîâèòñÿ NP-ñëîæíîé [3℄.Äëÿ ïîèñêà ìèíèìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ ýëëèïñîèäàìè ðàçðàáîòàíàëãîðèòì [4℄, â êîòîðîì íà êàæäîé èòåðàöèè ñòðîÿòñÿ âïèñàííûå â ýëëèïñîèäû øàðûìàêñèìàëüíîãî ðàäèóñà, êàñàþùèåñÿ ãðàíè÷íîé òî÷êè ýëëèïñîèäà. Íîâîå ïðèáëèæå-íèå èñêîìîãî îòðåçêà íàõîäÿò íà ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé öåíòðû øàðîâ. Äðóãèå àëãî-ðèòìû íà êàæäîé èòåðàöèè ðåøàþò âñïîìîãàòåëüíóþ êâàäðàòè÷íóþ çàäà÷ó ïîèñêàìèíèìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè x� äî ãðàíèöû ýëëèïñîèäàminfjjx� x�jj2 j (x� x0)TQ(x� x0) � 1g: (2)Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ý��åêòèâíûé àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2).¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �1' 2010



Çàäà÷è êîìïüþòåðíîé ãåîìåòðèè 79Ïðîáëåìà êëàññè�èêàöèè îáúåêòîâ îäíà èç íàèáîëåå âàæíûõ â îáëàñòè èñêóñ-ñòâåííîãî èíòåëëåêòà. �àçðàáîòàíî ìíîæåñòâî àëãîðèòìîâ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãèïåð-ïëîñêîñòåé, ðàçäåëÿþùèõ ðàçëè÷íûå âûïóêëûå îáúåêòû [5, 6℄. �àçäåëÿþùóþ ãèïåð-ïëîñêîñòü ëåãêî ïîñòðîèòü, åñëè íàéäåíî ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå (îòðåçîê) ìåæäóýëëèïñîèäàìè. �àçäåëÿþùàÿ ãèïåðïëîñêîñòü áóäåò ïåðïåíäèêóëÿðíîé îòðåçêó è ïðî-õîäèò ÷åðåç åãî ñåðåäèíó.2. Àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷ êîìïüþòåðíîé ãåîìåòðèè�àññìîòðèì çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ ýëëèïñîèäà ìèíèìàëüíîãî îáúåìà, ñîäåðæàùåãîçàäàííîå ìíîæåñòâî òî÷åê. Î÷åâèäíî, ÷òî òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå âíóòðåííîñòè èõâûïóêëîé îáîëî÷êè, ìîæíî èñêëþ÷èòü ïðè ïîñòðîåíèè ýëëèïñîèäà. Äëÿ èñêëþ÷åíèÿòàêèõ òî÷åê ðåøèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿmin8<:Xj2I(k)�j j Xj2I(k)xj�j = xk; Xj2I(k)�j = 1; � � 09=; ;äëÿ k = 1; : : : ; I(k), ãäå I(k) � ìíîæåñòâî èíäåêñîâ îñòàâøèõñÿ òî÷åê. Åñ-ëè 0 < maxf�jg < 1, òî òî÷êó xk ìîæíî ïðåäñòàâèòü ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé äðó-ãèõ òî÷åê, òîãäà òàêèå òî÷êè èñêëþ÷àåì èç äàëüíåéøåãî ðàññìîòðåíèÿ (îáíîâëÿåììíîæåñòâî èíäåêñîâ I(k)). Ïóñòü ÷èñëî îñòàâøèõñÿ òî÷åê ðàâíî m.�àçðàáîòàí ïðîñòîé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), êîãäà îñè ýëëèïñîèäà ñîâïà-äàþò ñ îñÿìè êîîðäèíàò [7℄. Â ýòîì ñëó÷àå, çàäà÷à (1) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäómax( nXj=1 log(aj) j nXj=1 aj(xij � x0j)2 � 1; i = 1; : : : ; m; a > 0) : (3)Çàäà÷à (3) ïðåîáðàçóåòñÿ ê äâîéñòâåííîémax( nXj=1 log(uj(z)� v2j (z)) j eT z = 1; z � 0) ; (4)ãäå e � âåêòîð, ñîñòîÿùèé èç åäèíèö, àuj(z) = mXi=1 zi(xij)2; j = 1; : : : ; n;vj(z) = mXi=1 zixij; j = 1; : : : ; n:Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (4) èñïîëüçóåì ìåòîä Ôðàíêà-Âóë�à [8℄. Ïóñòü z� � åå ðåøåíèå,òîãäà èñêîìûé ýëëèïñîèä èìååò âèäE = (xj nXj=1 (xj � vj(z�))2n(uj(z�)� v2j (z�)) � 1) :¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê ií�îðìàòèêè òà ìàòåìàòèêè¿, �1' 2010



80 Êîñîëàï À.È.Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ýëëèïñîèäà â îáùåì ñëó÷àå, ïðåîáðàçóåì ñèñòåìó êîîðäèíàò,âûáèðàÿ êîîðäèíàòíûå ãèïåðïëîñêîñòè ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâmin( mXi=1 (aTxi � b)2 j jjajj = 1) ;ãäå aTx = b � èñêîìàÿ ãèïåðïëîñêîñòü. Âåêòîð a îïðåäåëÿåò íîâóþ îñü êîîðäèíàò.Îñòàëüíûå îñè êîîðäèíàò ïîëó÷èì, ðåøàÿ ñëåäóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäà÷min( mXi=1 (aTxi � b)2 j jjajj = 1; (aj)Ta = 0; j = 1; : : : ; k) ; k = 1; : : : ; n� 1:Åå ðåøåíèå a îïðåäåëÿåò k-þ îñü êîîðäèíàò.Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò, ðåøàåì çàäà÷ó (4) è äëÿ íàéäåííîãî ýëëèïñîè-äà ïðîèçâîäèì îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò. �àçðàáîòàíà ïðîãðàììà, ðåàëè-çóþùàÿ äàííûé àëãîðèòì. Ïðèìåð ðàáîòû ïðîãðàììû ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 1 äëÿ 7òî÷åê f7;�3; 1; 6;�4; 6; 4; 1;�2; 5; 1; 2;�3; 8g:Óðàâíåíèå ýëëèïñîèäà èìååò âèä0:0103(x1 + 0:641)2 + 0:0367(x2 � 0:997)2 + 0:0064(x1 + 0:641)(x2 � 0:997) = 1:

�èñ. 1. Ýëëèïñîèä, ñîäåðæàùèé òî÷êèÇàäà÷å ïîèñêà ìèíèìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ âûïóêëûìè ìíîæåñòâà-ìè S1 è S2, ïîñâÿùåíî ìíîãî ðàáîò [9, 10℄. Îíà �îðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.Íàéòè minfjjx� yjjx 2 S1; y 2 S2g:¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �1' 2010



Çàäà÷è êîìïüþòåðíîé ãåîìåòðèè 81Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî çàäàíû äâà ýëëèïñîèäà ìàòðèöàìè Q1 è Q2 ñ öåíòðàìè âòî÷êàõ z1, z2 ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ ïîèñêà ìèíèìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ýëëèïñî-èäàìè E1(z1) è E2(z2), ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ìîäè�èêàöèþ àëãîðèòìà [4℄.1. Íàõîäèì òî÷êè x1; x2 ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêà [z1; z2℄ ñ ãðàíèöàìè ýëëèïñîèäîâE1; E2.2. Âû÷èñëÿåì ãðàäèåíòû g1; g2 â òî÷êàõ x1; x2 ê ýëëèïñîèäàì E1; E2. Çàäà÷à ïî-èñêà ìèíèìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ ðåøåíà, åñëè�x2 � x1�T �e� gTi egTi gigi� = 0; i = 1; 2;òîãäà åå ðåøåíèå � îòðåçîê [x1; x2℄ (e � âåêòîð, ñîñòîÿùèé èç åäèíèö). Îïðåäå-ëÿåì öåíòðû íîâûõ øàðîâ ïî �îðìóëàìzi = xi � gijjQijj ; i = 1; 2è ïåðåõîäèì ê øàãó 1.Èç ñõîäèìîñòè äàííîãî àëãîðèòìà [4℄ ñëåäóåò, ÷òî ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ(gki )Tg�i )jjgki jjjjg�i jj ; i = 1; 2áóäóò óáûâàòü, êîãäà k !1 , ãäå g�i � ãðàäèåíò â îïòèìàëüíîé òî÷êå. Ýòî îçíà÷àåò,÷òî ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà ìîæíî óâåëè÷èòü, åñëè íà âòîðîì øàãå âûáèðàòüãðàäèåíò â âèäå gki + �kgk�1i , ãäå �k ! 0.Â äðóãèõ àëãîðèòìàõ íà êàæäîé èòåðàöèè ðåøàåòñÿ òîëüêî çàäà÷à (2). Îíà ìîæåòáûòü ðåøåíà ìåòîäîì Ôðàíêà-Âóë�à. Áîëåå ïðîñòûì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé àëãîðèòìïîèñêà ìèíèìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ îò çàäàííîé òî÷êè x0 äî ãðàíèöû ýëëèïñîèäà (ïî-ëàãàåì x1 = x0)1. Íàõîäèì ãðàäèåíò g2(x1) è ðåøàåì çàäà÷ómaxfgT2 x j x 2 E2g:Åå ðåøåíèå äîñòèãàåòñÿ â òî÷êåx� = z2 + Q�12 g2pgT2Q�12 g2 :2. Ïðîåêòèðóåì òî÷êó x1 íà ãèïåðïëîñêîñòü gT2 (x� x�) = 0, èìååìx = x1 + gT2 (x� � x1)jjg2jj g2:Åñëè òî÷êè x è x� íå ñîâïàäàþò, òî ïîëàãàåì x1 = (x + x�)=2 è ïåðåõîäèì êøàãó 1.3. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ïðîåêòèðóåì èñõîäíóþ òî÷êó x0 íà ãèïåðïëîñêîñòügT2 (x � x�) = 0. Åñëè ïðîåêöèÿ xp ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé x�, òî çàäà÷à ðåøåíà,èíà÷å ïîëàãàåì x1 = (1� �)x1 + �xp(0 � � � 1; �! 0) è ïåðåõîäèì ê øàãó 1.¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê ií�îðìàòèêè òà ìàòåìàòèêè¿, �1' 2010



82 Êîñîëàï À.È.Íà êàæäîé èòåðàöèè ýòîãî àëãîðèòìà ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êîé x1 è ãðàíèöåéýëëèïñîèäà E2 óáûâàåò. Îäíîâðåìåííî óáûâàåò ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êîé êàñàíèÿãèïåðïëîñêîñòè ýëëèïñîèäà è ïðîåêöèåé íà ýòó ãèïåðïëîñêîñòü èñõîäíîé òî÷êè. Ïî-ýòîìó â ïðåäåëå áóäåò íàéäåíî ðåøåíèå çàäà÷è (2).Áûëè ïðîâåäåíû ìíîãî÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïî ñðàâíåíèþ ý��åêòèâíîñòèýòèõ àëãîðèòìîâ. Îíè ïîêàçàëè, ÷òî ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè âòîðîãî àëãîðèòìà âûøå.Â ïðèìåðå (ñì. ðèñ. 2.)E1 = fx j 1:2(x1 � 2)2 + 0:05(x� 3)2 � 1g;E2 = fx j (x1 + 3)2 + 20x22 + 4(x1 + 3)x2 � 10g;ïåðâûé àëãîðèòì ïîòðåáîâàë áîëåå 300 èòåðàöèé (íàõîæäåíèÿ øàðîâ) äëÿ çàäàííîéòî÷íîñòè " = 0:00001, à âòîðîé àëãîðèòì ïîòðåáîâàë 7 ðåøåíèé çàäà÷è (2). Ìèíè-ìàëüíûé îòðåçîê ðàâåí [1:348937;�0:13478; 0:531722;�0:32035℄.

�èñ. 2. Ìèíèìàëüíûé îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ýëëèïñîèäû�àññìîòðèì çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ ãèïåðïëîñêîñòè, ðàçäåëÿþùåé äâà ýëëèïñîèäà.äëÿ åå ðåøåíèÿ èñïîëüçóåì àëãîðèòìû ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Åñëè [x1; x2℄ � êðàò÷àé-øèé îòðåçîê ìåæäó äâóìÿ ýëëèïñîèäàìè, òî ðàçäåëÿþùåé ãèïåðïëîñêîñòüþ áóäåòñëåäóþùàÿ �x2 � x1�T �x� x2 � x12 � = 0:Ýòà ãèïåðïëîñêîñòü ïåðïåíäèêóëÿðíà îòðåçêó [x1; x2℄ è ïðîõîäèò ÷åðåç åãî ñåðåäèíó.�èïåðïëîñêîñòü aTx = b áóäåò ðàçäåëÿòü äâà ýëëèïñîèäà, åñëè òî÷êà ìàêñèìó-ìà aTx íà E1 è òî÷êà ìèíèìóìà íà E2 ëåæàòü ïî ðàçíûå ñòîðîíû ýòîé ãèïåðïëîñ-êîñòè (ïðè óñëîâèè, ÷òî E1 � fx j aTx � bg). Ýòî ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ñëåäóþùèéàëãîðèòì ðàçäåëÿþùåé ãèïåðïëîñêîñòè1. Íàõîäèì òî÷êè x1; x2 ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêà [z1; z2℄ ñ ãðàíèöàìè ýëëèïñîèäîâE1; E2.2. Íà k-é èòåðàöèè âû÷èñëÿåì ãðàäèåíò g â òî÷êå x� = (x1 + x2)=2 ê E1, åñëè k �íå÷åòíî è ê E2, åñëè k � ÷åòíî.¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �1' 2010



Çàäà÷è êîìïüþòåðíîé ãåîìåòðèè 833. �åøàåì çàäà÷èmaxfgTx j x 2 E1g è minfgTx j x 2 E2g:Ïóñòü x1 è x2 � èõ ðåøåíèÿ. Åñëè ýòè òî÷êè ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû ãèïåð-ïëîñêîñòè aT (x � x�) = 0, òî ýòà ãèïåðïëîñêîñòü ðàçäåëÿþùàÿÿ, â ïðîòèâíîìñëó÷àå ïîëàãàåì k = k + 1 è ïåðåõîäèì ê øàãó 2.Â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå íà ðè
. 2 ðàçäåëÿþùàÿ ãèïåðïëîñêîñòü1:078x1 � 0:198x2 = �0:996 áûëà íàéäåíà çà òðè èòåðàöèè.Çàêëþ÷åíèå�àññìîòðåíû çàäà÷è êîìïüþòåðíîé ãåîìåòðèè, êîòîðûå îòíîñÿòñÿ ê êâàäðàòè÷-íîé îïòèìèçàöèè. Ïðåäëîæåíû ý��åêòèâíûå àëãîðèòìû äëÿ ðåøåíèÿ ýòîãî êëàññàçàäà÷. Èõ ñõîäèìîñòü ñëåäóåò èç ñõîäèìîñòè èñïîëüçóåìûõ àëãîðèòìîâ îïòèìèçà-öèè. �àçðàáîòàíî ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå, ðåàëèçóþùèå äàííûå àëãîðèòìû è ïðî-âåäåíû ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû. Ýòè ýêñïåðèìåíòû ïîäòâåðæäàþò ý��åêòèâíîñòüïðåäëîæåííûõ àëãîðèòìîâ. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Ïðåïàðàòà Ô. Âû÷èñëèòåëüíàÿ ãåîìåòðèÿ: Ââåäåíèå / Ô. Ïðåïàðàòà, Ì. Øåéìîñ; ïåð. ñ àíãë.Ñ. À. Âè÷åñà, Ì. Ì. Êîìàðîâà; ïîä. ðåä. Þ. Ì. Áàÿêîâñêîãî. � Ì. : Íàóêà. � 1989. � 480 ñ.2. Todd M.J. Semide�nite optimization / M. J. Todd // A
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