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t. In the arti
le the spe
tral de
omposition of a skew�selfadjoint linear operator (in
ludingthe unbounded 
ase) a
ting on a quaternion Hilbert bimodule is obtained. Earlier the last results onthis topi
 
on
erning in�nite dimensional quaternion spa
es had been obtained even in the beginning of80's (see Viswanath K. Normal operators on quaternioni
 Hilbert spa
es // Trans. Amer. Math. So
. �1971. � v. 162. � p. 337�350). We essentially develop ideas and results presented in Viswanath's workand in our earlier works. ÂâåäåíèåÀíàëèç êàê ðàííèõ òàê è ïîñëåäíèõ ïóáëèêàöèé ïîêàçûâàåò, ÷òî èìååòñÿ õîòü èíå òîòàëüíûé, íî äîñòàòî÷íî óñòîé÷èâûé èíòåðåñ ê êâàòåðíèîííîé òåìàòèêå. Îñî-áåííî ýòî êàñàåòñÿ òåõ èëè èíûõ ñòîðîí äè��åðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ è �óíê-öèîíàëüíîãî àíàëèçà â ãèëüáåðòîâûõ ìîäóëÿõ è áèìîäóëÿõ. Ýòî, â ïåðâóþ î÷åðåäü,ñâÿçàíî ñ èçó÷åíèåì êâàíòîâîé ìåõàíèêè è êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ â êâàòåðíèîííîé�îðìóëèðîâêå (ñì., íàïðèìåð, [1℄ � [5℄ è ññûëêè íà ëèòåðàòóðó â ýòèõ èñòî÷íèêàõ).Îñíîâíîé öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ñïåêòðàëüíîãî ïðåäñòàâëå-íèÿ ïðîèçâîëüíîãî (â òîì ÷èñëå íåîãðàíè÷åííîãî) êîñîñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòî-ðà, äåéñòâóþùåãî â êâàòåðíèîííîì ãèëüáåðòîâîì áèìîäóëå. Â ñëó÷àå îãðàíè÷åííîãîíîðìàëüíîãî îïåðàòîðà ñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå áûëî àííîíñèðîâàíî íàìè â äî-êëàäå [6℄ è ïîñòðîåíî â ðàáîòå [7℄. �åçóëüòàòû íàøåé ñòàòüè [7℄ è äàííîé ðàáîòûñóùåñòâåííî ðàçâèâàþò ðåçóëüòàòû ðàáîòû [8℄.Öåëü, ñ�îðìóëèðîâàííàÿ âûøå, îïðåäåëÿåò ñëåäóþùóþ ïîñòàíîâêó ïðîáëåìû.Ïîñòðîèòü òàêîå ñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå (êàê îãðàíè÷åííîãî òàê è íåîãðàíè-÷åííîãî) êîñîñàìîñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà, êîòîðîå íàñëåäîâàëî áû îñíîâíûå ÷åð-òû ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàçëîæåíèÿ (êîñî)ñàìîñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà â êîìïëåêñíîìïðîñòðàíñòâå: íàëè÷èå îðòîãîíàëüíîé (êâàòåðíèîííî ëèíåéíîé) ñïåêòðàëüíîé ìåðû,èñ÷åçàþùåé âíå ñïåêòðà îïåðàòîðà, èíòåãðàëüíîå ðàçëîæåíèå ïî ýëåìåíòàðíûì (êî-ñî)ñàìîñîïðÿæ¼ííûì îïåðàòîðàì (ñêàëÿðíûå îïåðàòîðû â êîìïëåêñíîì ñëó÷àå). Âòàêîé ïîñòàíîâêå (âêëþ÷àÿ ñþäà ñëó÷àé íåîãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ) äàííàÿ ïðî-áëåìà îñòàâàëàñü íåðåø¼ííîé.Äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ, õîðîøî çíàêîìîãî ñî ñïåêòðàëüíîé òåîðèåé êîìïëåêñíîëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, íî ìàëî îñâåäîìëåííîãî ïî ÷àñòè êâàòåðíèîíîâ, ìû ïðèâî-äèì â ñæàòîì âèäå âñþ èí�îðìàöèþ î êâàòåðíèîíàõ, íåîáõîäèìóþ äëÿ ïîíèìàíèÿïðåäñòàâëåííûõ ðåçóëüòàòîâ.



60 Êàðïåíêî È. È., Òûøêåâè÷ Ä. Ë.Î òåëå H è R�ñîäåðæàùèõ 2�ìåðíûõ ïîäïîëÿõ HÈòàê, ãëàâíîå êîëüöî, ìîäóëè íàä êîòîðûì èçó÷àþòñÿ â äàííîé ðàáîòå � òåëîêâàòåðíèîíîâ H , ò.å. âåùåñòâåííàÿ àëãåáðà ðàçìåðíîñòè 4 ñ áàçèñîì f1; i; j; kg è ïðà-âèëàìè óìíîæåíèÿ i2 = �1 j2 = �1 k2 = �1ij = k jk = i ki = jji = �k kj = �i ik = �jÄëÿ ëþáîãî q 2 H ñóùåñòâóþò òàêèå (åäèíñòâåííûå) q0; q1; q2; q3 2 R , ÷òî q = q0++ q1i+ q2j + q3k (âåùåñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå êâàòåðíèîíà q). ×èñëî q0 íàçûâàåòñÿâåùåñòâåííîé ÷àñòüþ êâàòåðíèîíà q, è ïî îòíîøåíèþ ê ïîñëåäíåìó îáîçíà÷àåò-ñÿ ÷åðåç Re q. Ïîëåçíà òàêæå âåêòîðíàÿ �îðìà çàïèñè êâàòåðíèîíà: q = q0 + ~q,ãäå ~q = q1i+ q2j + q3k � âåêòîðíàÿ èëè ìíèìàÿ ÷àñòü q (êâàòåðíèîí, ñîâïàäàþùèéñî ñâîåé âåêòîðíîé ÷àñòüþ, íàçûâàåòñÿ ìíèìûì èëè âåêòîðíûì). Òàê, íàïðèìåð,âåêòîðíàÿ �îðìà ïðîèçâåäåíèÿ êâàòåðíèîíîâ q è p åñòü íå ÷òî èíîå êàê õîðîøî èç-âåñòíàÿ �îðìóëà óìíîæåíèÿ qp = q0p0�(~q; ~p)+�[~q; ~p ℄+p0~q+q0~p �. Çäåñü (�; �) � îáû÷íîåñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â H îòíîñèòåëüíî îðòîíîðìèðîâàííîé ÷åòâ¼ðêè f1; i; j; kg,à [�; �℄ � âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå â 3�ìåðíîì ïîäïðîñòðàíñòâå âåêòîðíûõ êâàòåðíèî-íîâ Rhi; j; ki1.Ñîïðÿæåííûé êâàòåðíèîí ê q îïðåäåëÿåòñÿ êàê q := q0� q1i� q2j� q3k, ïðè ýòîìîòîáðàæåíèå q ! q ÿâëÿåòñÿ èíâîëþöèåé â H , è qq = qq = 3Xt=0 q2t 2 R. Ìîäóëü jqjêâàòåðíèîíà q îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì jqj = (qq)1=2, ïðåâðàùàÿ òàêèì îáðàçîì Hâ íîðìèðîâàííóþ àëãåáðó2. Ìíèìûé êâàòåðíèîí, ïî ìîäóëþ ðàâíûé 1 íàçûâàþòìíèìîé åäèíèöåé.Â òàêîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âå-ùåñòâåííóþ ïîäàëãåáðó â H : C = Rh1; ii: Âëîæåíèå C â H ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòüêîìïëåêñíîå (èëè ñèìïëåêòè÷åñêîå) ïðåäñòàâëåíèå êâàòåðíèîíîâ. À èìåííî, åñ-ëè q = q0 + q1i + q2j + q3k, òî q = (q0 + q1i) + (q2 + q3i)j = z1 + z2j, ãäå z1; z2 2 C .Íà ñàìîì äåëå C ñëóæèò âñåãî ëèøü ÷àñòíûì ïðèìåðîì ïîëÿ â H , ÿâëÿþùåãîñÿðàñøèðåíèåì R. Âñþäó â äàííîé ðàáîòå òàêèå ïîëÿ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü áóêâîé F.Ïîëå F � êîììóòàòèâíàÿ è àññîöèàòèâíàÿ R�àëãåáðà ñ äåëåíèåì è ðàçìåðíîñòè, áîëü-øåé 1, ïîýòîìó èç òåîðåìû Ôðîáåíèóñà ñëåäóåò, ÷òî ðàçìåðíîñòü F åñòü â òî÷íîñòè 2,è F èçîìîð�íî C .31Íàì ïðèÿòíî íàïîìíèòü, ÷òî ñîâðåìåííûé âåêòîðíûé àíàëèç èñòîðè÷åñêè ïðîèñõîäèò èç êâà-òåðíèîííîãî, è êëàññè÷åñêîå îáîçíà÷åíèå îðòîâ 3�ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà â �èçèêå ïðîèñõîäèò îòîáîçíà÷åíèé äëÿ êâàòåðíèîííûõ åäèíèö, ââåä¼ííûõ �àìèëüòîíîì.2Èíâîëþöèÿ R�àëãåáðû îïðåäåëÿåòñÿ êàê R�ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå I , óäîâëåòâîðÿþùåå ñîîòíî-øåíèÿì I 2(a) = a; I (ab) = I (b)I (a). Îòìåòèì, ÷òî â òåëå êâàòåðíèîíîâ ñóùåñòâóþò èíâîëþöèè,äëÿ êîòîðûõ qI (q) 62 R ïðè ëþáîì íåâåùåñòâåííîì q.3Îáðàòèì çäåñü âíèìàíèå ÷èòàòåëÿ íà ñëåäóþùèé çàìå÷àòåëüíûé �åíîìåí, ïðèñóùèé òåëó êâà-òåðíèîíîâ è êàñàþùèéñÿ ñîîòíîøåíèé ìåæäó ïîíÿòèÿìè ¾ðàâåíñòâî¿ è ¾èçîìîð�èçì¿. Õîòÿ êàæ-äîå òàêîå ïîëå F è èçîìîð�íî C , è ïîýòîìó ñ òî÷êè çðåíèÿ àëãåáðû ÿâëÿåòñÿ ¾íåèíòåðåñíûì¿, íî¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �1' 2010



Î ñïåêòðàëüíîì ðàçëîæåíèè ïðîèçâîëüíîãî êîñîñàìîñîïðÿæ¼ííîãî . . . 61Ïîëå F îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòüþ ê íåìó íåêîòîðîãî íåâåùå-ñòâåííîãî êâàòåðíèîíà. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü q 2 F n R: Çàïèøåì ýòîò êâàòåðíèîíâ âåêòîðíîé �îðìå: q = q0 + ~q. Òîãäà ~q = q � q0 2 F n f0g: Ïîëîæèì f := 1j~qj ~q:Ñèñòåìà f1; fg ëèíåéíî íåçàâèñèìà, è, ñëåäîâàòåëüíî, îáðàçóåò áàçèñ 2�ìåðíîé R�àëãåáðû F. Ýòè ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ëþáûå äâà íåâåùåñòâåííûõ ýëåìåíòàïîëÿ F èìåþò ïðîïîðöèîíàëüíûå âåêòîðíûå ÷àñòè, ÷òî ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äî-ñòàòî÷íûì óñëîâèåì êîììóòèðîâàíèÿ êâàòåðíèîíîâ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè âåêòîðíû-ìè ÷àñòÿìè. Ïîýòîìó âñÿêîå ïîëå â H , óäîâëåòâîðÿþùåå îïèñàííûì âûøå óñëîâèÿì,ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü êàê ìàêñèìàëüíîå êîììóòàòèâíîå ðàñøèðåíèå íåêîòîðîãîìíîæåñòâà ïîïàðíî êîììóòèðóþùèõ êâàòåðíèîíîâ èç H 4. Êðîìå òîãî, óïîìÿíóòîåíåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìíèìàÿåäèíèöà f îïðåäåëÿåòñÿ ïîëåì F ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà. Äàëåå ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü÷òî êàæäîìó ïîëþ F òàêîé êâàòåðíèîí f ñîïîñòàâëåí îäíîçíà÷íî (àêñèîìà âûáîðàçäåñü èçáåãàåòñÿ, íàïðèìåð, âûáîðîì îðèåíòàöèè îðòîâ 1; i; j; k â H ).Òàê êàê äëÿ êâàòåðíèîíà q = a + bf 2 F (a; b 2 R) â ñèëó ðàâåíñòâà f = �fèìååì q = a � bf , òî, î÷åâèäíî, îòîáðàæåíèå �(a + bi) := q îñóùåñòâëÿåò èçîìåò-ðè÷åñêèé èçîìîð�èçì ïîëåé C è F. Îòîáðàæåíèå � ìîæíî çàïèñàòü è â ñëåäóþùåé,ïîëåçíîé äëÿ äàëüíåéøåãî, �îðìå. Êëàññ ñîïðÿæ¼ííîñòè êâàòåðíèîíà q 2 H îïðå-äåëÿåòñÿ êàê K(q) := fvqv j v 2 H ; jvj = 1g. Íåòðóäíî çàêëþ÷èòü îòñþäà, ÷òî äëÿìíèìîãî êâàòåðíèîíà q åãî êëàññ ñîïðÿæ¼ííîñòè K(q) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ¾ìíèìóþñ�åðó¿ fxi + yj + zk j x; y; z 2 R; x2 + y2 + z2 = jqj2g. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ìíèìîéåäèíèöû f , ïîðîæäàþùåé ïîëå F (â ñìûñëå, óêàçàííîì âûøå), ñóùåñòâóåò òàêîé(åäèíñòâåííûé) êâàòåðíèîí u 2 H ; juj = 1, ÷òî f = uiu, ïîýòîìó îòîáðàæåíèå �ìîæíî çàïèñàòü êàê �(z) = uzu; z 2 C : (1)�àññìàòðèâàåìîå íà âñ¼ì H , îòîáðàæåíèå � áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé âíóòðåííèéàâòîìîð�èçì H . Çà ýòèì àâòîìîð�èçìîì (îäíîçíà÷íî) îïðåäåëÿåìîì ïî i è f , ìû èçàêðåïèì â äàëüíåéøåì îáîçíà÷åíèå �.�àññìîòðèì òåïåðü H êàê âåùåñòâåííîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî (ñì. âûøå ñ. 60).Âûáåðåì íåêîòîðûé êâàòåðíèîí �, îðòîãîíàëüíûé êâàòåðíèîíàì 1; f è ïî ìîäóëþðàâíûé 1. Òîãäà �2 = (�; �) = �1; êâàòåðíèîí f� (= [f; �℄) îðòîãîíàëåí êâàòåðíèî-íàì 1; f; �, ïðè ýòîì f� = [f; �℄ = �[�; f ℄ = ��f , îòêóäà (f�)2 = �1. Òàêèì îáðàçîì,÷åòâ¼ðêà f1; f; �; f�g îáðàçóåò R�áàçèñ â H , ñîñòîÿùèé èç 1 è òð¼õ ìíèìûõ åäèíèö.Òàêîé áàçèñ ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü îäíîçíà÷íîå ðàçëîæåíèå q = q0+ eq1f + eq2�+ eq3f�,êîòîðîå (àíàëîãè÷íî êîìïëåêñíîìó ðàçëîæåíèþ) ïðèâîäèò ê ðàçëîæåíèþ îòíîñè-òåëüíî ïîëÿ F : q = (q0 + eq1f) + (eq2 + eq3f)� = u1 + u2�, ãäå u1; u2 2 F. Çàìåòèì, ÷òîîíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óíèêàëüíóþ ¾êîïèþ¿ C â H , ÷òî ñòàíîâèòñÿ âåñüìà ñóùåñòâåííûì äëÿ àíà-ëèçà. Â ÷àñòíîñòè, íàøà òåîðèÿ äè��åðåíöèðóåìîñòè �óíêöèé êâàòåðíèîííîãî ïåðåìåííîãî ([9℄)îñíîâàíà èìåííî íà ¾èãðå¿ ýòèìè ñâîéñòâàìè.4Èëè æå êàê ñîâîêóïíîñòü âñåõ êâàòåðíèîíîâ, êîììóòèðóþùèõ ñ íåêîòîðûì �èêñèðîâàííûìíåâåùåñòâåííûì êâàòåðíèîíîì. ¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê ií�îðìàòèêè òà ìàòåìàòèêè¿, �1' 2010



62 Êàðïåíêî È. È., Òûøêåâè÷ Ä. Ë.âûáîð ñîîòâåòñòâóþùåãî êâàòåðíèîíà � äëÿ ïîëÿ F äàëåêî íåîäíîçíà÷åí5, îäíàêî âäàëüíåéøåì ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êàæäîìó ïîëþ F îäíîçíà÷íî ñîïîñòàâëåííåêîòîðûé êâàòåðíèîí �, óäîâëåòâîðÿþùèé îïèñàííûì âûøå óñëîâèÿì6. Â òàêîìñëó÷àå êâàòåðíèîí u1 = q0 + eq1f ïî îòíîøåíèþ ê èñõîäíîìó êâàòåðíèîíó q áóäåìîáîçíà÷àòü Fld(q) (F�÷àñòü q).7Ëèíåéíûå îïåðàòîðû â ãèëüáåðòîâûõ êâàòåðíèîííûõ áèìîäóëÿõÎ êâàòåðíèîííûõ áèìîäóëÿõ è ëèíåéíûõ îïåðàòîðàõ â íèõ. Ïóñòü H � êâà-òåðíèîííûé áèìîäóëü8. Òîãäà H ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê áèìîäóëü è íàä ïîëåì F èíàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, îáîçíà÷àÿ åãî â ýòèõ ñëó÷àÿõ HF è HR ñîîòâåòñòâåí-íî9. Â HR ñòðóêòóðû ëåâîãî è ïðàâîãî ìîäóëÿ ñîâïàäàþò; HF ìû ðàññìàòðèâàåì êàêïðàâûé ìîäóëü, óïîòðåáëÿÿ â ýòîì ñëó÷àå äëÿ HF è HR åñòåñòâåííóþ òåðìèíîëîãèþ¾ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî¿.Îïåðàòîð A, äåéñòâóþùèé â êâàòåðíèîííîì ãèëüáåðòîâîì áèìîäóëå H, íàçûâà-åòñÿ ïðàâîñòîðîííå ëèíåéíûì, åñëè A(xq + yp) = (Ax)q + (Ay)p äëÿ ëþáûõ p; q 2 Hè ëþáûõ âåêòîðîâ x; y 2 H. Ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ ëåâîñòîðîííåëèíåéíûå îïåðàòîðû. Â íàøèõ èññëåäîâàíèÿõ êâàòåðíèîííûõ áèìîäóëåé ìû ñêëîííûîòäàâàòü ïðèîðèòåò ïðàâîìó óìíîæåíèþ íà ñêàëÿð, ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ïðàâîñòî-ðîííå ëèíåéíûå îïåðàòîðû áóäåì íàçûâàòü ïðîñòî ëèíåéíûìè10 èëè æå êâàòåðíèîí-íî ëèíåéíûìè, êîãäà òðåáóåòñÿ ïîä÷åðêíóòü îäíîðîäíîñòü îïåðàòîðà ïî H â îòëè÷èåîò âîçìîæíîé åãî îäíîðîäíîñòè ëèøü ïî F èëè ïî R. Òàêèì îáðàçîì, íàðÿäó ñ êâà-òåðíèîííî ëèíåéíûìè îïåðàòîðàìè â áèìîäóëå H áóäåì ðàññìàòðèâàòü F�ëèíåéíûåè âåùåñòâåííî ëèíåéíûå îïåðàòîðû.Åñëè H � íîðìèðîâàííûé áèìîäóëü (ò.å. íîðìà â H îäíîðîäíà ïî îáîèì óìíî-æåíèÿì), òî îáû÷íûì îáðàçîì ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà è íîðìûîïåðàòîðà â H. Îòìåòèì, ÷òî ñ òîé æå íîðìîé HF è HR ñòàíîâÿòñÿ íîðìèðîâàííûìè5Òàê, íàïðèìåð, äëÿ C âñåâîçìîæíûå êâàòåðíèîíû � îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ âûáîðîì! 2 [0; 2�) â �îðìóëå � = (
os!)i+ (sin!)k.6Àêñèîìû âûáîðà çäåñü ìîæíî èçáåæàòü èñïîëüçóÿ ýëåìåíòàðíûå ãåîìåòðè÷åêèå ñîîáðàæåíèÿäëÿ êîíñòðóêòèâíîãî îäíîçíà÷íîãî âûáîðà � ïî F.7Êîãäà F = C , òî ñîãëàñíî òðàäèöèè C �÷àñòü êâàòåðíèîíà q îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Com(q).8Ò.å. H åñòü îäíîâðåìåííî ëåâûé è ïðàâûé H �ìîäóëü, ïðè÷¼ì ëåâîå è ïðàâîå óìíîæåíèÿ â Hñâÿçàíû óñëîâèåì àññîöèàòèâíîñòè: 8h 2 H 8 q; p 2 H (qh)p = q(hp). Ýòî ïîêà òîëüêî îïðå-äåëåíèå H �áèìîäóëÿ. Â êâàòåðíèîííîì áèìîäóëå äîëæíà äîïîëíèòåëüíî âûïîëíÿòüñÿ àêñèîìà8 r 2 R 8h 2 H rh = hr (ñð. [10, 12℄). ¾Õèòðî¿ îïðåäåëÿÿ (ñ îäíîé èç ñòîðîí) äåéñòâèå âåùåñòâåííî-ãî ÷èñëà íà âåêòîð, ìîæíî ñòðîèòü ïðèìåðû H �áèìîäóëåé, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ êâàòåðíèîííûìèáèìîäóëÿìè.9Íîñèòåëü îñòà¼òñÿ ïðåæíèì, îáåäíÿåòñÿ èíñòðóìåíòàðèé.10Ýòî ïðåäïî÷òåíèå îáóñëîâëåíî íå ñòîëü ýñòåòè÷åñêèìè ñêîëü àíàëèòè÷åñêèìè ñîîáðàæåíèÿìè.Äåëî â òîì, ÷òî ïðè ïîñòðîåíèè ìàòðè÷íîãî èñ÷èñëåíèÿ äëÿ ïðàâîñòîðîííå ëèíåéíûõ îïåðàòîðîââ êîíå÷íîìåðíîì êâàòåðíèîííîì áèìîäóëå ñîîòâåòñòâóþùàÿ îïåðàòîðó A ìàòðèöà A áóäåò äåé-ñòâîâàòü íà êîîðäèíàòíûé âåêòîð�ñòîëáåö x ñëåâà � Ax � êàê è â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå êîìïëåêñíîëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ. Ñîîòâåòñòâóþùåå ìàòðè÷íîå ñîïîñòàâëåíèå äëÿ ëåâîñòîðîííå ëèíåéíûõ îïå-ðàòîðîâ âûãëÿäèò ìåíåå ïðîçðà÷íî. Ýòî ñâÿçàíî, ðàçóìååòñÿ, ñ íåêîììóòàòèâíîñòüþ ¾êîñîãî¿ ïîëÿ(skew �eld) H . ¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �1' 2010



Î ñïåêòðàëüíîì ðàçëîæåíèè ïðîèçâîëüíîãî êîñîñàìîñîïðÿæ¼ííîãî . . . 63ëèíåéíûìè ïðîñòðàíñòâàìè, ïîýòîìó, â ÷àñòíîñòè, çàïàñû îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîââ H, HF è HR ñîâïàäàþò.Íà êîëüöå âñåõ ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ â H ââåä¼ì ñòðóêòóðó âå-ùåñòâåííîé àëãåáðû, îïðåäåëÿÿ îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ îïåðàòîðà A íà âåùåñòâåííîå÷èñëî � åñòåñòâåííûì îáðàçîì: (�A)x := (Ax)� � = �(Ax)�. Ïîëó÷åííóþ àëãåáðóîáîçíà÷èì ÷åðåç L[H℄.Â ñâîþ î÷åðåäü, ñîâîêóïíîñòè F�ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â ìîäóëå HF è âåùå-ñòâåííî ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå HR òàêæå îáðàçóþò àëãåáðû íàä ñî-îòâåòñòâóþùèìè ÷èñëîâûìè ïîëÿìè. Îáîçíà÷èì ýòè àëãåáðû ÷åðåç L[HF℄ è L[HR℄ñîîòâåòñòâåííî. Î÷åâèäíî, èìåþò ìåñòî ñòðîãèå òåîðåòèêî�ìíîæåñòâåííûå âêëþ÷å-íèÿ L[H℄ � L[HF℄ � L[HR℄:Îñîáî âûäåëèì íåîáõîäèìûå â äàëüíåéøåì ñëåäóþùèå ýëåìåíòàðíûå àëãåáðàè-÷åñêèå ñâîéñòâà îïåðàòîðà ïðàâîãî óìíîæåíèÿ Rqx := xq (x 2 H); q 2 H :1Æ Rq 2 L[HR℄ (q 2 H );2Æ RpRq = Rqp (p; q 2 H );3Æ RqA = ARq äëÿ âñåõ A 2 L[H℄ (q 2 H );4Æ R1 � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð;5Æ A 2 L[HF℄, RqA = ARq äëÿ ëþáîãî q 2 F :Ïóñòü � � ðàññìîòðåííûé âûøå èçîìåòðè÷åñêèé èçîìîð�èçì (1) ïîëÿ F è ïîëÿ Cñ ñîîòâåòñòâóþùèì ñâÿçóþùèì êâàòåðíèîíîì u. �àññìîòðèì îòîáðàæåíèå�(A) := RuARu ; A 2 L[HR℄ : (2)Ïðåäëîæåíèå 1. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå �àêòû.� � (âíóòðåííèé) àâòîìîð�èçì àëãåáðû L[HR℄: (3)�(Rz) = R�(z); z 2 C : (4)��L[HC ℄� = L[HF ℄: (5)�(A) = A; A 2 L[H℄: (6)Äîêàçàòåëüñòâî. Ëèíåéíîñòü è îäíîðîäíîñòü � ýëåìåíòàðíî ñëåäóþò èç 1Æ. Òàêêàê juj = 1, òî u = u�1, è èç 2Æ; 4Æ ñëåäóåò ðàâåíñòâî Ru = R�1u ; îòñþäà, â ñâîþî÷åðåäü, ñëåäóåò îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü (3) � ìóëüòèïëèêàòèâíîñòü �. �àâåíñòâî (4) ýëå-ìåíòàðíî ñëåäóåò èç 2Æ. Äàëåå, ïóñòü q 2 F � ïðîèçâîëüíûé �èêñèðîâàííûé ýëåìåíò,z = ��1(q) è A 2 L[HC ℄. ÒîãäàRq�(A) 2Æ= �(Rz)�(A) (3)= �(RzA) 3Æ= �(ARz) = : : : = �(A)Rq ;îòêóäà èç 5Æ çàêëþ÷àåì, ÷òî �(A) 2 L[HF ℄. Âêëþ÷åíèå â (5) ñëåâà íàïðàâî äîêàçà-íî. Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå äîêàçûâàåòñÿ ïîäîáíûìè ðàññóæäåíèÿìè. È, íàêîíåö, åñ-ëè A 2 L[H℄, òî ñîãëàñíî 3Æ�(A) = RuARu = ARuRu = ARuR�1u = A: �¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê ií�îðìàòèêè òà ìàòåìàòèêè¿, �1' 2010



64 Êàðïåíêî È. È., Òûøêåâè÷ Ä. Ë.Çàìå÷àíèå. Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå � ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé (âíóòðåííèé) àâòî-ìîð�èçì âåùåñòâåííîé àëãåáðû L[HR℄, îñòàâëÿþùèé íà ñâîèõ ìåñòàõ êâàòåðíèîííîëèíåéíûå îïåðàòîðû è ïåðåâîäÿùèé C �ëèíåéíûå îïåðàòîðû â F�ëèíåéíûå.Î ãèëüáåðòîâûõ êâàòåðíèîííûõ áèìîäóëÿõ è ëèíåéíûõ îïåðàòîðàõ â íèõ.Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ãèëüáåðòîâ êâàòåðíèîííûé áèìîäóëü H ñîñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì h�; �i (ò.å. ïîëíûé îòíîñèòåëüíî íîðìû, ïîðîæä¼ííîé h�; �i).Â îïðåäåëåíèè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, òàêæå êàê è â îïðåäåëåíèè ëèíåéíîãî îïå-ðàòîðà, ìû ïðåäïîëàãàåì ïðèîðèòåò ïðàâîãî óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿð. Ïîýòîìó áóäåìòðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ àêñèîìû îäíîðîäíîñòè îòíîñèòåëüíî ïðàâîãî óìíîæåíèÿ íàñêàëÿð: hxq; yi = hx; yiq;â òî âðåìÿ êàê äëÿ ëåâîãî óìíîæåíèÿ äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ïðàâèëî ïåðåíîñà ñêàëÿ-ðà11: hqx; yi = hx; qyi (x; y 2 H; q 2 H ):Ïðîñòðàíñòâî HF òàêæå áóäåò ãèëüáåðòîâûì îòíîñèòåëüíî ñîãëàñîâàííîãî ñêàëÿðíî-ãî ïðîèçâåäåíèÿ (x; y)F := Fld(hx; yi), à ïðîñòðàíñòâî HR � îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãîïðîèçâåäåíèÿ (x; y)0 := Rehx; yi. Ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ â H è HF ñâÿçàíû �îðìó-ëîé hh; gi = (h; g)F � (h�; g)F � : (7)ßñíî, ÷òî íîðìû âåêòîðà â ïðîñòðàíñòâàõ H, HF è HR ñîâïàäàþò (ñêàëÿðíûéêâàäðàò � âåùåñòâåííîå ÷èñëî). Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü îçíà÷àåò, ÷òî èñõîäíîå ñêàëÿðíîåïðîèçâåäåíèå â H ïîðîæäàåò îäèíàêîâûå òîïîëîãèè â ïðîñòðàíñòâàõ H; HF; HR.Òàêæå ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ïîëíîòà H; HF; HR îòíîñèòåëüíî íîðì, ïîðîæä¼ííûõñîîòâåòñòâóþùèìè ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè, îáåñïå÷èâàåò ïîëíîòó ñîîòâåòñòâó-þùèõ ñòðóêòóð L[H℄; L[HF ℄; L[HR℄.Òàê êàê â êâàòåðíèîííûõ ãèëüáåðòîâûõ ìîäóëÿõ èìååò ìåñòî ëåììà �èññàäëÿ îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ �óíêöèîíàëîâ12, òî êàæäûé îãðàíè÷åííûé îïåðà-òîð A 2 L[H℄ èìååò ñîïðÿæåííûé ê íåìó îïåðàòîð A� 2 L[H℄, òàêæå êàê è âêîìïëåêñíîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâîì hAx; yi = hx;A�yi (8 x; y 2 H). Àíà-ëîãè÷íî ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà â àëãåáðàõ L[HF℄; L[HR℄. Îïðå-äåëåíèå ñîïðÿæåííîãî ê íåîãðàíè÷åííîìó îïåðàòîðó òàêæå íè÷åì ïðèíöèïèàëüíîíå îòëè÷àåòñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùåãî îïðåäåëåíèÿ â êîìïëåêñíûõ ìîäóëÿõ. Ïîíÿòíûìîáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííûå è íîðìàëüíûå îïåðàòîðû (îãðàíè÷åííûå èíåîãðàíè÷åííûå).Çàìå÷àíèå. Ñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû ê îïåðàòîðó A 2 L[H℄ âî âñåõ ìîäóëÿõH; HF;HR ñîâïàäàþò. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè îïåðàòîð A� ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿæåííûì ê A â ìîäó-ëåH, òî íà îñíîâàíèè îïðåäåëåíèÿ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé â ïðîñòðàíñòâàõ HF ; HR11Â ðàáîòå [12℄ íàìè ïîêàçàíî, ÷òî ïðàâèëî ïåðåíîñà ñêàëÿðà â ðàìêàõ îñòàëüíûõ àêñèîì ýêâè-âàëåíòíî îäíîðîäíîñòè íîðìû îòíîñèòåëüíî ëåâîãî óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿð.12Ìàòåìàòè÷åñêèé �îëüêëîð (íàïðèìåð, [1, 8℄). Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ðåçóëüòàòà ñîñòîèò â àê-êóðàòíîì ïåðåíîñå êëàññè÷åñêèõ ðàññóæäåíèé.¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �1' 2010



Î ñïåêòðàëüíîì ðàçëîæåíèè ïðîèçâîëüíîãî êîñîñàìîñîïðÿæ¼ííîãî . . . 65îïåðàòîð A� áóäåò ñîïðÿæåííûì ê A òàêæå â HF; HR. Åäèíñòâåííîñòü ñîïðÿæåííîãîîïåðàòîðà ïîçâîëÿåò ñäåëàòü íåîáõîäèìûé âûâîä.Â ñëó÷àå ãèëüáåðòîâûõ êâàòåðíèîííûõ áèìîäóëåé íàðÿäó ñ êëàññîì ñàìîñîïðÿ-æåííûõ îïåðàòîðîâ âàæíóþ ðîëü èãðàþò êîñîñàìîñîïðÿæ¼ííûå îïåðàòîðû, óäîâëå-òâîðÿþùèå ðàâåíñòâó A� = �A. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî åñëè â êîìïëåêñíûõ ãèëü-áåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ îò ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà ê êîñîñàìîñîïðÿæåííîìóìîæíî ïåðåéòè äîìíîæåíèåì íà ìíèìóþ åäèíèöó, òî â êâàòåðíèîííûõ ãèëüáåðòîâûõáèìîäóëÿõ íåëüçÿ ãîâîðèòü î ëèíåéíîì îäíîðîäíîì ñîîòâåòñòâèè ìåæäó êëàññà-ìè ñàìîñîïðÿæåííûõ è êîñîñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ. Ïîýòîìó ýòè êëàññû íîð-ìàëüíûõ îïåðàòîðîâ êà÷åñòâåííî ðàçëè÷íû13.Íàëè÷èå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèå â ãèëüáåðòîâîì ìîäóëå H çàäà¼ò ñòðóêòó-ðó R��àëãåáð14 íà L[H℄ è L[HR℄ è ñòðóêòóðó C��àëãåáðû15 íà L[HF ℄. Â ñâÿçè ñýòèì äëÿ äàëüíåéøåãî èìååò áîëüøîå çíà÷åíèå ïðèâîäèìûé íèæå ïðîñòîé ðåçóëüòàò(ïðåäëîæåíèå 2), äëÿ äîêàçàòåëüñòâà êîòîðîãî ïîëåçíî ðàññìîòðåòü äîïîëíèòåëüíûåàíàëèòè÷åñêèå ñâîéñòâà îïåðàòîðà ïðàâîãî óìíîæåíèÿ:6Æ jRqxk = jqjkxk (q 2 H ; x 2 H);7Æ R�q = Rq (q 2 H ).Ñâîéñòâî 6Æ åñòü íè÷òî èíîå êàê ïåðå�îðìóëèðîâêà îäíîðîäíîñòè íîðìû îòíî-ñèòåëüíî ïðàâîãî óìíîæåíèÿ íà êâàòåðíèîí, à 7Æ ñëåäóåò èç öåïî÷êè(Rqx; y)0 = Rehxq; yi = Re(hx; yiq) = Re(qhx; yi) = Re(hx; yqi) = (x;Rqy)0 :Ïðåäëîæåíèå 2. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.1. � � èçîìåòðè÷åñêèé ��àâòîìîð�èçì R�� àëãåáðû L[HR℄.2. � � èçîìåòðè÷åñêèé ��èçîìîð�èçì C�� àëãåáð L[HC ℄ è L[HF℄.Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî (juj = 1 è îïåðàòîð ïðàâîãî óìíîæåíèÿ áèåêòèâåí),k�(A)k = supkxk61kRuARu xk 6Æ= supkRuxk61kARu xk = kAkò.å. � � èçîìåòðè÷åñêîå îòîáðàæåíèå; äàëåå��(A)��= R�uA�R�u 7Æ= RuA�Ru = �(A�)ò.å. � ñîõðàíÿåò îïåðàöèþ �. Òàêèì îáðàçîì, âìåñòå ñ (3) ïðåäëîæåíèÿ 1 ýòî çàâåð-øàåò äîêàçàòåëüñòâî. �Çàìå÷àíèå. Ïðåäëîæåíèå 2 ïîçâîëÿåò âñÿêèé ðåçóëüòàò, âåðíûé äëÿ îïåðàòîðîâèç L[HC ℄ (ñ�îðìóëèðîâàííûé íà áàçå âíóòðåííåé àêñèîìàòèêè îïåðàòîðíîé áàíàõî-âîé àëãåáðû), àâòîìàòè÷åñêè ïåðåíîñèòü íà îïåðàòîðû èç L[HF ℄.13È ýòî ñëóæèò îäíèì èç îñíîâàíèé (ïî ìåíüøåé ìåðå, ìàòåìàòè÷åñêèì) äëÿ ïîñòðîåíèÿ è èçó-÷åíèÿ êâàòåðíèîííûõ âàðèàíòîâ êâàíòîâîé ìåõàíèêè è êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ, ãäå êîñîñàìîñîïðÿ-æ¼ííûå îïåðàòîðû âûñòóïàþò â êà÷åñòâå íàáëþäàåìûõ (ñì. [3℄).14Íàïîìíèì, ÷òî R��àëãåáðà � ýòî âåùåñòâåííàÿ áàíàõîâà àëãåáðà ñ èíâîëþöèåé �, äëÿ êîòîðîéka�ak = kak2 äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a àëãåáðû (ñì., íàïðèìåð, [10℄).15Ñì. ïðåäûäóùóþ ñíîñêó è ñíîñêó 3 íà ñ. 60.¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê ií�îðìàòèêè òà ìàòåìàòèêè¿, �1' 2010



66 Êàðïåíêî È. È., Òûøêåâè÷ Ä. Ë.Î ñïåêòðå ëèíåéíîãî îïåðàòîðà â êâàòåðíèîííîì áèìîäóëå. �ðóïïó îáðàòè-ìûõ îïåðàòîðîâ â àëãåáðå L[HR℄, îáðàòíûé ê êîòîðûì ëåæèò â L[HR℄, îáîçíà÷èì ÷å-ðåç GL[HR℄. Òàêèå îïåðàòîðû ìîæíî íàçâàòü íåïðåðûâíî îáðàòèìûìè. ×èñëî q 2 Híàçîâåì ðåçîëüâåíòíîé òî÷êîé îïåðàòîðà A, äåéñòâóþùåãî â áèìîäóëå H (â îáùåìñëó÷àå A 2 L[HR℄), åñëè A� Rq 2 GL[HR℄.Ìíîæåñòâî ðåãóëÿðíûõ òî÷åê ñîñòàâëÿåò ðåçîëüâåíòíîå ìíîæåñòâî �(A) îïå-ðàòîðà A, à îïåðàòîð ResA(q) = (A�Rq)�1; q 2 �(A); åñòü ðåçîëüâåíòà ýòîãî îïåðà-òîðà16 (â òî÷êå q).Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü A 2 L[HC ℄ è �; � � îòîáðàæåíèÿ (1), (2). Òîãäà äëÿ z 2 �(A)��ResA(z)� = ResA��(z)�:Äîêàçàòåëüñòâî. Ýëåìåíòàðíî ñëåäóåò èç (3) � (6) ïðåäëîæåíèÿ 1. �Ìíîæåñòâî �(A) = H n �(A) åñòü ñïåêòð îïåðàòîðà A.Ñïåêòð êâàòåðíèîííî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A íåïóñò ([12, ñë. 8℄), è åñëè q 2 �(A),òî K(q) � �(A) (àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå, åñòåñòâåííî, ñïðàâåäëèâî è äëÿ �(A)).Çàìå÷àíèå 1. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî êâàòåðíèîíû âõîäÿò â ñïåêòð ëèíåéíîãî îïå-ðàòîðà íå ¾åäèíè÷íî¿, à ¾öåëûìè êëàññàìè ñîïðÿæ¼ííîñòè¿ � �åíîìåí, îòñóòñòâó-þùèé â êàêîì�ëèáî âèäå â êîìïëåêñíîì ëèíåéíîì àíàëèçå, è íà êîòîðûé áûëî îá-ðàùåíî âíèìàíèå äîâîëüíî äàâíî (äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé; ñì., íàïðèìåð, [1, 8℄).Çäåñü ñòîèò åù¼ óêàçàòü íà ñëåäóþùèå �àêòû. Èçâåñòíî, ÷òî äâà êâàòåðíèîíà ïðè-íàäëåæàò îäíîìó êëàññó ñîïðÿæ¼ííîñòè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàâíû èõ âåùå-ñòâåííûå ÷àñòè è ñîâïàäàþò ìîäóëè âåêòîðíûõ ÷àñòåé17, â ñèëó ÷åãî èç ïðèâåäåííûõâûøå ðàññóæäåíèé ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü ýêâèâàëåíöèè q 2 �(A) , q 2 �(A). Èïîñëåäíåå. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî R�ñîäåðæàùåãî 2�ìåðíîãî ïîëÿ F â Hè äëÿ ëþáîãî q 2 H êëàññ ñîïðÿæ¼ííîñòè K(q) ñîäåðæèò ðîâíî îäíó ïàðó âçàèì-íî ñîïðÿæ¼ííûõ êâàòåðíèîíîâ èç F; ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî êâàòåðíèîííî ëèíåéíîãîîïåðàòîðà A è ëþáîãî òàêîãî ïîëÿ F �(A) \ F 6= ?.Ìîæíî ðàññìîòðåòü ([12, � 4℄) ñëåäóþùóþ êëàññè�èêàöèþ ñïåêòðà äëÿ ëèíåéíûõîïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â áèìîäóëå H. Êâàòåðíèîí q 2 �(A) ïðèíàäëåæèò1. òî÷å÷íîìó ñïåêòðó îïåðàòîðà A, åñëè ker(A� Rq) 6= f0g;2. îñòàòî÷íîìó ñïåêòðó îïåðàòîðà A, åñëè ker(A�Rq) = f0g; =(A�Rq) 6= HR;3. íåïðåðûâíîìó ñïåêòðó îïåðàòîðà A, åñëè ker(A�Rq) = f0g; =(A�Rq) = HR,íî îïåðàòîð (A� Rq)�1 íåîãðàíè÷åí â HR16Ìû îáîçíà÷àåì ðåçîëüâåíòó îïåðàòîðà A â òî÷êå q ÷åðåç ResA(q), íàäåÿñü, ÷òî ó ÷èòàòåëÿ íåâîçíèêíåò íåäîðàçóìåíèé ïî ïîâîäó òàêîãî îáîçíà÷åíèÿ â ñâÿçè ñ åãî ñõîæåñòüþ íà îáîçíà÷åíèåâû÷åòà â òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ �óíêöèé. Íà íàø âçãëÿä, ñóùåñòâóåò á�îëüøàÿ îïàñíîñòü ñïóòàòüîáîçíà÷åíèå äëÿ ðåçîëüâåíòû R(q) ñ îïåðàòîðîì ïðàâîãî óìíîæåíèÿ íà êâàòåðíèîí q, îáîçíà÷åíèåêîòîðîãî â âèäå Rq òðàäèöèîííî.17Äàííûé íåñëîæíûé ðåçóëüòàò ïðåäñòàâëÿåòñÿ �îëüêëîðíûì, è ìû çàòðóäíÿåìñÿ ïðèâåñòèññûëêó íà ïåðâîèñòî÷íèêè. ¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �1' 2010



Î ñïåêòðàëüíîì ðàçëîæåíèè ïðîèçâîëüíîãî êîñîñàìîñîïðÿæ¼ííîãî . . . 67(÷åðåç =(A ) îáîçíà÷åí îáðàç îïåðàòîðà A ). Òî÷å÷íûé, íåïðåðûâíûé è îñòàòî÷íûéñïåêòðû îïåðàòîðà A îáîçíà÷àþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç �p(A); �r(A); �
(A). Òî-÷å÷íûé ñïåêòð ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, â ñâîþ î÷åðåäü, äåëèòñÿ íà ñëåäóþùèå ïîäìíî-æåñòâà, íàçûâàåìûå ñîîòâåòñòâåííî óñòîé÷èâûì è íåóñòîé÷èâûì ñïåêòðîì:�s(A) = fq 2 �p(A) j =(A� Rq) 6= HRg ; �u(A) = fq 2 �p(A) j =(A� Rq) = HRg :Äëÿ êàæäîãî ÷àñòíîãî âèäà ñïåêòðà îïåðàòîðà A 2 L[H℄ òàêæå èìååò ìåñòîóòâåðæäåíèå î âõîæäåíèè ¾êëàññàìè ñîïðÿæ¼ííîñòè¿ ([12, ñë. 7℄): åñëè q 2 �k(A), òîK(q) � �k(A); êðîìå òîãî, �k(A)� = �k(A) (k 2 fs; u; r; 
g) ([12, ïðåäë. 15℄; ñì. òàêæåêîíåö çàìå÷àíèÿ 1; çäåñü äëÿ ìíîæåñòâà êâàòåðíèîíîâ S S � = fq j q 2 S g).Çàìå÷àíèå 2. Îòìåòèì åù¼ îäèí ëþáîïûòíûé è âàæíûé ñïåêòðàëüíûé �åíîìåí,ïðèñóùèé êâàòåðíèîííîìó ñëó÷àþ. Äëÿ ëþáîãî A 2 L[HR℄ ñïåêòð îïåðàòîðà A è åãîñîïðÿæ¼ííîãî A� ñîâïàäàþò ! Áîëåå òî÷íî ([12, òåîð. 4℄),�s(A�) = �s(A); �u(A�) = �r(A); �
(A�) = �
(A); �r(A�) = �u(A):È íàïîñëåäîê îòìåòèì íåêîòîðûå ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà íîðìàëü-íûõ îïåðàòîðîâ. Êàê è â êîìïëåêñíîì ñëó÷àå, äëÿ íîðìàëüíîãî îïåðàòî-ðà N �u(N) = �r(N) = ? ([12, òåîð. 5℄). Ñïåêòð ñàìîñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà ñîñòîèòèç âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, à êîñîñàìîñîïðÿæ¼ííîãî � èç ìíèìûõ êâàòåðíèîíîâ ([12,ïðåäë. 17℄).1. Ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå êîñîñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà âêâàòåðíèîííîì ãèëüáåðòîâîì áèìîäóëåÏóñòü A � (êâàòåðíèîííî ëèíåéíûé) êîñîñàìîñîïðÿæåííûé è, âîîáùå ãîâîðÿ,íåîãðàíè÷åííûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â ãèëüáåðòîâîì êâàòåðíèîííîì áèìîäóëå H,ñ ïëîòíîé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(A).Ïîëîæèì �F(A) := �(A) \ F (ñðåç ñïåêòðà ïîëåì F).Ïðåäëîæåíèå 4. ���C (A)� = �F(A).Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óïîìÿíóòîãî âûøå ñâîéñòâà q 2 �(A) ) K(q) � �(A) èìååìðàâåíñòâî ���(A)� = �(A), îòêóäà���C (A)� = ���(A) \ C � = ���(A)� \ �(C ) = �(A) \ F = �F(A): �Âñïîìîãàòåëüíûå ñïåêòðàëüíûå ðåçóëüòàòû äëÿ ñèìïëåêòè÷åñêîãî îáðàçà.Íà ìíèìîé îñè f := f�f j � 2 Rg ïîëÿ F åñòåñòâåííûì îáðàçîì ââîäèòñÿ ìåðàËåáåãà �: ìíîæåñòâî A � f ñ÷èòàåòñÿ èçìåðèìûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Af � Rèçìåðèìî ïî êëàññè÷åñêîé ëåáåãîâîé ìåðå, è �(A) åñòü ïî îïðåäåëåíèþ ëåáåãîâàìåðà ìíîæåñòâà Af . Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïåðåíîñèòñÿ ñ R íà f (ñ ñîõðàíåíèåìâñåõ ñâîéñòâ) è ïðîèçâîëüíàÿ îïåðàòîðíàÿ ìåðà. Ýòîò ïðîöåññ äëÿ äàëüíåéøåãî ìûâêðàòöå íàçîâ¼ì ïåðåíîñîì ìåðû. ¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê ií�îðìàòèêè òà ìàòåìàòèêè¿, �1' 2010



68 Êàðïåíêî È. È., Òûøêåâè÷ Ä. Ë.Ëåììà 1. Ïóñòü A � êîñîñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â ãèëüáåðòî-âîì êâàòåðíèîííîì áèìîäóëå H. Òîãäà ñóùåñòâóåò îäíîçíà÷íî îïðåäåë¼ííàÿ ðåãó-ëÿðíàÿ ñ÷¼òíî àääèòèâíàÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ìåðà EF : B(f)! L[HF ℄,ñâÿçàííàÿ ñ îïåðàòîðîì A ñîîòíîøåíèÿìè:EF(�) = 0; � \ �F(A) = ? �� 2 B(f)� ; (8)
D(A) = fh 2 H j Z�F(A)jqj2hEF(dq)h; hi <1g ; (9)Ah = limn!1 Z[�nf;nf ℄RqEF(dq)h ; h 2 D(A) : (10)Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóòü äîêàçàòåëüñòâà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: a) ðàññìàòðè-âàÿ A êàê äåéñòâóþùèé â HC (ò.å. ñèìïëåêòè÷åñêèé îáðàç A) êëàññè÷åñêèé ðåçóëü-òàò äëÿ ïðîèçâîëüíîãî (â òîì ÷èñëå è íåîãðàíè÷åííîãî) ñàìîñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà(ñì., íàïðèìåð, [11, òåîð.XII.3℄) ýëåìåíòàðíûì îáðàçîì ïåðåíîñèì íà êîñîñàìîñîïðÿ-æ¼ííûå îïåðàòîðû (ïåðåíîñîì ñïåêòðàëüíîé ìåðû), èñïîëüçóÿ ñâÿçü ìåæäó ýòèìèêëàññàìè îïåðàòîðîâ â êîìïëåêñíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ÷åðåç äîìíîæåíèå íà ìíèìóþåäèíèöó; á) çàòåì ïåðåíîñèì ýòîò ðåçóëüòàò èç ïîëÿ C íà ïîëå F ïðè ïîìîùè îòîá-ðàæåíèé (1), (2). Ïîñëå øàãà a ìû ïîëó÷èì ñóùåñòâîâàíèå îäíîçíà÷íî îïðåäåë¼ííîéñîîòâåòñòâóþùåé ñïåêòðàëüíîé ìåðû EC , çàäàííîé íà áîðåëåâñêèõ ïîäìíîæåñòâàõìíèìîé îñè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ ñâÿçàíà ñ îïåðàòîðîì A ñîîòíîøåíèÿìè(â íîòàöèè ïðàâîãî ìîäóëÿ):(80) EC (�) = 0; � \ �C (A) = ? ; (90) D(A) = fh 2 H j Z�C(A)jzj2hEC (dz)h; hi <1g ;(100) Ah = limn!1Z[�ni;ni℄RzEC (dz)h ; h 2 D(A):(Øàã á). Ïîëîæèì EF(�) := ��EC ���1(�)��; � 2 B(f): Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2îòîáðàæåíèå EF : B(f)! L[HF ℄ ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé ñ÷¼òíî àääèòèâíîé ñàìîñîïðÿ-æ¼ííîé ñïåêòðàëüíîé ìåðîé. Ñâîéñòâî (8) ýëåìåíòàðíî ñëåäóåò èç (80), ïðåäëîæå-íèÿ 4 è îïðåäåëåíèÿ EF . Äàëåå,Z�C(A)jzj2kEC (dz)hk2 6Æ= Z�C(A)j�(z)j2k��EC (dz)�Ruhk2 ïðåäë. 4= Z�F(A)jqj2kEF(dq)Ruhk2;îòêóäà ïîëó÷àåì Ruh 2 D(A), Z�F(A)jqj2hEF(dq)h; hi <1:Èç ïîñëåäíåé ýêâèâàëåíöèè ñëåäóåò (9), òàê êàê îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ êâàòåðíèîííîëèíåéíîãî îïåðàòîðà åñòü êâàòåðíèîííî ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå.¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �1' 2010



Î ñïåêòðàëüíîì ðàçëîæåíèè ïðîèçâîëüíîãî êîñîñàìîñîïðÿæ¼ííîãî . . . 69È, íàêîíåö, â ñèëó íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà ïðàâîãî óìíîæåíèÿ, äëÿ x 2 D(A )ïîëó÷àåì (10) â êðàéíèõ ÷ëåíàõ öåïî÷êèAh 3Æ= RuARuh (100)= Ru limn!1Z[�ni;ni℄RzEC (dz)Ru h (4)= limn!1Z[�ni;ni℄RuRzRuRuEC (dz)Ru h =(1);(2)= limn!1Z[�ni;ni℄R�(z)��EC (dz)�h = limn!1 Z[�nf;nf ℄RqEF(dq)h :Åäèíñòâåííîñòü ñïåêòðàëüíîé ìåðû EF , óäîâëåòâîðÿþùåé ñîîòíîøåíèÿì (8) � (10)ñëåäóåò èç áèåêòèâíîñòè � è åäèíñòâåííîñòè EC , óäîâëåòâîðÿþùåé (80) � (100). �Êàê îáû÷íî, EF áóäåì íàçûâàòü (F�ëèíåéíûì) ðàçëîæåíèåì åäèíèöû (íà f) êî-ñîñàìîñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà A.Ëåììà 2. Ïóñòü EF � ðàçëîæåíèå åäèíèöû îïåðàòîðà A èç òåîðåìû 1, è (af; bf) �îòêðûòûé èíòåðâàë îñè f (a; b 2 R; a < b). Òîãäà èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòüEF�(af; bf)� = limÆ!+0 lim�!+0�R�12� Z[(a+Æ)f; (b�Æ)f ℄�ResA(s+ �)� ResA(s� �)��(ds): (11)â ñèëüíîé îïåðàòîðíîé òîïîëîãèè àëãåáðû L[HF℄.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A := ARi. Òîãäà A � ñàìîñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîð â L[HC ℄ñ ðàçëîæåíèåì åäèíèöû EC . Â òàêîì ñëó÷àå ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ñëåäóþùóþ èç-âåñòíóþ �îðìóëó, âûðàæàþùóþ ñïåêòðàëüíóþ ìåðó îòêðûòîãî èíòåðâàëà (a; b) � R÷åðåç ðåçîëüâåíòó îïåðàòîðà A (â íîòàöèè ïðàâîãî ìîäóëÿ):EC �(a; b)� = limÆ!+0 lim�!+0 R�12�i Z[a+Æ; b�Æ℄�ResA (t� �i)� ResA (t+ �i)��(dt): (12)(â ñìûñëå ñèëüíîé ñõîäèìîñòè îïåðàòîðîâ; ñð. [11, òåîð.XII.10℄).Îòñþäà äëÿ êîñîñàìîñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà A ïîëó÷èì:18EC �(ai; bi)� = limÆ!+0 lim�!+0 �R�12� Z[(a+Æ)i; (b�Æ)i℄�ResA(s+ �)� ResA(s� �)��(ds)(çäåñü óæå EC è � � ïåðåíåñ¼ííûå ìåðû). Äàëåå, ïðèìåíÿÿ ê ïîñëåäíåé �îðìóëå îòîá-ðàæåíèå � òàê æå, êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1 (ñ ó÷¼òîì ïðåäëîæåíèÿ 3),ïîëó÷èì �îðìóëó (11). �18Îáû÷íî ñïðàâà â �îðìóëå òèïà (12) �èãóðèðóåò êîíòóðíûé èíòåãðàë ïî îòðåçêó [a+ Æ; b� Æ℄êàê ïî (ãëàäêîé) êðèâîé ñ íà÷àëîì â a + Æ è êîíöîì b � Æ (íàïðèìåð, [11, òåîð.XII.10℄), ðàâíûéèíòåãðàëó Ëåáåãà �îðìóëû (12) ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî [a+ Æ; b� Æ℄ êàê ïî (èçìåðèìîìó) ìíîæå-ñòâó â ñëó÷àå ñàìîñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà. Îäíàêî ïðè ïåðåõîäå ê ñîîòâåòñòâóþùåé �îðìóëå äëÿêîñîñàìîñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà íåîáõîäèìî ïîìíèòü ïðî ïåðâîíà÷àëüíûé ¾êîíòóðíûé¿ ñìûñëïðåîáðàçóåìîãî èíòåãðàëà, ÷òîáû ïðàâèëüíî ó÷åñòü çíàê.¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê ií�îðìàòèêè òà ìàòåìàòèêè¿, �1' 2010



70 Êàðïåíêî È. È., Òûøêåâè÷ Ä. Ë.Ñëåäñòâèå 1. Åñëè EF � ðàçëîæåíèå åäèíèöû äëÿ êîñîñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòî-ðà A, òî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà � 2 B(f) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâîEF(�)R� = R�EF(��): (13)Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ñîîòíîøåíèÿResA(q)R� = R�ResA(q) (q 2 f)(ñì. ñâîéñòâà 2Æ; 3Æ ñ. 63) èìååì:�ResA(s+ �)�ResA(s� �)�R� = R��ResA(s+ �)�ResA(s� �)� == R��ResA(�s + �)� ResA(�s� �)�;îòêóäà (â ñèëó íåïðåðûâíîñòè R�) äëÿ ëþáûõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ �; Æ > 0 ñëåäóåòðàâåíñòâî�ZIÆ �ResA(s+ �)�ResA(s� �)��(ds)�R� = R�� Z�IÆ�ResA(s+ �)�ResA(s� �)��(ds)�;ãäå IÆ := [(a + Æ)f; (b � Æ)f ℄. Èç ïîñëåäíåé �îðìóëû ñîãëàñíî (11) ëåììû 2 ñëåäóåòðàâåíñòâî EF�(af; bf)�R� = R�EF��(af; bf)�äëÿ ëþáûõ âåùåñòâåííûõ a è b, a < b. Ïîñëåäíåå â ñèëó ðåãóëÿðíîñòè è ñ÷¼òíîé àääè-òèâíîñòè EF, íåïðåðûâíîñòè R� âëå÷¼ò (13) äëÿ ëþáîãî áîðåëåâñêîãî ïîäìíîæåñòâà �îñè f . �Ñïåêòðàëüíàÿ ïàðà êîñîñàìîñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà. Ïóñòü EF � F�ëèíåéíîå ðàçëîæåíèå åäèíèöû èç ëåììû 1, è f+ = f�f j � > 0g � íåîòðèöàòåëüíàÿïîëóîñü ïîëÿ F. �àññìîòðèì îïåðàòîðíîçíà÷íóþ �óíêöèþ E : B(f+)! L[HF ℄E(�) := (EF(�) + EF(��); 0 62 �;EF(�) + EF(��)� EF(f0g); 0 2 � �� 2 B(f+)�: (14)Ëåììà 3. Ôóíêöèÿ E îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:1. E(�) 2 L[H℄ �� 2 B(f+)�;2. E(�) � îðòîïðîåêòîð â H �� 2 B(f+)�;3. E(f+) = IH;4. E ðåãóëÿðíà è ñ÷¼òíî àääèòèâíà (â ñèëüíîé îïåðàòîðíîé òîïîëîãèè);5. E îáëàäàåò ñâîéñòâîì îðòîãîíàëüíîñòè:E(�)E(�) = E(� \ �) ��; � 2 B(f+)�:Äîêàçàòåëüñòâî.Ñâîéñòâî 1. Íåïîñðåäñòâåííî èç ñëåäñòâèÿ 1 ïîëó÷àåì, ÷òî EF(f0g) ÿâëÿåòñÿ êâà-òåðíèîííî ëèíåéíûì îïåðàòîðîì, è, êðîìå òîãî,�EF(�) + EF(��)�R� = R��EF(��) + EF(�)�:Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå E(�) ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì îòíîñèòåëüíî ëþáîãîêâàòåðíèîíà (ñì. ñâîéñòâà 1Æ; 3Æ; 5Æ íà ñ. 63).¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �1' 2010



Î ñïåêòðàëüíîì ðàçëîæåíèè ïðîèçâîëüíîãî êîñîñàìîñîïðÿæ¼ííîãî . . . 71Ñâîéñòâî 2. Ïîêàæåì, ÷òî E(�) ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì â H. Äåé-ñòâèòåëüíî, îïåðàòîð EF(f0g) ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì ïî óñëîâèþ (â L[HF ℄, ñëå-äîâàòåëüíî, è â L[H℄), à (ñì. (7))h(EF(�) + EF(��))h; gi = ((EF(�) + EF(��))h; g)F � (R�(EF(�) + EF(��))h; g)F � == (h; (EF(�) + EF(��))g)F � ((EF(��) + EF(�))(h�); g)F � == (h; (EF(�) + EF(��))g)F � (h�; (EF(�) + EF(��))g)F � = hh; (EF(�) + EF(��))giäëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ g; h 2 H è ìíîæåñòâ � 2 B(f+). �àâåíñòâî E(�)2 = E(�) òðèâè-àëüíî ñëåäóåò èç ñâîéñòâ îïåðàòîðîâ EF(��) �� 2 B(f+) n f0g�.Ñâîéñòâà 3, 4, 5 ýëåìåíòàðíî ñëåäóþò èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâîéñòâ ðàçëîæåíèÿåäèíèöû EF . �Îïåðàòîðíîçíà÷íóþ �óíêöèþ E, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì 1 � 5 ëåììû 3,íàçîâåì (êâàòåðíèîííî ëèíåéíûì) ðàçëîæåíèåì åäèíèöû íà f+ (êîñîñàìîñîïðÿæåí-íîãî îïåðàòîðà A, åñëè ýòî êàñàåòñÿ ïîñëåäíåãî).�àññìîòðèì îïåðàòîð J = Rf�EF(f+)� EF(f�)�; (15)ãäå f� = f�f j � < 0g � îòðèöàòåëüíàÿ ïîëóîñü ïîëÿ F. Îïåðàòîð J � F�ëèíåéíûé;êðîìå òîãî, ïðèìåíÿÿ ñëåäñòâèå 1, ïîëó÷èì:JR� = Rf�EF(f+)� EF(f�)�R� = RfR��EF(f�)� EF(f+)� == �R�Rf�EF(f�)� EF(f+)� = R�Rf�EF(f+)� EF(f�)� = R�J:Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð J ïðèíàäëåæèò àëãåáðå L[H℄ (ñì. 1Æ; 3Æ; 5Æ ñ. 63).Äàëåå, ïðîñòàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî îïåðàòîð J � êîñîñàìîñîïðÿæ¼ííûé,óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó J2 = �I è èìååò ¾åäèíñòâåííóþ¿ (ñì. çàìå÷àíèå 1) ¾òî÷-êó¿ ñïåêòðà: �(J) = �p(J) = K(f). Òàêîé îïåðàòîð èç L[H℄ áóäåì íàçûâàòü îïåðà-òîðíîé ìíèìîé åäèíèöåé19. Îïåðàòîðíàÿ ìíèìàÿ åäèíèöà (15), êàê ëåãêî óáåäèòüñÿ,îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:JE(f0g) = E(f0g)J = RfE(f0g) ; (16)JE(�) = E(�)J = Rf�EF(�)� EF(��)� �� 2 B(f+ n f0g)� ; (17)EF(�) = 8><>:P�(J)E(�); � 2 B(f+ n f0g)E(f0g); � = f0gP+(J)E(��); � 2 B(f�) (18)ãäå P�(J) := 12(IH � RfJ): (19)Ïàðó hE; Ji íàçîâ¼ì ñïåêòðàëüíîé ïàðîé êîñîñàìîñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà A.19Â êîìïëåêñíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóþò ëèøü äâå îïåðàòîðíûå ìíèìûå åäèíè-öû � �iI . ¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê ií�îðìàòèêè òà ìàòåìàòèêè¿, �1' 2010



72 Êàðïåíêî È. È., Òûøêåâè÷ Ä. Ë.�óêîâîäñòâóÿñü ñâîéñòâàìè (16) � (17), ðàññìîòðèì îïðåäåëåíèå, íå çàâèñÿùåå îòîïåðàòîðà A.Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü E � êâàòåðíèîííî ëèíåéíîå ðàçëîæåíèå åäèíèöû íà f+;J � îïåðàòîðíàÿ ìíèìàÿ åäèíèöà â L[H℄. Ïàðó hE; Ji íàçîâ¼ì ñïåêòðàëüíîé ïàðîé,åñëè J êîììóòèðóåò ñ E (ò.å. JE(�) = E(�)J; � 2 B(f+)).Çàìå÷àíèå 3. Åñëè hE; Ji � ñïåêòðàëüíàÿ ïàðà, òî, î÷åâèäíî, ïðîåêòîðû P�(J)êîììóòèðóþò ñ E.Ïðåäëîæåíèå 5. Îïåðàòîðû P�(J) èç (19), îïðåäåë¼ííûå ïî ïðîèçâîëüíîé îïåðà-òîðíîé ìíèìîé åäèíèöå J , ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî äîïîëíèòåëüíûìè è âçàèìíî îðòîãî-íàëüíûìè ñàìîñîïðÿæ¼ííûìè ïðîåêòîðàìè â L[H℄F. Ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ ðàâåí-ñòâî RqP�(J) +R�qP+(J) = R�qfJ (q 2 f): (20)Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîñòîèò â íåïîñðåäñòâåííûõ âû÷èñëåíèÿõ. �Ïðåäëîæåíèå 6. Îòîáðàæåíèå EF f7! h(14)E ;(15)J i ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé ìåæäó ìíîæå-ñòâîì âñåõ F�ëèíåéíûõ ðàçëîæåíèé åäèíèöû íà f è ìíîæåñòâîì âñåõ ñïåêòðàëüíûõïàð.Äîêàçàòåëüñòâî. Òîò �àêò, ÷òî îáëàñòü çíà÷åíèé f ëåæèò âî ìíîæåñòâå âñåõ ñïåê-òðàëüíûõ ïàð, ÿâëÿåòñÿ ñîäåðæàíèåì ëåììû 3 è ðàâåíñòâ (16) � (17). Ñþðúåêòèâ-íîñòü è èíúåêòèâíîñòü f çàêëþ÷åíû â �îðìóëå (18) (ñ ó÷¼òîì çàìå÷àíèÿ 3), êîòîðàÿîïðåäåëÿåò f�1 (çàìåòèì ëèøü, ÷òî ïîñëå îïðåäåëåíèÿ ñîãëàñíî (18) EF îäíîçíà÷íîäîîïðåäåëÿåòñÿ çàòåì íà îñòàâøèåñÿ � èç B(f) ïî àääèòèâíîñòè). �Ñïåêòðàëüíàÿ òåîðåìà äëÿ êîñîñàìîñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà. Ñëåäñòâèåìîñóùåñòâë¼ííûõ âûøå ïîñòðîåíèé ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà � îñíîâíîé ðåçóëü-òàò äàííîé ðàáîòû.Òåîðåìà 1. Ïóñòü A � êîñîñàìîñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â ãèëüáåð-òîâîì êâàòåðíèîííîì áèìîäóëå H, F � ïðîèçâîëüíîå R�ñîäåðæàùåå 2�ìåðíîå ïîëå.Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåë¼ííàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ïàðà hE; Ji, ñâÿ-çàííàÿ ñ îïåðàòîðîì A ñîîòíîøåíèÿìè:E(�) = 0; � \ �F+ (A) = ? �� 2 B(f+)� ; (21)
D(A) = fh 2 H j Z�F+(A)jqj2hE(dq)h; hi <1g ; (22)Ah = limn!1Z[0;nf ℄R�qfJE(dq)h ; h 2 D(A) : (23)Äîêàçàòåëüñòâî. Ìåðó E ñòðîèì ïî ìåðå EF ëåììû 1 ñîãëàñíî (14); îïåðàòîð Jñòðîèì ñîãëàñíî (15). Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, hE; Ji áóäåò ñïåêòðàëüíîé ïàðîéîïåðàòîðà A. ¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �1' 2010



Î ñïåêòðàëüíîì ðàçëîæåíèè ïðîèçâîëüíîãî êîñîñàìîñîïðÿæ¼ííîãî . . . 73Ñîîòíîøåíèå (21) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç (8) è îïðåäåëåíèÿ ìåðû E. �àâåí-ñòâà (22), (23) âûòåêàþò ñîîòâåòñòâåííî èç ðàâåíñòâ (8), (10) ëåììû 1 ïðèìåíåíèåì�îðìóë (16) � (18), ïðåäëîæåíèÿ 5 è ñâîéñòâ èíòåãðàëà. Åäèíñòâåííîñòü ñïåêòðàëü-íîé ïàðû îáåñïå÷èâàåòñÿ ïðåäëîæåíèåì 6. �Ñëåäñòâèå 2. Âñÿêèé êîñîñàìîñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â ãèëüáåðòî-âîì êâàòåðíèîííîì áèìîäóëå H ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå A = JA , ãäå J �ìíèìàÿ îïåðàòîðíàÿ åäèíèöà, à A � íåîòðèöàòåëüíûé ñàìîñîïðÿæ¼ííûé îïåðà-òîð, êîììóòèðóþùèé ñ J.Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç òåîðåìû 1, åñëè â êà÷åñòâå A âçÿòüîïåðàòîð
A h = limn!1Z[0;nf ℄R�qfE(dq)h ; h 2 D(A) : �Çàìå÷àíèå 4. Åñëè îïåðàòîð A îãðàíè÷åí, òî â �îðìóëèðîâêå ñïåêòðàëüíîé òåîðå-ìû 1 ðàâåíñòâî (22) îïóñêàåòñÿ, à �îðìóëà (22) ìîæåò áûòü çàìåíåíà íà �îðìóëóA =Zf+R�qfJE(dq)(â ñìûñëå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè îïåðàòîðîâ). Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî â ëåììå 1ðàâåíñòâî (9) ìîæåò áûòü îïóùåíî, à ïðåäåë (10) ìîæåò áûòü çàìåí¼í íà ñîîòâåò-ñòâóþùèé îïåðàòîðíûé èíòåãðàë ïî âñåé îñè f (ñð. [11, ãë.X℄).Çàìå÷àíèå 5. È íàïîñëåäîê îáñóäèì âîïðîñ î çàâèñèìîñòè ñïåêòðàëüíîé ïàðûhE; Ji îò âûáîðà ïîëÿ F.Ïóñòü F1 è F2 ïîðîæäàþòñÿ ìíèìûìè åäèíèöàìè f1 è f2 ñîîòâåòñòâåííî. Áóäó÷èìíèìûìè åäèíèöàìè, êâàòåðíèîíû f1; f2 ñîïðÿæåíû â ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïåH � , ò.å. ñóùåñòâóåò òàêîé íîðìèðîâàííûé êâàòåðíèîí u, ÷òî f1 = uf2u (ñì. ñ. 61).�àññìîòðèì îïåðàòîð ResA(s1 + �), ãäå s = tf1; t; � 2 R: Òàê êàês1 + � = tf1 + � = u(tf2 + �)u = u(s2 + �)u;ãäå s2 = tf2, òî Rs1+� = RuRs2+�Ru . ÒîãäàResA(s1 + �) = (A�Rs1+�)�1 = (A� RuRs2+�Ru)�1 = RuResA(s2 + �)Ru ;è, ñëåäîâàòåëüíî, íà îñíîâàíèè ëåììû 2EF1 �(af1; bf1)� = RuEF2�(af2; bf2)�Ru :Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî �1 2 B(f1)EF1 (�1) = RuEF2 (�2)Ru ;ãäå �2 = u�1u: Òåïåðü, åñëè ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç E1; E2 ðàçëîæåíèÿ åäèíèöû êî-ñîñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A, ïîðîæäåííûå ñïåêòðàëüíûìè ìåðàìè EF1 è EF2ñîîòâåòñòâåííî, òî äëÿ âñÿêîãî �1 2 B(f1+)E1(�1) = RuE2(�2)Ru :¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê ií�îðìàòèêè òà ìàòåìàòèêè¿, �1' 2010



74 Êàðïåíêî È. È., Òûøêåâè÷ Ä. Ë.Ñ ó÷åòîì ëèíåéíîñòè îïåðàòîðà E2(�2) (ñì. ëåììó 3) èìååì ðàâåíñòâîE1(�1) = E2(�2):×òî êàñàåòñÿ îïåðàòîðíûõ ìíèìûõ åäèíèö J1; J2, òî, êàê ïîêàçûâàþò ïðîñòûåâû÷èñëåíèÿ, îíè ñîâïàäàþò:J1 = Rf1�EF1 (f1+)� EF1 (f1�)� == RuRf2RuRu�EF2 (f1+)� EF2 (f1�)�Ru = RuJ2Ru = J2 :Ñëåäîâàòåëüíî, ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìåòðèè ìåæäó ìíèìûìè îñÿìè ïîëåé ìîæíîóòâåðæäàòü, ÷òî ñïåêòðàëüíàÿ ïàðà êîñîñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà îïðåäåëÿþòñÿâ öåëîì îäíîçíà÷íî. Çàêëþ÷åíèåÒàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíî ñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ïðîèçâîëüíîãî êîñî-ñàìîñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ òåîðå-ìà 1 î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ñïåêòðàëüíîé ïàðû êîñîñàìîñîïðÿæ¼ííî-ãî îïåðàòîðà. Èññëåäîâàíà çàâèñèìîñòü ñïåêòðàëüíîé ïàðû îò âûáîðà 2�ìåðíîãîR�ñîäåðæàùåãî ïîëÿ, íà íåîòðèöàòåëüíîé îñè êîòîðîãî îïðåäåëåíî ðàçëîæåíèå åäè-íèöû êîñîñàìîñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà. Ïåðñïåêòèâû äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé âýòîì íàïðàâëåíèè ìû ñâÿçûâàåì ñ ïîñòðîåíèåì �óíêöèîíàëüíîé ìîäåëè äëÿ ïðîèç-âîëüíîãî (â òîì ÷èñëå íåîãðàíè÷åííîãî) íîðìàëüíîãî îïåðàòîðà à òàêæå ñ ïðèëî-æåíèÿìè ñïåêòðàëüíîé òåîðèè äëÿ èññëåäîâàíèÿ êîíêðåòíûõ îïåðàòîðîâ êâàíòîâîéìåõàíèêè è êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ â êâàòåðíèîííîé �îðìóëèðîâêå.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Finkelstein D., Jau
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