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КВАДРАТИЧНА ЗАДАЧА 
НА МНОЖИНІ СПОЛУЧЕНЬ ТА МЕТОД ЇЇ РОЗВ’ЯЗАННЯ

Розглянуто оптимізаційну задачу з квадратичною функцією цілі та додатковими лінійними обмеженнями на множи-

ні сполучень. Запропоновано метод розв’язання такого класу задач. Алгоритм розв’язування враховує специфічні влас-

тивості комбінаторної множини сполучень та забезпечує знаходження оптимального розв’язку за лічені кроки. Пред-

ставлено числовий приклад застосування цього методу.
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Вступ

Дослідження задач комбінаторної оптимізації 

охоплює доволі широкий спектр моделей мате-

матичної кібернетики, пов'язаний з необхід-

ністю вирішення різних важливих практичних 

проблем оптимального планування, управ-

ління та проектування [1–9].

При моделюванні різного роду процесів 

і явищ досить часто застосовуються моделі, 

що являють собою квадратичні задачі умов-

ної оптимізації [10]. На особливу увагу заслу-

говують моделі задач, що розглядаються на 

комбінаторних множинах, зокрема, сполу-

чень [11–15]. Попри простоту представлення,

такої комбінаторної множини, задачі на мно-

жині сполучень, доволі часто бувають громізд-

кими та використовують багато ресурсів у 

плані обчислювальння [16–20]. Тому, виникає 

необхідність  побудови нових методів і алгоритм 

розв’язання такого типу задач, зокрема, з до-

датковими лінійними обмеженнями.

Постановка задачі

Для постановки задачі використаємо поняття 

мультимножини  A, яка визначається основою   

( )S A  та кратністю її елементів  ( )k a  [16, 18].

Нехай задано мультимножину   1 2{ , ,...,A a a=
,..., }qa , її основа 1 2( ) { , ,..., }kS A e e e= , де 

1 {1,..., }j ke R j N k∈ ∀ ∈ = , і кратність елементів   

( )j jk e r= , kj N∈ , 1 2 ... kr r r q+ + + = . 

Упорядкованою n-вибіркою з мультимно-

жини A називається набір:

                           1 2
{ , ,..., }

ni i ia a a a= ,                           (1)

де 
ji j na A i N∈ ∀ ∈ , nj N∀ ∈ , s ti i≠ , якщо  s t s N≠ ∀ ∈

nN∈ , 
nt N∀ ∈ .

Означення 1 [18]. Множина ( )E A , елемента-

ми якої є  n-вибірки вигляду (1) із мульти-

множини A, називається евклідовою комбіна-

торною множиною, якщо для довільних її 

елементів  1 2{ , ,..., }na a a a′ ′ ′ ′= , 1 2{ , ,..., }na a a a′′ ′′ ′′ ′′=    ви-

конуються умови ( ) ( : }n j ja a j N a a′ ′′ ′ ′′≠ ⇔ ∃ ∈ ≠ . 

Множина всіх  k-вибірок з множини   ( )S A
вигляду 

1 2
( , ,..., )

ki i ia a a  називають множиною  

k-сполучень без повторення  з   n  різних дійсних 
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чисел, якщо виконується умова 
1 2

...
ki i ie e e< < <   

і позначається ( )C A  [16,18]. 

Кількість точок множини сполучень 

знаходиться за формулою [16]:

                             

!
!( )!

k
n

nC
k n k

=
−   

.
                          

(2)

Розглянемо оптимізаційну задачу вигляду:

 ( , ( )) : max{ ( ) | ( )}Z C A a a C AΦ Φ ∈ .             (3)

Будемо розглядати елементи множити 

сполучень як точки арифметичного евклідо-

вого простору 
nR .

Нехай вектор a вигляду (1) – елемент 

евклідової комбінаторної множини ( )E A .

Відображення ϕ: ( ) ( ) nE A E A Rφ→ ⊂  називаєть-

ся зануренням множини ( )E A  в арифметич-

ний евклідовий простір, якщо ϕ задає 

взаємно однозначну відповідність ( )E Aφ ⊂  
nR⊂  за наступним правилом: для 

1 2
( , ,i ia a a=

,..., ) ( )
ni
a E A∈ , x =ϕ(а), 1 2( , ,..., )nx x x x=  маємо 

jj i nx a j N= ∀ ∈   [18].

При відображенні множини сполучень   

( )C A  в евклідів простір 
nR  сформулюємо задачу   

( , )Z F X  максимізації цільової функції ( )F x  на 

множині X, причому кожній точці ( )a C A∈  бу-

де відповідати точка x X∈  така, що ( ) ( )a F xΦ = :

                   ( , ) : max{ ( ) | }Z F X F x x X∈              (5)

з додатковими обмеженнями:

                      { | ( ) }nD x R Gx b= ∈ ≤ ≥ ,                 (6)

де G m n− ×   матриця, 
mb R∈ , 

                             
2

1 1 1

( )
n n n

j j ij i j
j i j

F x c x p x x
= = =

= +∑ ∑∑ .                                                 (7)

Додаткові лінійні обмеження утворюють 

багатогранну множину  
nD R⊂ .

Розглянемо алгоритм розв’язання задачі 

(5)–(7).

Метод розв’язання задачі

Метод розв’язання задачі складається із 

трьох кроків, виконання яких приводить до 

знаходження максимального значення цільової 

функції або доведення того, що оптимального 

розв’язку з урахуванням додатковим обмежень 

не існує.

К р о к 1. Визначення приростів аргументів 

для кожного обмеження за формулами:

    ij ija aΔ = , 1...i n= ,              (8)

де 1,...,j n= , 1,...,j n= , n N∈ ;                                                      

    11 11... ... ... ...qm ij qm ija a a a a aΔ Δ Δ = + + + ,                               (9)

де  1...i n= , 1,...,j n= , 1 q i≤ ≤ , 1 т j≤ ≤ , n N∈ .                                                

К р о к 2. Знаходження опорного розв’язку. 

Для знаходження опорного розв’язку, корис-

туючись визначеними приростами аргумен-

тів за формулами (8)-(9), необхідно здійсни-

ти перевірку, почергово, кожного обмеження, 

в наступних точка множини сполучень:

      1 2( , ,..., )ka a a , 1 3 1( , ,..., )ka a a +

      1 4 2( , ,..., )ka a a + ,…, 

      2 3 1( , ,..., )ka a a + , 2 4 1( , ,..., )ka a a + ,          (10)

                    ………………………………..

                    1 1( ,..., , )q n na a a− − , 1( ,..., , )q n na a a− .

Слід зазначити, що коли не викоується одне 

із обмежень у точках виду (10), немає сенсу 

перевіряти всі інші точки, утворені шляхом 

зміни одного елемента в точках виду (10). Тоб-

то, якщо  1 2( , ,..., ) ( )i kg a a a ≤ ≥   не виконується, 

то, відповідно, в точках 1 2 1( , ,..., )ka a a + , 1 2( , ,...a a
2..., )ka + , …, 1 2( , ,..., )na a a , відповідне обмеження 

також не виконується і ним можна знехтувати. 

Тоді множина допустимих розв’язків матиме 

вигляд:

   
( )

if gZ C A Z= ∩
 
,
 

де 
ig

Z – сукупність точок множини сполучень, 

якими можна знехтувати.

Це надає можливість звузити пошук першого 

опорного розв’язку чи прийти до висновку, 

що за даних обмежень, неможливо знайти 

максимум цільової функції. Тоді, множина 

опорних розв’язків матиме наступний вигляд:

  
1 2

...
i

opt
f g g gZ Z Z Z= ∪ ∪ ∪ ,

де  
1g

Z , …, 
ig

Z  – сукупність точок множини 

сполучень, що задовольняють всі обмеження.

К р о к 3. Знаходження опорного розв’язку. 

Якщо множина opt
fZ складається з однієї точки, 

то дана точка і буде оптимальним розв’язком. 

В іншому випадку необхідно знайти приріст 

цільової функції, користуючись формулою:

                         2

1

( ) ( )
n

j j j
j

F x c x x
=

′′ ′Δ = − +∑  

                                                       
(11)

                                                                 
.

1 1

( )( )
n n

ij i i j j
i j

p x x x x
= =

′′ ′ ′′ ′+ − −∑∑
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Якщо ( )F xΔ  зростає, то виникає необхід-

ність у перевірці наступної точки множина

 
opt
fZ , в іншому випадку, пошук припиняється.

Приклад

Знайти максимальне значення цільової функ-

ції 
2 2 2
1 2 3 1 2 1 3( ) 0,3 11 0,4 0,3F x x x x x x x x= − + − − + +

1 2 37x x x+  на множині сполучень ( )C A , де  
(1,2,3,A =   4,5,6,7) і 

3
7C  з урахуванням таких 

обмежень:

 

 

 

1 1 2 3

2 1 2 3

3 1 2 3

4 1 2 3

0,2 9 4 16,
2 3 5,

0,4 7 2 49,
9 5 6 7.

g x x x
g x x x
g x x x
g x x x

= − + − ≥⎧
⎪ = − − + ≥⎪
⎨ = + + ≤⎪
⎪ = + − ≥⎩

Розв’язання. Визначаємо прирости аргумен-

ту для кожного обмеження за формулами 

(8)-(9):

для  1g : 11 0,2aΔ = − , 12 9aΔ = , 13 4aΔ = − ,

11 12 8,8a aΔ Δ = , 11 13 4,2a aΔ Δ = − , 12 13 5a aΔ Δ = , 

 11 12 13 9,6a a aΔ Δ Δ = ;

для 2g : 21 1aΔ = − , 22 2aΔ = − , 23 3aΔ = ,

21 22 3a aΔ Δ = − , 21 23 2a aΔ Δ = , 22 23 1a aΔ Δ = , 

21 22 23 0a a aΔ Δ Δ = ;

для  
3g : 31 0,4aΔ = , 32 7aΔ = , 33 2aΔ = ,

 31 32 7,4a aΔ Δ = , 31 33 2,4a aΔ Δ = , 32 33 9a aΔ Δ = , 

31 32 33 18,8a a aΔ Δ Δ = ;

для  4g : 41 9aΔ = , 42 5aΔ = , 43 6aΔ = − ,

41 42 14a aΔ Δ = , 41 43 3a aΔ Δ = , 42 43 1a aΔ Δ = − , 

 41 42 43 16a a aΔ Δ Δ = .

Здійснимо перевірку першого обмеження в 

розглянутих далі точках.

Розглянемо 1(1,2,3) 5,8 16g = < . Оскільки 

13 4aΔ = − , тобто 1(1,2,4) 5,8 4 1,8 16g = − = < ,

то немає сенсу в перевірці точок (1,2,5), (1,2,6),

(1,2,7). Отже, обмеження 1 1 20,2 9g x x= − + −  

2 34 16x− ≥  не виконується, тому немає необ-

хідності перевіряти всі інші три обмеження.

Для точки 1 1 12 13(1,3,4) (1,2,3)g g a a= + Δ Δ =
5,8 5 10,8 16= + = < . Для точки 1(1,3,5)g =
1 13(1,3,4) 10,8 4 6,8 16g a= + Δ = − = < . Отже, в 

точках (1,3,5) і (1,3,6) 1 16g ≥  виконуватися 

не буде.

Для точки 1 1 12(1,4,5) (1,3,5)g g a= + Δ =
6,8 9 15,8 16= + = < . Оскільки 13 4aΔ = − , то не-

має сенсу в перевірці точок (1,4,6) і (1,4,7). 

Отже, обмеження 1 16g ≥  не виконується.

Для точки 1 1 12 13(1,5,6) (1,4,5)g g a a= + Δ Δ =
15,8 5 20,8 16= + = > . Оскільки перше обме-

ження 1 16g ≥  виконується, то здійснюємо 

перевірку другого обмеження для даної точки: 

2 (1,5,6) 7 5g = > , виконується. Третє обмеження: 

3(1,5,6) 47,4 49g = ≤ , виконується. Четверте 

обмеження: 4 (1,5,6) 2 7g = − < , не виконується. 

Оскільки для даного обмеження 43 6aΔ = − , то 

немає сенсу в перевірці точки (1,5,7) та інших 

обмежень, вони не будуть виконуватися.

Для точки 1 1 12 13(1,6,7) (1,5,6)g g a a= + Δ Δ =
20,8 5 25,8 16= + = > , перше обмеження вико-

нується. Здійснюємо перевірку другого

обмеження для даної точки: 2 (1,6,7)g =

1 22 23(1,5,6) 7 1 8 5g a a= + Δ Δ = + = >  виконується.

Третє обмеження: 3 1(1,6,7) (1,5,6)g g= +  

32 33 47,4 9 56,4 49a a+ Δ Δ = + = > , не виконується.

 Для точки 1 1 11(2,3,4) (1,3,4) 10,8g g a= + Δ = − 

0,2 10,6 16− = <  обмеження не виконується. 

Оскільки 13 4aΔ = − , то немає сенсу в перевірці 

точок  (2,3,5), (2,3,6), (2,3,7), обмеження не 

буде виконуватися.

Для точки 1 1 11(2,4,5) (1,4,5)g g a= + Δ =  

15,8 0,2 15,6 16= − = < , обмеження не вико-

нується. Оскільки 13 4aΔ = − , то немає сенсу в 

перевірці точок  (2,4,6,), (2,4,7),  обмеження не 

буде виконуватися.

Для точки 1 1 11(2,5,6) (1,5,6)g g a= + Δ =
20,8 0,2 20,6 16= − = > , перше обмеження 

1 16g ≥  виконується. Тоді здійснюємо пере-

вірку другого обмеження для даної точки: 

2 2 21(2,5,6) (1,5,6) 7 1 6 5g g a= + Δ = − = >  викону-

ється. Третє обмеження: 3(2,5,6)g =
3 31(1,5,6) 47,4 0,4 47,8 49g a= + Δ = + = < , вико-

нується. Четверте обмеження: 4 (2,5,6)g =
4 41(1,5,6) 2 9 7 7g a= + Δ = − + = ≥ , виконується. 

Оскільки для четвертого обмеження 43 6aΔ = − , 

то немає сенсу в його перевірці в точці  , воно 

не буде виконуватися. Відповідно, всі інші 

обмеження перевіряти не потрібно.

Для точки  1 1 11(2,6,7) (1,6,7) 25,8g g a= + Δ = −
0,2 25,6 16− = > , перше обмеження вико-

нується. Здійснюємо перевірку другого обме-
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ження в даній точці: 2 2(2,6,7) (1,6,7)g g= +

21 8 1 7 5a+ Δ = − = > , виконується. Третє обме-

ження: 3 3 31(2,6,7) (1,6,7) 56,4 0,4g g a= + Δ = + =
56,8 49= > , не виконується. 

Для точки 1 1 11(3,4,5) (2,4,5) 15,6g g a= + Δ = −  

0,2 15,4 16− = <  обмеження не виконується. 

Оскільки 13 4aΔ = − , то немає сенсу в перевірці 

точок (3,4,6), (3,4,7), обмеження не буде вико-

нуватися.

Для точки  1 1 11(3,5,6) (2,5,6) 20,6g g a= + Δ = −  

0,2 20,4 16− = >  перше обмеження  виконуєть-

ся. Здійснюємо перевірку другого обме-

ження для даної точки: 2 2(3,5,6) (2,5,6)g g= +
21 6 1 5 5a+ Δ = − = ≥  виконується. Третє обме-

ження:  3 3 31(3,5,6) (2,5,6) 47,8 0,4g g a= + Δ = + =
4 48,2 49= < , виконується. Четверте обмеження: 

4 4 41(3,5,6) (2,5,6) 7 9 16 7g g a= + Δ = + = ≥ , вико-

нується. 

Оскільки для четвертого обмеження 43aΔ =
6= − , то 4 (3,5,7) 16 6 10 7g = − = ≥  виконується. 

Для третього обмеження  33 2aΔ = , то 3(3,5,7)g =  

48,2 2 50,2 49= + = >  не виконується.

Виконання всіх обмежень здійснюєть-

ся в точках (2,5,6) і (3,5,6). Знайдемо чис-

лове значення цільової функції в точці

(2,5,6) 657,4F = . Тоді: (3,5,6) 0,3(9 4)FΔ = − − − 

0,4 5(3 2) 0,3 6(3 2) 7 5 6(3 2) 1,5− ⋅ − + ⋅ − = ⋅ ⋅ − = − −
2 1,8 210 208,3− + + = . (3,5,6) (2,5,6) (3,F F F= + Δ  

5,6) 657,4 208,3 865,7= + = .           

Отже, 
max (3,5,6) 865,7F = . 

Висновки

Розглянуто оптимізаційну задача з квадра-

тичною функцією цілі та додатковими ліній-

ними обмеженнями на множині сполучень та 

представлено метод її розв’язання. 

Запропонований метод складається із трьох 

кроків. 

На першому кроці визначаються прирости 

аргументів для кожного обмеження за відпо-

відними формулами. 

Другий крок полягає у знаходженні пер-

шого опорного розв’язку на допустимій мно-

жині сполучень, що значно звужується після

перевірки відповідних обмежень та знех-

туванням деяких точок множини сполучень. 

На третьому кроці здійснюється пошук

оптимального розв’язку із точок новоутво-

реної множини допустимих розв’язків, корис-

туючись формулою приросту квадратичної 

цільової функції.  

У статті наведено числовий приклад 

практичного застосування методу розв’язання, 

із 35 точок допустимої множини сполучень 

було розглянуто 12 із них, та дві із 12, при 

знаходження оптимального розв’язку.

Подальші наукові дослідження будуть нап-

равлені на адаптацію методу для загальної 

множини сполучень та його використання при 

моделюванні певних явищ та процесів.
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QUADRATIC PROBLEM ON COMBINATIONS SET 

AND METHOD OF ITS SOLUTION

Introduction. When modeling different kinds of processes and phenomena in different spheres of activity, models that rep-

resent quadratic problems of conditional optimization are quite often used. Particularly noteworthy are models of such 

problems considered on combinatorial sets, in particular, combinations. Despite the simplicity of presentation, this type 

of problem are cumbersome, from a computational point of view. Therefore, there is a need to build new methods and an 

algorithm for solving them.

Purpose. The purpose of this article is to present a method for solving a quadratic problem with additional constraints on 

many combinations. This method allows for a finite number of steps to find the optimal solution of the formulated problem. 

The use of this method is shown in the numerical example.

Methods. Methods for solving a problem with a quadratic objective function on  combinations set.

Results. An optimization problem on a combinatorial set of combinations with a quadratic objective function and ad-

ditional constraints is formulated. The method of its solution is proposed, which consists in finding the basic solutions, 

using the properties of multiple combinations, as well as finding the increments of constraints and function of the goal. An 

example of solving a problem using the proposed method is presented.

Conclusion. The proposed method can be used to solve conditional optimization problems with a quadratic objective 

function on a combinatorial set of combinations.

Keywords: optimization, quadratic problem, quadratic function, set combinations, increment of goal function, increment of ad-

ditional constraint, reference solution, optimal solution.
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КВАДРАТИЧНАЯ ЗАДАЧА НА МНОЖЕСТВЕ 

СОЧЕТАНИЙ И МЕТОД ЕЕ РЕШЕНИЯ

Введение. При моделировании различного рода процессов и явлений в разных сферах деятельности, довольно часто 

применяются модели, представляющие собой квадратичные задачи условной оптимизации. Особого внимания 

заслуживают модели таких задач, рассмотренных на комбинаторных множествах, в частности, сочетаний. Не- 

смотря на простоту представления, задачи данного типа являются громоздкими с вычислительной точки зрения. 

Поэтому возникает необходимость в построении новых методов и алгоритмов решения.

Целью данной статьи является представлениt метода решения квадратичной задачи с дополнительными 

ограничениями на множестве сочетаний. Данный метод позволяет за конечное число шагов найти оптимальное 

решение сформулированной задачи. Использование данного метода показано на числовом примере.

Методы. Метод решения задачи с квадратичной функцией цели на множестве сочетаний.

Результаты. Сформулирована оптимизационная задача на комбинаторном множестве сочетаний с квадратич-

ной функцией цели и дополнительными ограничениями. Предложен метод ее решения, который заключается в 

нахождении опорных решений с использованием свойств множества сочетаний, а также приростов ограничений 

и функции цели. Представлен пример решения задачи с использованием предложенного метода.

Выводы. Предложенный метод можно использовать для решения задач условной оптимизации с квадратичной 

функцией цели на комбинаторном множестве сочетаний. 

Ключевые слова: оптимизация, квадратичная задача, квадратичная функция, множество сочетаний, прирост функ-

ции цели, прирост дополнительного ограничения, опорное решение, оптимальное решение.


