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Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíà çàäà÷à âûáîðà ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé äóã èç
çàäàííîãî íàáîðà, àêòóàëüíàÿ ïðè ðàñïðåäåëåíèè ïîòîêîâ â ìíîãîïðîäóêòî-
âûõ êîììóíèêàöèîííûõ ñåòÿõ ñ îãðàíè÷åíèåì íà âðåìÿ çàäåðæêè ïîòîêîâ.
Äîêàçàíî, ÷òî òàêàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé. Ïðèâåäåíû àëãîðèòìû
ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è è ðåçóëüòàòû èõ ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ñðàâ-
íåíèÿ ñ òî÷íûì ïåðåáîðíûì àëãîðèòìîì íà îñíîâå ãåíåðàöèè ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè äâîè÷íî-îòðàæåííûõ êîäîâ Ãðåÿ. Îòìå÷åíî, ÷òî ïîëó÷åíèå òî÷-
íîãî ðåøåíèÿ âîçìîæíî ñ èñïîëüçîâàíèåì ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèò-
ìîâ äëÿ 0–1 çàäà÷è î ðàíöå ñ ìóëüòèâûáîðîì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîòîêè â ñåòÿõ, âðåìÿ çàäåðæêè ïîòîêîâ, çàäà÷è êîìáèíàòîðíîé
îïòèìèçàöèè.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ïðè ïðîåêòèðîâàíèè è àíàëèçå ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñåòåé ïåðåäà÷è äàííûõ è òðàíñ-
ïîðòíûõ ñåòåé ÷àñòî íåîáõîäèìî ðåøàòü çàäà÷ó âûáîðà ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé
äóã (ÇÂÏÑ) èç çàäàííîãî íàáîðà äèñêðåòíûõ öåëî÷èñëåííûõ çíà÷åíèé ïðè îãðàíè-
÷åíèè íà ìàêñèìàëüíîå âðåìÿ çàäåðæêè ïîòîêîâ. Çàäåðæêè ïîòîêîâ tkl íà äóãàõ
îïðåäåëÿþòñÿ êàê t f w fkl kl kl kl� �/ ( ), kl E� , à îãðàíè÷åíèå íà âðåìÿ tav çàäåð-

æêè ïîòîêîâ â ñåòè èìååò âèä tav �1/ / ( ) maxU f w f Tkl kl kl

kl E

� � �
�
� . Çäåñü

f Zkl � � — ôèêñèðîâàííîå çíà÷åíèå ïîòîêà ïî äóãå kl E� , E — ìíîæåñòâî

äóã ñåòè, w Zkl � � — ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü äóãè kl E� , Tmax — ìàêñèìàëü-

íîå âðåìÿ çàäåðæêè ïîòîêîâ â ñåòè, U uij
ij S

� �
�
� — ñóììàðíûé ïîòîê â ñåòè,

u Zij � � — âåëè÷èíà ïîòîêà èç óçëà i â óçåë j, S — ìíîæåñòâî ïàð èíäåêñîâ

êîððåñïîíäèðóþùèõñÿ óçëîâ â ñåòè. Ïðè ïðèáëèæåíèè âåëè÷èíû ïîòîêà íà
äóãàõ ê èõ ïðîïóñêíûì ñïîñîáíîñòÿì çàäåðæêè óâåëè÷èâàþòñÿ è, ñëåäîâàòåëü-
íî, ìîãóò âîçíèêàòü ïåðåãðóçêè â ñåòè.

Äëÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ ñåòåé ïåðåäà÷è äàííûõ ÇÂÏÑ ïîäðîáíî èññëåäîâàëàñü
â [1–4]. Ñóòü çàäà÷è çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííûõ ïîòîêàõ òðåáóåò-
ñÿ òàê âûáðàòü ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè äóã èç çàäàííîãî íàáîðà öåëûõ ÷èñåë,
÷òîáû âûïîëíÿëîñü îãðàíè÷åíèå íà âðåìÿ çàäåðæêè ïîòîêîâ è äîñòèãàëñÿ ìèíè-
ìóì íåêîòîðîé öåëåâîé ôóíêöèè. Òàêàÿ çàäà÷à âîçíèêàåò è â òðàíñïîðòíûõ ñåòÿõ
ïðè ðàñïðåäåëåíèè ïîòîêîâ ïî êðèòåðèþ ìèíèìóìà ñòîèìîñòè ñåòè è çàäàííîì
îãðàíè÷åíèè íà âðåìÿ çàäåðæêè ïîòîêîâ [5]. Óïðàâëÿÿ ïàðàìåòðîì Tmax äëÿ ìàê-
ñèìàëüíîé çàäåðæêè, àäìèíèñòðàòîð ñåòè ïåðåäà÷è äàííûõ èëè äèñïåò÷åð òðàíñ-
ïîðòíîé ñåòè ìîæåò îáåñïå÷èòü íåîáõîäèìûé åìó ðåçåðâ ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñ-
òè êàíàëîâ ñâÿçè èëè ãðóçîïîäúåìíîñòè òðàíñïîðòíûõ ñðåäñòâ ïðè ïðîãíîçèðóå-
ìûõ êîëåáàíèÿõ âåëè÷èíû ïîòîêîâ íà çàäàííûõ ïðîìåæóòêàõ âðåìåíè.
Óìåíüøåíèå ïàðàìåòðà Tmax (óâåëè÷åíèå ðåçåðâà) ïðèâîäèò ê óäîðîæàíèþ ñåòè,
íî óìåíüøàåò âåðîÿòíîñòü ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ïîòîêîâ è òåõíè÷åñêîãî ïåðåîñíà-
ùåíèÿ êàíàëîâ ñâÿçè èëè ïàðêà òðàíñïîðòíûõ ñðåäñòâ ïðè óâåëè÷åíèè ïîòîêîâ è
óãðîçå âîçíèêíîâåíèÿ ïåðåãðóçîê â ñåòè. Óâåëè÷åíèå ïàðàìåòðà Tmax äàåò
âîçìîæíîñòü óìåíüøèòü ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü êàíàëîâ ñâÿçè èëè
ãðóçîïîäúåìíîñòü òðàíñïîðòíûõ ñðåäñòâ è ñòîèìîñòü ñåòè, íî óâåëè÷èâàåò ðèñê
ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ïîòîêîâ è âåðîÿòíîñòü ìîäåðíèçàöèè ñåòè.
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Àêòóàëüíûìè ÿâëÿþòñÿ âîïðîñû ïðèíàäëåæíîñòè ÇÂÏÑ ê êëàññó NP-òðóä-
íûõ è ðàçðàáîòêè ïðèáëèæåííûõ ïîëèíîìèàëüíûõ ïî âðåìåíè àëãîðèòìîâ åå ðå-
øåíèÿ. Êðîìå òîãî, ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ îïðåäåëåíèå ãðàíèö ðàçìåðíîñòè ñåòè,
äëÿ êîòîðûõ âîçìîæíî ïðàêòè÷åñêîå èñïîëüçîâàíèå àëãîðèòìîâ ïîëíîãî ïåðåáî-
ðà äëÿ ïîëó÷åíèÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è.

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ ÇÀÄÀ×È

Ïóñòü çàäàíà ñâÿçíàÿ îðèåíòèðîâàííàÿ ñåòü G N E( , ) ñ ìíîæåñòâîì óçëîâ N ,
n N� | |, è ìíîæåñòâîì äóã E, e E� | |, ãäå n è e ñîîòâåòñòâåííî êîëè÷åñòâî
óçëîâ è äóã ñåòè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñåòü òàêîâà, ÷òî äëÿ êàæäîé ïðÿìîé
äóãè kl (k l
 ) ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ lk (l k� ). Äëÿ ñåòè ïåðåäà÷è äàííûõ äóãà
ïðåäñòàâëÿåò êîììóòèðîâàííóþ ëèíèþ ñâÿçè, ñîñòîÿùóþ èç îäíîãî ýëåìåí-
òàðíîãî êàíàëà èëè ïó÷êà òàêèõ êàíàëîâ. Äëÿ òðàíñïîðòíîé ñåòè äóãà îòîæäå-
ñòâëÿåòñÿ ñ ìàðøðóòîì òðàíñïîðòíîãî ñðåäñòâà, êîíöåâûå óçëû êîòîðîãî ñî-
âïàäàþò ñ íà÷àëüíûì è êîíå÷íûì óçëàìè äóãè. Ñåòü ìîæåò ñîäåðæàòü ïåòëè
è ïàðàëëåëüíûå äóãè, ïîñêîëüêó äîïóñêàþòñÿ öèêëè÷åñêèå è ïîâòîðÿþùèåñÿ
ìàðøðóòû, à òàêæå ìàðøðóòû ñ îäèíàêîâûìè êîíöåâûìè óçëàìè. Íà ñåòè çà-
äàíà öåëî÷èñëåííàÿ ìàòðèöà ïîòîêîâ U uij n n� �| | | | , ãäå uij — âåëè÷èíà ïîòîêà
(êîëè÷åñòâî åäèíèö ïîòîêà) èç óçëà i â óçåë j â íåêîòîðûõ òðàíñïîðòíûõ áëî-
êàõ çàäàííîãî ðàçìåðà. Ïóñòü wkl , kl E� , — èñêîìûå ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè

äóã ñåòè â òðàíñïîðòíûõ áëîêàõ, w w w wkl �{ }1 2, , ,� � , wi , i �1, � , — óïîðÿäî-

÷åííûå ïî âîçðàñòàíèþ öåëûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà; dkl , kl E� , — äëèíû äóã;

C w d Rkl kl kl( , ) � � , kl E� , — äèñêðåòíûå ñòîèìîñòè äóã, òàêèå, ÷òî C w dkl i kl( , ) �

� �C w dkl i kl( , )1 , i � �1 1, � ; f ukl ij
kl

ij S

�
�
� , kl E� , — ôèêñèðîâàííûå ñóììàðíûå

ïîòîêè â òðàíñïîðòíûõ áëîêàõ, ïðîòåêàþùèå ïî äóãàì ñåòè, ãäå uij
kl — ïîòîê

òðàíñïîðòíûõ áëîêîâ èç i â j, ïðîõîäÿùèé ïî äóãå kl.
Òðåáóåòñÿ íàéòè ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè ñòîèìîñòè ñåòè

min ( , )
w

kl kl

kl E
kl

kl

C w d

�
� , w w w wkl �{ }1 2, , ,� �

(1)

ïðè îãðàíè÷åíèè
1

U

f

w f
Tkl

kl klkl E� �
�

�
� max , w fkl kl� , kl E� . (2)

Çàäà÷ó (1), (2) ïðåäñòàâèì â âèäå çàäà÷è î ðàíöå ñ áóëåâûìè ïåðåìåííûìè è
ìóëüòèâûáîðîì (0–1 Multiple-choice Knapsack Problem, 0–1 MCKP), êîòîðàÿ, êàê

èçâåñòíî, ïðèíàäëåæèò ê êëàññó NP-òðóäíûõ çàäà÷ [6]. Ïóñòü c Rij � � — äèñ-

êðåòíûå ñòîèìîñòè äóã i ñ ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ w w w w Zij � � �{ }1 2, , ,� �

è äëèíîé di , j �1, �, i e�1, ; t f w fij i ij i� �/ ( ), w fij i� , j �1, � , i e�1, , — çàäåðæ-

êè ïîòîêîâ íà äóãàõ; f i — ïîòîê ïî äóãå i, i e�1, . Ïîëîæèì xij �1, åñëè äëÿ äóãè i

âûáðàíà ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü wij , j �1, � , i e�1, , è xij � 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Òðåáóåòñÿ íàéòè
min c xij ij

ji

e

��
��

11

�

(3)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

1

11U
t x Tij ij

ji

e

� ��
�� �
�

max , (4)

xij

j

�
�
� 1

1

�

, i e�1, , (5)

xij �{ }0 1, . (6)
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Çäåñü èñêîìûå ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòèâ wij ñîîòâåòñòâóþò xij
* — îïòèìàëü-

íîìó ðåøåíèþ çàäà÷è (3)–(6).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ëþáóþ èíäèâèäóàëüíóþ ÇÂÏÑ, ñôîðìóëèðîâàííóþ
â âèäå (1), (2), ìîæíî çà âðåìÿ O e( )� ïðåîáðàçîâàòü â ñîîòâåòñòâóþùèé ýêçåì-
ïëÿð çàäà÷è (3)–(6). Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü äâå ìàòðèöû ðàçìåðîì
e� �, ñòðîêè êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþò äóãàì, ñòîëáöû — íàáîðó äèñêðåòíûõ ïðî-
ïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé, à â êà÷åñòâå ýëåìåíòîâ ìàòðèö ïðèíèìàþòñÿ ñòîèìîñòè
äóã cij è çàäåðæêè íà äóãàõ tij . Ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå.

Óòâåðæäåíèå 1. Îïòèìèçàöèîííàÿ ÇÂÏÑ, ñôîðìóëèðîâàííàÿ â âèäå (1), (2),
ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â [6] ðàññìàòðèâàåòñÿ NP-ïîëíàÿ çàäà÷à âûáîðà ïðîïóñêíûõ
ñïîñîáíîñòåé, ñôîðìóëèðîâàííàÿ â ñëåäóþùåì âèäå ðàñïîçíàâàíèÿ. Çàäàíî

ìíîæåñòâî äóã E, ìíîæåñòâî ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé W Z
 � , ôóíêöèÿ ñòîè-

ìîñòè c E W Z: � � � , ôóíêöèÿ øòðàôà çà çàäåðæêó t E W Z: � � � , òàêèå, ÷òî äëÿ

âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ ïî íåóáûâàíèþ ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé wi �
� �{ }w w w W1 2, , ,� � è i j
 âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà c w c wl i l j( ) ( )� è
t w t wl i l j( ) ( )� , l E� . Â çàäà÷å ñòàâèòñÿ âîïðîñ, ñóùåñòâóåò ëè òàêîé âûáîð ïðî-

ïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé wi , ÷òî îáùàÿ ñòîèìîñòü c w C
ll E

( ) ��� , à îáùèé øòðàô

çà çàäåðæêó t w T
ll E

( ) ��� , ãäå C è T — çàäàííûå ïîëîæèòåëüíûå öåëûå ÷èñëà.

Çàäà÷à (1), (2), ñôîðìóëèðîâàííàÿ êàê çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ, ïðèíàäëåæèò
ê êëàññó NP, òàê êàê î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ íåå ñóùåñòâóåò ñåðòèôèêàò (óäîñòîâåðå-
íèå) äëèíîé e, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé íàáîð îïòèìàëüíûõ ïðîïóñêíûõ ñïîñîá-
íîñòåé äóã, êîòîðûé ìîæåò áûòü ïðîâåðåí çà ëèíåéíîå âðåìÿ. Â ñâîþ î÷åðåäü,
ëþáóþ èíäèâèäóàëüíóþ çàäà÷ó ðàñïîçíàâàíèÿ, ñôîðìóëèðîâàííóþ â [6], ìîæíî
çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ïðåîáðàçîâàòü (ïî Êàðïó [7]) â çàäà÷ó ðàñïîçíàâàíèÿ
(1), (2), ÷òî è äîêàçûâàåò NP-ïîëíîòó ÇÂÏÑ â âèäå ðàñïîçíàâàíèÿ è åå NP-òðóä-
íîñòü êàê îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è. Äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî NP-ïîëíîòû è
NP-òðóäíîñòè ÇÂÏÑ ñëåäóåò èç ïîëèíîìèàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ çàäà÷è, ñôîð-
ìóëèðîâàííîé â âèäå (3)–(6), â çàäà÷ó (1), (2).

ÀËÃÎÐÈÒÌÛ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È

Ðàññìîòðèì äâà ïðèáëèæåííûõ àëãîðèòìà ðåøåíèÿ ÇÂÏÑ. Ïåðâûé àëãî-
ðèòì (À) îñíîâàí íà ðàáîòàõ [1–3], â êîòîðûõ ïðåäëîæåíî äëÿ ðåøåíèÿ ÇÂÏÑ
â âèäå (1), (2) àïïðîêñèìèðîâàòü äèñêðåòíûå ñòîèìîñòè äóã C w dkl kl kl( , ) íå-
ïðåðûâíûìè ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè

C w d c c wkl kl kl kl kl kl( , ) � �0 1 , (7)

ãäå c
kl
0 , c

kl
1 — ïîëó÷åííûå êîýôôèöèåíòû àïïðîêñèìàöèè. Çàòåì, èñïîëüçóÿ

ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà, ñëåäóåò àíàëèòè÷åñêè ðåøèòü ðåëàêñèðîâàííóþ

çàäà÷ó è ïîëó÷èòü çíà÷åíèÿ îïòèìàëüíûõ ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé wkl
* [2]:

w f
f

U T

c f

c f
kl kl

kl

rs rs

rs E

kl kl

*

max

� � �
�

�

1

1
. (8)

Àëãîðèòì ïîçâîëÿåò áûñòðî íàéòè îêðåñòíîñòè íåïðåðûâíûõ òî÷åê îïòèìóìà wkl
*

è ïðèáëèæåííîå äèñêðåòíîå ðåøåíèå. Ïîëó÷åíèå òî÷íîãî ðåøåíèÿ â îêðåñ-
òíîñòÿõ òî÷åê îïòèìóìà òðåáóåò ïîëíîãî ïåðåáîðà. Àëãîðèòì ïðèìåíèì, êîã-
äà èçâåñòíî, ÷òî çàäàííûå äèñêðåòíûå ñòîèìîñòè äóã ìîæíî ñ äîñòàòî÷íîé
ñòåïåíüþ àäåêâàòíîñòè àïïðîêñèìèðîâàòü ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè.

Âòîðîé àëãîðèòì îñíîâàí íà îáùåé ñõåìå ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíîãî àíàëè-
çà è îòñåèâàíèÿ âàðèàíòîâ (ÏÀÂ), êîòîðûé áûë ïðåäëîæåí â [8] è ïîëó÷èë
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äàëüíåéøåå ðàçâèòèå â ðàáîòàõ [9–11]. Åãî ìîæíî ïðèìåíÿòü êàê ê èñõîäíîé ïîñòà-
íîâêå çàäà÷è, òàê è ïîñòàíîâêå â âèäå (3)–(6). Àëãîðèòì ïåðåáèðàåò ðåøåíèÿ, ñóæàÿ
íà êàæäîé èòåðàöèè îáëàñòü äîïóñòèìûõ ðåøåíèé, è ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ëþ-
áûõ ìîíîòîííî íåóáûâàþùèõ ñòîèìîñòåé äóã ïðè óâåëè÷åíèè èõ ïðîïóñêíûõ
ñïîñîáíîñòåé. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ òàêæå íåîáõîäèìî âûïîëíèòü ïîë-
íûé ïåðåáîð äîïóñòèìûõ âàðèàíòîâ íà çàêëþ÷èòåëüíîì ýòàïå ðàáîòû àëãîðèòìà.

Îòìåòèì, ÷òî íà ïðàêòèêå äëÿ ñåòåé ïåðåäà÷è äàííûõ è òðàíñïîðòíûõ ñåòåé
ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü äóã, êàê ïðàâèëî, äîëæíà áûòü îäèíàêîâîé äëÿ ïðÿìîãî kl
è îáðàòíîãî lk íàïðàâëåíèé. Â öåëÿõ ñíèæåíèÿ ðàçìåðíîñòè çàäà÷è äâå îðèåíòè-
ðîâàííûå äóãè, kl è lk, çàìåíÿþòñÿ îäíîé íåîðèåíòèðîâàííîé äóãîé kl ( )k l
 è
âûáèðàåòñÿ f f fkl kl lk� max ,{ }.

Àëãîðèòì À. Èäåÿ àëãîðèòìà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

äëÿ âñåõ äóã kl E� èçâåñòíû êîýôôèöèåíòû c
kl
0 , c

kl
1 ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè (7).

Òàêèå êîýôôèöèåíòû ìîæíî ïîëó÷èòü äëÿ êàæäîé äóãè kl äëèíîé dkl ëèíåéíîé
àïïðîêñèìàöèåé (íàïðèìåð, ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ) äèñêðåòíûõ ñòîè-
ìîñòåé äëÿ ðÿäà ñòàíäàðòíûõ äèñêðåòíûõ ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé

w w w wkl �{ }1 2, , ,� � , îäèíàêîâûõ äëÿ âñåõ äóã. Çíàÿ êîýôôèöèåíòû c tg
kl
1 � �

(ðèñ. 1) è çíà÷åíèÿ f kl , ïî ôîðìóëå (8) ìîæíî íàéòè ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè wkl
* .

Äàëåå â îêðåñòíîñòè íåïðåðûâíûõ îïòèìóìîâ wkl
* ïî îïðåäåëåííîé ïðîöåäóðå

âûáèðàåì ïîäõîäÿùèå çíà÷åíèÿ ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé èç äèñêðåòíîãî ðÿäà.

Àëãîðèòì âêëþ÷àåò ñëåäóþùèå øàãè.

1. Äëÿ êàæäîé äóãè ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ îïðåäåëÿåì êîýôôèöè-

åíòû c
kl
1 . Âû÷èñëÿåì wkl

* , kl E� , ñîãëàñíî (8).

2. Èç w w w wkl �{ }1 2, , ,� � äëÿ êàæäîé äóãè kl E� âûáèðàåì áëèæàéøèå ê wkl
*

äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ w
kl
j , j �1, �, òàêèå, ÷òî f w wkl kl

j
kl
 � * . Åñëè w wkl

* � � , òî íà-

áîð { }w w w1 2, , ,� � çàäàí íåêîððåêòíî è åãî íåîáõîäèìî ðàñøèðèòü äî çíà÷åíèÿ

w wkl� � � �* , ãäå ��� — çíàêè îêðóãëåíèÿ äî áîëüøåãî öåëîãî. Â ñëó÷àå åñëè

w f
kl
j

kl� , òî â êà÷åñòâå w
kl
j âûáèðàåì áëèæàéøåå áîëüøåå çíà÷åíèå w f

kl
j

kl� (ìîæåò

îêàçàòüñÿ, ÷òî w w
kl
j

kl� * ). Åñëè f kl � 0, òî ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî äóãè kl íå ñóùåñòâóåò.

3. Â îêðåñòíîñòè òî÷êè wkl
* äëÿ êàæäîé äóãè íàéäåì çíà÷åíèÿ c c tkl kl kl

* /� � � ,

ãäå �c c w c wkl kl kl
j

kl kl
j� ��( ) ( )1 , �t f w fkl kl kl

j
kl� � �/ ( ) f w fkl kl

j
kl/ ( )� �1 , j � �{ }1 1, ,� �

(ðèñ. 1).
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)( klkl wc

)( �
klkl wc

)( 1�j
klkl wc

)( j
klkl wc

)( 1
klkl wc

ö

1
klw j

kl
w *

klw 1�j
klw �

klw klw� �

Ðèñ. 1. Ôóíêöèÿ ñòîèìîñòè äóã



4. Óïîðÿäî÷èì âñå äóãè kl E� â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ çíà÷åíèé ckl
* è ïîëó÷èì

ìíîæåñòâî E k l k l k l e
* ( , ) , ( , ) , , ( , )� { }1 2 � . Îñíîâàíèåì äëÿ òàêîãî óïîðÿäî÷åíèÿ

ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî äëÿ âñåõ äóã c w c wkl kl
j

kl kl
j( ) ( )� �1 , à t w f w fkl kl

j
kl kl

j
kl( ) / ( )� � �

� � �� �t w f w fkl kl
j

kl kl
j

kl( ) / ( )1 1 .

Óñòàíîâèì íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ñ÷åò÷èêà äóã i � 0.

5. Ïîëàãàåì i i� �1. Åñëè i e� , òî âûáèðàåì äóãó ( , )k l i èç ìíîæåñòâà E * è

ïåðåõîäèì ê øàãó 6. Èíà÷å ïåðåõîäèì ê øàãó 7.

6. Óâåëè÷èâàåì ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü w
k l

j

i( , )
äóãè ( , )k l i äî áëèæàéøåãî

áîëüøåãî çíà÷åíèÿ èç äèñêðåòíîãî ðÿäà { }w w w1 2, , ,� � , ò.å. âûáèðàåì w
k l

j

i( , )

�1 òà-

êóþ, ÷òî w w w
k l

j
kl k l

j

i i( , )

*

( , )

� � �1 , j � �{ }1 1, ,� � . Ïåðåñ÷èòûâàåì çíà÷åíèå tav ñ ó÷å-

òîì óâåëè÷åíèÿ ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè äóãè ( , )k l i . Åñëè t Tav � max , òî ïåðåõî-
äèì ê øàãó 7. Èíà÷å ïåðåõîäèì ê øàãó 5.

7. Êîíåö ðàáîòû àëãîðèòìà. Íàéäåííûå çíà÷åíèÿ w
k l

j

i( , )
, j �{ }1, ,� � ,

i e�{ }1, ,� , ÿâëÿþòñÿ ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è.

Âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ñîñòàâëÿåò O e e e e K e( )� �2
1� � �log , K1 —

êîíñòàíòà, è â îñíîâíîì îïðåäåëÿåòñÿ âðåìåííîé ñëîæíîñòüþ àïïðîêñèìàöèè
ñòîèìîñòåé äóã ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè è âûáîðîì àëãîðèòìà ñîðòèðîâêè.

Àëãîðèòì ÏÀÂ. Ïðèâåäåì îáùóþ ñõåìó ìåòîäà ÏÀÂ äëÿ ðåøåíèÿ ÇÂÏÑ,
ñôîðìóëèðîâàííîé â âèäå (1), (2). Ìåòîä ñîñòîèò èç ïðîöåäóð îòñåèâàíèÿ W1 è W2 .

Ïðîöåäóðà W1 — îòñåèâàíèå ïî îãðàíè÷åíèþ. 1. Ïóñòü �, � �1 2, , ..., — íî-

ìåð ïîäìíîæåñòâà âûáðàííûõ ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé äëÿ kl E� , à m,
m �1 2, , ,� � , — èíäåêñ óïîðÿäî÷åííûõ ïî âîçðàñòàíèþ äèñêðåòíûõ ïðîïóñêíûõ
ñïîñîáíîñòåé èç çàäàííîãî ðÿäà { }w w w1 2, , ,� � . Îïðåäåëèì äèàïàçîí âîç-

ìîæíûõ çíà÷åíèé ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé W w wkl kl
m

kl
m( ) [min , max ]� � �

�{ }w w w1 2, , ,� � ïî êàæäîé äóãå kl E� , èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî t Tav � max . Ïðè

ýòîì äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ min w w
kl
m � 1, max w w

kl
m � � è õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ íå-

ðàâåíñòâ ñòðîãîå. Èç ìíîæåñòâà { }w w w1 2, , ,� � îòñåèâàþòñÿ òå çíà÷åíèÿ, êîòî-
ðûå çàâåäîìî íå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ t Tav � max . Ïåðâîíà÷àëüíî äëÿ � �1 è

kl E� âûáèðàåì min w w
kl
1

1� , max w w
kl
�

�� , ò.å. W w wkl kl kl
( ) [min , max ]1 1� � .

2. Äëÿ îòñåèâàíèÿ èñïîëüçóåì óñëîâèå

a
f

U w f
b T

U

f

w f

kl

kl
m

kl

rs

rs
m

rsrs

�
�

� � �
��

�� �(min ) max
max

1

1
E rs kl, �
� . (9)

Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîñìàòðèâàåì ñëåâà íàïðàâî çàäàííûé íàáîð ïðîïóñêíûõ

ñïîñîáíîñòåé { }w w w1 2, , ,� � è âûáèðàåì min , , ...w w w f
kl
m

kl� �1 2 äî òåõ ïîð,

ïîêà âûïîëíÿåòñÿ (9). Ïóñòü óñëîâèå (9) âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷èòåëüíî äî

min w w
kl
m � � è íå âûïîëíÿåòñÿ ïðè min w w

kl
m � �� 1, òîãäà äëÿ äóãè kl îòñåèâàþòñÿ

âñå w w� �� , � ��1, , (ðèñ. 2) è min w w
kl
�

�
�

��1
1. Ïðîäîëæàÿ ýòó ïðîöåäóðó äëÿ

âñåõ äóã, ïîëó÷àåì íîâûå ãðàíèöû èçìåíåíèÿ ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé

W w wkl kl kl
( ) [min , max ]2 1� �� � , kl E� . Ïåðåõîäèì ê ïðîöåäóðå W2 .

Ïðîöåäóðà W2 — îòñåèâàíèå ïî çíà÷åíèþ öåëåâîé ôóíêöèè. 1. Çàäàåì

íà÷àëüíûé ïîðîã C C C1
1

2

*
min max( )� � , ãäå C c wkl kl

m
kl Emin (min )� �� , Cmax �

� �� c wkl kl
m

kl E
(max ), m �1 2, , ,� � .

54 ISSN 1019-5262. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2019, òîì 55, ¹ 4



2. Äëÿ îòñåèâàíèÿ äîïóñòèìûõ âàðèàíòîâ èñïîëüçóåì óñëîâèå

a c w b C c wkl kl
m

rs kl
m

rs E rs kl

� � � �
� �

�(max ) (min )*

,

1 . (10)

Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîñìàòðèâàåì ñïðàâà íàëåâî çàäàííûé íàáîð ïðîïóñêíûõ

ñïîñîáíîñòåé { }w w w1 2, , ,� � è âûáèðàåì max , , ,w w w w f
kl
m

kl� �� � 2 1 äî òåõ

ïîð, ïîêà âûïîëíÿåòñÿ (10). Ïóñòü óñëîâèå (10) âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷èòåëüíî äî

max w w
kl
m � � è íå âûïîëíÿåòñÿ ïðè max w w

kl
m � �� 1, òîãäà äëÿ äóãè kl îòñåèâàþò-

ñÿ âñå w w� �� , � � �� , , (ðèñ. 3) è max w w
kl
�

�
�

��1
1.

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ ïðîöåäóðû îòñåèâàíèÿ âàðèàíòîâ äëÿ âñåõ äóã ïî óñëî-
âèþ (10) âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè.

Ñëó÷àé 1. Åñëè îòñåèâàíèå ïðîèçîøëî õîòÿ áû äëÿ îäíîé äóãè, òî ïîëó÷àåì

íîâûå ãðàíèöû èçìåíåíèÿ ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé W wkl kl
( ) [min ,3 1� ��

max ]w
kl
��1 , kl E� . Ïåðåõîäèì ê ïðîöåäóðå W1.

Ñëó÷àé 2. Îòñåèâàíèÿ íå ïðîèçîøëî. Ñóæàåì îáëàñòü ïîèñêà, óñòàíàâëèâàÿ

íîâûé ïîðîã C C C1 1
1

2

* *
min( )� � , è ïåðåõîäèì ê ïðîöåäóðå îòñåèâàíèÿ ïî óñëî-

âèþ (10).

Ñëó÷àé 3. Îòñåÿëèñü âñå âàðèàíòû ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé. Ðàñøèðÿåì

îáëàñòü ïîèñêà, óñòàíàâëèâàÿ íîâûé ïîðîã C C C1 1
1

2

* *
max( )� � , è ïåðåõîäèì

ê ïðîöåäóðå îòñåèâàíèÿ ïî óñëîâèþ (10).

Ïîâòîðÿåì ïðîöåäóðû W1 è W2 äî òåõ ïîð, ïîêà äëÿ âñåõ kl E� ãðàíèöû èç-

ìåíåíèÿ ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé W g w wkl kl kl
( ) [min , max ]� � � íå ñîêðàòÿòñÿ äî

äâóõ çíà÷åíèé, ò.å. êîãäà | ( )| | [min , max ]|W g w wkl kl kl
� �� � 2 ïðè � �� �1 è äëÿ êàæ-

äîé äóãè ìîæíî âûáðàòü ëèáî min w
kl
� , ëèáî max w

kl
� . Äàëåå âûáîð îïòèìàëüíîãî

ðåøåíèÿ ìîæíî âûïîëíèòü ïîëíûì ïåðåáîðîì, íî åãî ñëîæíîñòü ýêñïîíåíöè-

àëüíàÿ è îöåíèâàåòñÿ êàê O e( )2 . Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ â àëãî-

ðèòìå ÏÀÂ ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ òàêàÿ æå, êàê â àëãîðèòìå À, ïðîöåäóðà óïî-
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w1 w2 w3 fk l w4 w5 … wâ wâ+1 … wá

w1, w2, w3 < fkl Çîíà âûáîðà

a > b a � b

Ðèñ. 2. Ñõåìà îòñåèâàíèÿ âàðèàíòîâ ïî îãðàíè÷åíèþ

w1, w2, w3 < fkl Çîíà âûáîðà

a � b a > b

w1 w2 w3 fkl w4 … w�–1 w� … wá–2 wá–1 wá

Ðèñ. 3. Ñõåìà îòñåèâàíèÿ âàðèàíòîâ ïî çíà÷åíèþ öåëåâîé ôóíêöèè



ðÿäî÷åíèÿ äóã âî ìíîæåñòâå E k l k l k l e
* ( , ) , ( , ) , , ( , )� { }1 2 � ïî âîçðàñòàíèþ

çíà÷åíèé ckl
* . Ïðè ýòîì ckl

* îïðåäåëÿþòñÿ ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

c
c w c w

f

w f

f
kl

kl kl kl kl

kl

kl kl

kl

*
(max ) (min )

min ma

�
�

�
�

� �

� x w f
kl kl
� �

, kl E� .

Ñõîäèìîñòü àëãîðèòìà ÏÀÂ îñíîâàíà íà êîíå÷íîñòè ìåòîäà [8], à åãî âðå-
ìåííàÿ ñëîæíîñòü áåç ïîëíîãî ïåðåáîðà íà çàêëþ÷èòåëüíîì ýòàïå çàâèñèò îò êî-
ëè÷åñòâà èòåðàöèé ïî �, ÷èñëà K ñóæåíèé è ðàñøèðåíèé îáëàñòè äîïóñòèìûõ ðå-
øåíèé, âûáîðà àëãîðèòìà ñîðòèðîâêè äóã è ñîñòàâëÿåò O e e Ke e[ ( ( ) ( ))� � �� � � �
� �e e K elog 1 ], ãäå K1 — íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.

Êàê áûëî ïîêàçàíî, îáà àëãîðèòìà (À è ÏÀÂ) íà çàêëþ÷èòåëüíîé ñòàäèè ðà-
áîòû ñóæàþò îáëàñòü äîïóñòèìûõ ðåøåíèé äî äâóõ çíà÷åíèé: w w wij j j� �{ }, 1 ,

j k� �, � 1, i e�1, , è ïðè ïîëíîì ïåðåáîðå 2e âàðèàíòîâ ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü òî÷-

íîå ðåøåíèå. Çàïèøåì ñîêðàùåííóþ çàäà÷ó â âèäå

min c xij ij

ji

e

��
��

1

2

1

(11)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
1

1

2

1U
t x Tij ij

ji

e

� ��
�� � max , (12)

xij

j

�
�
� 1

1

2

, i e�1, , (13)

xij �{ }0 1, , (14)

ãäå cij , j �1 2, , i e�1, , — äèñêðåòíûå ñòîèìîñòè äóã; t f w fij i ij i� �/ ( ), j �1 2, ,

i e�1, , — çàäåðæêè ïîòîêîâ íà äóãàõ; f i — ïîòîê ïî äóãå i, i e�1, .

Çàäà÷ó (11)–(14) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â 0–1 çàäà÷ó î ðàíöå (0–1 Knapsack
Problem):

min ( )c c xi i i

i

e

1

1

�
�
� � (15)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
1

1

1U
t t x Ti i i

i

e

�
�( ) max� �

�
� ,

(16)

xi �{ }0 1, , i e�1, , (17)

ãäå �c c ci i i� �2 1, t f w fi i i i1 1� �/ ( ), �t f w f f w fi i i i i i i� � � �/ ( ) / ( )1 2 , i e�1, ,

1
1

1U
t Ti

i

e

�
�

�
� max ,

1
2

1U
t Ti

i

e

�
�

�
� max .

Äëÿ çàäà÷è î ðàíöå (15)–(17) è çàäà÷è î ðàíöå ñ ìóëüòèâûáîðîì (11)–(14) ñó-
ùåñòâóþò òî÷íûå ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû è ïîëíîñòüþ ïîëèíîìèàëü-
íûå ïðèáëèæåííûå ñõåìû ðåøåíèÿ (FPTAS — Fully Polynomial Time
Approximation Scheme) [12, 13]. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ íèõ èìåþòñÿ àëãîðèòìû,
êîòîðûå çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ îò ðàçìåðà âõîäà çàäà÷ è 1/ � ïîçâîëÿþò ïîëó-
÷èòü ( )1� � ãàðàíòèðîâàííîå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå, ãäå � — ñêîëü óãîäíî ìàëîå
ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Ïîýòîìó íà çàêëþ÷èòåëüíîì ýòàïå ðåøåíèÿ çàäà÷è â îáîèõ
àëãîðèòìàõ äëÿ ïîëó÷åíèÿ òî÷íîãî èëè ãàðàíòèðîâàííîãî �-ïðèáëèæåííîãî ðå-
øåíèÿ âîçìîæíî ïðèìåíåíèå àëãîðèòìîâ, îïèñàííûõ â ðàáîòàõ [12–17]. Äàííûå
àëãîðèòìû, â ÷àñòíîñòè àëãîðèòì âåòâåé è ãðàíèö, ðåàëèçîâàííûé â ïàêåòå
lp solve_ . . .5 5 2 5, òàêæå ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è â ïîñòàíîâêå (3)–(6).
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Àâòîðàì íå èçâåñòíî î ñóùåñòâîâàíèè íà îáùåäîñòóïíûõ ñåðâåðàõ ýòàëîííûõ

ïðèìåðîâ ñ íàáîðàìè äàííûõ ðàçëè÷íîé ðàçìåðíîñòè è èíäèâèäóàëüíîé îñî-

áåííîñòüþ äëÿ çàäà÷è âûáîðà ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðî-

âåðêà àëãîðèòìîâ îñóùåñòâëÿëàñü íà ïðèìåðàõ, ñãåíåðèðîâàííûõ äàò÷èêîì

ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë. Ñðàâíåíèå ïðèáëèæåííûõ è òî÷íûõ ðåøåíèé, ïîëó-

÷åííûõ àëãîðèòìàìè À è ÏÀÂ, ïðîâîäèëîñü äëÿ ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ

ôóíêöèé ñòîèìîñòè. Ïîñêîëüêó ïðè ïðîâåäåíèè ýêñïåðèìåíòà íå èñïîëüçîâà-

ëèñü ïàêåòû ïðîãðàìì öåëî÷èñëåííîé îïòèìèçàöèè, à âûïîëíÿëñÿ ïîëíûé ïå-

ðåáîð äîïóñòèìûõ ðåøåíèé, áûëè ñãåíåðèðîâàíû ñåòè ìàëîé ðàçìåðíîñòè

äëÿ: n = 4 è ñòåïåíè óçëîâ val � 3; n � 5, val � 4; n �10, val � 3; n �10, val � 4.

Äëÿ ïîëíîãî ïåðåáîðà âàðèàíòîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è (11)–(14) èëè (15)–(17)

â îáîèõ ïðèáëèæåííûõ àëãîðèòìàõ èñïîëüçîâàëñÿ àëãîðèòì ïîëíîãî ïåðåáîðà

(AÏÏ), îñíîâàííûé íà àëãîðèòìå ãåíåðàöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äâîè÷íî-îò-

ðàæåííûõ e-ðàçðÿäíûõ êîäîâ Ãðåÿ, ïðåäëîæåííîì â [18, 19]. Àëãîðèòì ïîëíî-

ãî ïåðåáîðà äàåò âîçìîæíîñòü â ïðîöåññå ðåøåíèÿ ýôôåêòèâíî âû÷èñëÿòü çíà-

÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè (11) èëè (15) è îãðàíè÷åíèÿ (12) èëè (16). Äëèíû äóã

dkl , kl E� , âàðüèðîâàëèñü â ïðåäåëàõ îò 50 äî 100 êì, à ïîòîêè uij , i j n, ,�1 , — îò

îäíîãî äî ïÿòè òðàíñïîðòíûõ áëîêîâ. Çíà÷åíèÿ f kl , kl E� , áûëè ïîëó÷åíû ïðè

ðàñïðåäåëåíèè âñåõ ïîòîêîâ ïî êðàò÷àéøèì ïóòÿì. Ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè äóã

çàäàâàëèñü íàáîðîì wkl � �{ , , , , }5 10 15 20 . Ñòîèìîñòè äóã äëÿ çàäàííîãî íàáîðà

ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé âû÷èñëÿëèñü ïî ôîðìóëå C w d k k dkl kl kl
j j

kl( , ) � �
0 1

,

j �1 2, , ... , kl E� . Äëÿ ëèíåéíûõ ôóíêöèé êîýôôèöèåíòû k k
0
1

0
2� � � è

k k
1
1

1
2� � � âûáèðàëèñü èç íàáîðîâ { , , , , }0 0 0 0 � è { , , , , }10 20 30 40 � . Äëÿ íå-

ëèíåéíûõ ôóíêöèé çíà÷åíèÿ k
0
1 5� , k

1
1 10� , à çíà÷åíèÿ ïîñëåäóþùèõ k j

0
è

k j
1

, j � 2 3, ,� , âîçðàñòàëè íà ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó èç èíòåðâàëà [5, 10]. Â òàáë. 1

ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðè îãðàíè÷åíèè íà çàäåðæêó Tmax = 0,05.

Äëÿ âñåõ ðåøåíèé ïîêàçàíû ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ tav , äëÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøå-

íèé â ñêîáêàõ ïðèâåäåíû îòêëîíåíèÿ (â ïðîöåíòàõ) îò îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ,

à äëÿ òî÷íûõ ðåøåíèé óêàçàíî îòêëîíåíèå îò ëó÷øåãî ðåøåíèÿ äëÿ àëãîðèòìîâ

À è ÏÀÂ; ëó÷øèå ðåøåíèÿ âûäåëåíû æèðíûì øðèôòîì. Âðåìÿ ñ÷åòà çàäà÷è

(â ñåêóíäàõ), îêðóãëåííîå äî äâóõ çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé, ïîêàçàíî òîëüêî äëÿ

òî÷íîãî ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííîãî ÀÏÏ.

Êàê è ïðåäïîëàãàëîñü, äëÿ ëèíåéíûõ ôóíêöèé ïðèáëèæåííûå è òî÷íûå

ðåøåíèÿ äëÿ àëãîðèòìîâ À è ÏÀÂ ñîâïàäàþò. Ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ öåëåâîé

ôóíêöèè äëÿ ýòèõ àëãîðèòìîâ îòëè÷àþòñÿ îò îïòèìàëüíûõ â ïðåäåëàõ 0,44%.

Äëÿ íåëèíåéíûõ ôóíêöèé ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè äëÿ

àëãîðèòìîâ À è ÏÀÂ îòëè÷àþòñÿ îò îïòèìàëüíûõ â ïðåäåëàõ 0,35 è 2% ñîîò-

âåòñòâåííî. Òî÷íûå ðåøåíèÿ àëãîðèòìà ÏÀÂ ëó÷øå ðåçóëüòàòîâ àëãîðèòìà À

(íà 2,74, 3,96, 8,41 è 12,7%), ÷òî îáúÿñíÿåòñÿ ïîãðåøíîñòüþ àïïðîêñèìàöèè íå-

ëèíåéíûõ ôóíêöèé ñòîèìîñòè ëèíåéíûìè.

Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà ïîêàçûâàþò, ÷òî îáà àëãîðèòìà áåç ïîëíîãî ïåðå-

áîðà âàðèàíòîâ íà çàêëþ÷èòåëüíîì ýòàïå íå äàþò òî÷íîãî ðåøåíèÿ. Àëãîðèòì

ïîëíîãî ïåðåáîðà öåëåñîîáðàçíî ïðèìåíÿòü, êîãäà ÷èñëî äóã íå ïðåâûøàåò

30–35, à âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà ãåíåðàöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîäîâ Ãðåÿ èç-

ìåíÿåòñÿ îò 0 äî 146,06 ñ (e � 35, ðèñ. 4). Êàê âèäíî èç ðèñóíêà, íà÷èíàÿ ñ ÷èñëà

áèòîâ 36 è áîëåå âðåìÿ ðàáîòû äàííîãî àëãîðèòìà ðåçêî âîçðàñòàåò. Îäíàêî

ÀÏÏ ìîæåò ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàòüñÿ â ðàçëè÷íûõ ñõåìàõ âåòâëåíèÿ, íàïðèìåð

â ìåòîäàõ âåòâåé è ãðàíèö, êîãäà ÷àñòü ïåðåìåííûõ ôèêñèðóåòñÿ, à ÷èñëî ñâîáîäíûõ

ïåðåìåííûõ â óçëàõ âåòâëåíèÿ ìåíåå 35.
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Ïðèáëèæåííûå æàäíûå àëãîðèòìû À è ÏÀÂ èìåþò ïîëèíîìèàëüíóþ îöåí-
êó âðåìåííîé ñëîæíîñòè è íå äàþò áîëüøèõ ïîãðåøíîñòåé ïðè íåçíà÷èòåëüíîì
ðàçáðîñå çíà÷åíèé ckl è tkl , kl E� , ÷òî â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ïîçâîëÿåò èõ èñ-
ïîëüçîâàòü äëÿ èíæåíåðíûõ ðàñ÷åòîâ íà ñåòÿõ, ñîäåðæàùèõ áîëåå 1000 óçëîâ è
3000 äóã. Â ýòîì îòíîøåíèè èíòåðåñíà ðàáîòà [20], â êîòîðîé ðàññìàòðèâàëñÿ
ôîðìàëüíûé ïîäõîä ê ïðîáëåìå ïðåäñòàâëåíèÿ òî÷íîé õàðàêòåðèñòèêè íàáîðîâ
âåñîâ tkl äëÿ 0–1 çàäà÷è î ðþêçàêå, êîãäà ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ ðåøåíèé îáðà-
çóþò ìàòðîèä. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå æàäíûå àëãîðèòìû ïîçâîëÿþò

Ôóíêöèÿ
Àëãîðèòì,

âðåìÿ ñ÷åòà, ñ

Çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè (â óñë. åä.) ïðè

n � 4, val � 3,

e � 12

n � 5, val � 4,

e � 20

n � 10, val � 3,

e � 30

n � 10, val � 4,

e � 40

Ëèíåéíàÿ

À (ïðèáëèæåííîå

ðåøåíèå)

37070 (0%)

0,04997977

61550 (0,44%)

0,04963951

186980 (0,27%)

0,04979776

217450 (0,18%)

0,04986274

A (òî÷íîå

ðåøåíèå)

37070

0,04997927

61280

0,04995353

186480

0,04999647

217070

0,04999137

Âðåìÿ

ñ÷åòà, ñ
0,00 0,02 11,90 12163,90

ÏÀÂ (ïðèáëèæåííîå

ðåøåíèå)

37070 (0%)

0,04997977

61550 (0,44%)

0,04963951

186980 (0,27%)

0,04979776

217450 (0,18%)

0,04986274

ÏÀÂ (òî÷íîå

ðåøåíèå)

37070

0,04997927

61280

0,04995353

186480

0,04999647

217070

0,04999137

Âðåìÿ

ñ÷åòà, ñ
0,00 0,02 10,19 13091,23

Íåëèíåéíàÿ

À (ïðèáëèæåííîå

ðåøåíèå)

32243,02 (0,18%)

0,04972611

42867,63 (0,35%)

0,04963951

139395,03(0,31%)

0,04974249

162542,47(0,31%)

0,04976205

A (òî÷íîå

ðåøåíèå)

32184,18 (2,74%)

0,04999059

42719,81(3,96%)

0,04995353

138966,34(8,41%)

0,04999217

162035,20(12,7%)

0,04997742

Âðåìÿ

ñ÷åòà, ñ
0,00 0,02 11,72 11786,80

ÏÀÂ (ïðèáëèæåííîå

ðåøåíèå)

31819,73 (1,58%)

0,04978262

41091,21 (0%)

0,04987555

128182,71 (0%)

0,04998188

143902,47(0,09%)

0,04994724

ÏÀÂ (òî÷íîå

ðåøåíèå)

31324,34

0,04990151

41091,21

0,04987555

128182,71

0,04998188

143770,94

0,04999994

Âðåìÿ

ñ÷åòà, ñ
0,00 0,02 10,22 13160,57

Ò à á ë è ö à 1 . Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ àëãîðèòìîâ À è ÏÀÂ

0 0,02 4,06 8,64 18,45 36,3 65,94 146,06

1179,51

2447,45

580,43
294,28

5085,23
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Ðèñ. 4. Ãðàôèê çàâèñèìîñòè âðåìåíè ðàáîòû àëãîðèòìà ãåíåðàöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîäîâ
Ãðåÿ îò ÷èñëà áèòîâ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

×èñëî áèòîâ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Â
ð

åì
ÿ
,

ñ



ïîëó÷èòü òî÷íîå ðåøåíèå äëÿ ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèé ckl , íî óñëîâèÿ íà ðàçáðîñ
âåñîâ tkl (êîòîðûå ìîæíî ïðîâåðèòü çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ) ñèëüíî
îãðàíè÷åíû.

Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà ïîëó÷åíû íà äâóÿäåðíîì ÏÊ ñ òàêòîâîé ÷àñòîòîé
2.66 GHz è îïåðàòèâíîé ïàìÿòüþ 2 Ãá ïîä óïðàâëåíèåì ÎÑ Windows XP. Âñå ïðî-
ãðàììû íàïèñàíû íà ÿçûêå Ôîðòðàí â ñðåäå Microsoft Developer Visual Studio.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â ðàáîòå äîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à îïòèìèçàöèè âûáîðà ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé
äóã ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé. Ïîêàçàíî, ÷òî äàííàÿ çàäà÷à â èñõîäíîé ïîñòàíîâêå
çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ïðåîáðàçóåòñÿ â 0–1 çàäà÷ó î ðàíöå ñ ìóëüòèâûáî-
ðîì. Äëÿ åå ðåøåíèÿ ïðåäëîæåíî äâà ïðèáëèæåííûõ àëãîðèòìà, îñíîâàííûõ
íà àïïðîêñèìàöèè äèñêðåòíûõ ôóíêöèé ñòîèìîñòè ëèíåéíûìè è ìåòîäå ÏÀÂ.
Ïðîâåäåíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è, êîòîðûå ïîêàçà-
ëè, ÷òî ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåííûõ àëãîðèòìîâ ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ðàç-
áðîñà çíà÷åíèé âû÷èñëÿåìûõ ïàðàìåòðîâ ckl è tkl , kl E� . Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è
â ðàíöåâîé ïîñòàíîâêå ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ èçâåñòíûå òî÷íûå ïñåâäîïîëèíîìè-
àëüíûå àëãîðèòìû è ïðèáëèæåííûå ñõåìû FPTAS, ðåàëèçîâàííûå â ñîâðåìåí-
íûõ ïàêåòàõ öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
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Íàä³éøëà äî ðåäàêö³¿ 30.10.2018

Î.Ì. Òðîôèì÷óê, Â.Î. Âàñÿí³í
ÇÀÄÀ×À ÂÈÁÎÐÓ ÏÐÎÏÓÑÊÍÈÕ ÑÏÐÎÌÎÆÍÎÑÒÅÉ ÄÓÃ Ç ÎÁÌÅÆÅÍÍßÌ ÍÀ ×ÀÑ
ÇÀÒÐÈÌÊÈ ÏÎÒÎÊ²Â

Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó âèáîðó ïðîïóñêíèõ ñïðîìîæíîñòåé äóã ³ç çà-
äàíîãî íàáîðó, àêòóàëüíó äëÿ ðîçïîä³ëó ïîòîê³â â áàãàòîïðîäóêòîâèõ êî-
ìóí³êàö³éíèõ ìåðåæàõ ç îáìåæåííÿì íà ÷àñ çàòðèìêè ïîòîê³â. Äîâåäåíî,
ùî òàêà çàäà÷à º NP-ñêëàäíîþ. Íàâåäåíî àëãîðèòìè íàáëèæåíîãî ðîçâ’ÿçàí-
íÿ çàäà÷³ òà ðåçóëüòàòè ¿õíüîãî åêñïåðèìåíòàëüíîãî ïîð³âíÿííÿ ç òî÷íèì
ïåðåáîðíèì àëãîðèòìîì íà îñíîâ³ ãåíåðàö³¿ ïîñë³äîâíîñò³ äâ³éêîâî-â³äîáðà-
æåíèõ êîä³â Ãðåÿ. Â³äçíà÷åíî, ùî îòðèìàííÿ òî÷íîãî ðîçâ’ÿçêó ìîæëèâî
ç âèêîðèñòàííÿì ïñåâäîïîë³íîì³àëüíèõ àëãîðèòì³â äëÿ 0–1 çàäà÷³ ïðî ðà-
íåöü ç ìóëüòèâèáîðîì.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ïîòîêè ó ìåðåæàõ, ÷àñ çàòðèìêè ïîòîê³â, çàäà÷³ êîìá³íà-
òîðíî¿ îïòèì³çàö³¿.

O.M. Trofymchuk, V.A. Vasyanin
CHOOSING THE CAPACITY OF ARCS WITH CONSTRAINT ON FLOW DELAY TIME

Abstract. The authors consider the problem of choosing the capacity arcs from
a given set, which is important in flow distribution in multicommodity
communication networks with constraint on flow delay time. It is proved that
such problem is NP-hard. The algorithms for the approximate solution of the
problem and results of heir experimental comparison with exact algorithm based
on generating a sequence of binary reflected Gray codes are given. It is noted
that obtaining an exact solution is possible with the use of pseudopolynomial
algorithms for the 0–1 Multiple-choice Knapsack Problem.

Keywords: flows in networks, flow delay time, combinatorial optimization
problems.
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