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Наведено прості залежності, використову-

ючи які можна візуально перевірити прави-

льність обчислення багаторозрядних опера-

цій додавання, віднімання, множення, мно-

ження за модулем та піднесення до степеня 

за модулем. Наведено алгоритми генерування 

таких вхідних та вихідних багаторозрядних 

даних, що дозволяють перевіряти цілісність 

результату при делегуванні обчислень у роз-

поділені системи.  

Ключові слова: багаторозрядна арифмети-
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А.М. ТЕРЕЩЕНКО, В.К. ЗАДІРАКА 

ГЕНЕРУВАННЯ ВЕЛИКИХ ЧИСЕЛ  

ДЛЯ ТЕСТУВАННЯ АЛГОРИТМІВ 

БАГАТОРОЗРЯДНОЇ АРИФМЕТИКИ 

Вступ. Поява нових паралельних обчислювальних  

систем таких, як багатоядерні процесори, графічні 

прискорювачі, кластери, розподілені системи, систе-

ми з розподіленою пам’яттю та інші обумовлена  

вирішенням складних прикладних задач у різних  

галузях. Серед таких задач можна виділити задачі  

обчислення систем лінійних алгебраїчних рівнянь з 

кількістю невідомих 33–35 мільйонів, розрахунок 

оболонок ядерних реакторів, моделювання фізичних, 

хімічних процесів, аеродинаміки, гідродинаміки,  

захисту інформації тощо. Це значно розширює вико-

ристання багаторозрядної арифметики, із-за того, що 

неврахування похибок заокруглення приводить до  

того, що іноді отримуються комп‘ютерні рішення, які 

не відповідають фізичному змісту. Операція багато-

розрядного множення є складовою операції піднесен-

ня до степеня за модулем, від її швидкодії залежить 

швидкодія асиметричних криптографічних програм-

но-апаратних комплексів. Розмаїття існуючих методів 

розпаралелювання обчислення операцій багатороз-

рядної арифметики зумовлено відмінністю пристроїв, 

для яких реалізуються паралельні алгоритми. Як на-

слідок, це потребує включення бібліотеки програм, 

яка виконує операції над багаторозрядними числами, 

у штатне математичне забезпечення сучасних багато-

процесорних систем. У більшості випадків вартість 

розробки програмного забезпечення не є меншою ніж 

вартість обладнання, на якому розв’язується задача.  

Дуже часто не має можливості розробити новий  

алгоритм, тому що на цьому етапі ще не має тестових 

даних, за допомогою яких можна проаналізувати ре-

зультат розв’язання задачі. Тому задача з підготовки 

тестових даних та результатів є не менш важливою 

ніж сама розробка алгоритму. Від якості підготовле-

них даних залежить якість розробленого алгоритму та 

час необхідний для знаходження та усунення помилок 

алгоритму-програми та його реалізації. Під якістю  

тестових даних розуміється наступне: для знаходжен-

ня ефективного алгоритму дуже важливо мати такі  

тестові дані, структура яких не буде впливати на швид-

кодію виконання алгоритму Або такі тестові дані,   
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які допомагають швидше локалізувати помилку (наприклад, при виникненні знаку переносу). Під 
якістю реалізації алгоритму мається на увазі, що реалізація алгоритму буде ефективною (або  
найшвидшою) для великої кількості граничних випадків (наприклад, всі біти є нулі, або всі біти є 
одиницями) та більшого діапазону довжин вхідних даних. Тому дуже важливо мати вже підготов-
леним великий набір тестових даних для тестування граничних випадків та тестових даних для  
різної довжини вхідних даних. Але якщо розглядається розробка та реалізація багаторозрядного 
алгоритму для широкого діапазону даних, наприклад, від 1000 до 4000 бітів з кроком 128 бітів, то 
етап з підготовки тестових вхідних та вихідних даних може бути одним з найбільших за триваліс-
тю етапів з розробки алгоритмів. Так, наприклад, підготовка тестових даних для паралельної  
моделі даних займає більше часу, ніж розробка алгоритму у послідовній моделі обчислень, так як 
для отримання тестових даних необхідно реалізувати алгоритми у послідовній моделі обчислень з 
використанням однакових технологій, а саме мови програмування для спрощення інтеграції при 
тестуванні. Зрозуміло, що зменшення часу на підготовку тестових даних, дає можливість приділи-
ти більше часу на більш якісну реалізацію алгоритму. Тому найбільш цікавими є такі тестові бага-
торозрядні дані, які при генерації мають дуже прості залежності між вхідними та вихідними дани-
ми для даної операції і дають можливість їх відтворення «вручну» без використання спеціальних 
програмних та апаратних засобів. Одним з таких прикладів можна навести, розглядаючи множення 
двозначного числа на 11. Щоб помножити будь-яке число на 11, треба між першою та другою  

цифрами множника вписати суму першої та другої цифри. Наприклад: 23  11, пишемо 2 і 3, а між 

ними ставимо суму (2 + 3). 23  11 = 2(2 + 3)3 = 253, 34  11 = 374. 
У даній роботі наведені деякі прості залежності, використовуючи які можна візуально переві-

рити правильність виконання обчислення багаторозрядних операцій додавання, віднімання, мно-
ження, множення за модулем та піднесення до степеня за модулем. З урахування наведених залеж-
ностей наведені прості алгоритми генерування вхідних та вихідних багаторозрядних даних. 

Паралельна модель обчислень. Під паралельною моделлю обчислення розглядається модель 
GPU (Graphics Processing Unit) відеоплати. Фізично це є окремий пристрій, який інсталюється  
додатково в комп’ютер. GPU побудована за технологією SIMD (Single Instruction–Multiple Data), де 
потокові процесори можуть виконувати одну інструкцію одночасно, оперуючи з різними даними. 
В такій моделі GPU має власну пам’ять, яка значно швидша пам’яті основного процесора. Обчис-
лення на GPU розбиваються на робочі групи паралельних процесорів, де всі операції можуть вико-
нуватись синхронно. При збільшенні кількості задіяних процесорів всі обчислення необхідно  
розбивати на декілька робочих груп, між якими необхідно виконувати синхронізацію, яка є дуже 
витратною операцією. Якщо у послідовній моделі обчислень операції знаку переносу можна не 
враховувати, так як знак переносу враховується в операції додавання автоматично, то в паралель-
ній моделі обчислень врахування знаку переносу потребує використання спеціальної логіки, яка 
збільшує складність обчислення не менш ніж у два рази. Крім того, що знак переносу потрібно 
враховувати між розрядами, його також потрібно переносити і враховувати між даними, які опра-
цьовують різні процесори або різні групи процесорів. При підготовці даних необхідно мати такі 
тестові дані, які окрім помилок обчислення допомагають виявляти помилки синхронізації даних та 
легко локалізувати частини алгоритму, де виникають такі помилки. Зменшення часу на підготовку 
таких даних значно зменшує час на реалізацію алгоритму та є окремою задачею і дає можливість 
приділити більше часу знаходженню більш ефективної реалізації. 

Постановка задачі. Багаторозрядними числами довжиною в N  розрядів будемо називати  

числа, кожен з N розрядів (або слів) якого має 2m , 3,9m   бітів. Тобто в кожен розряд може бути 

записано число у діапазоні від 0 до 
22 1

m

 , а саме багаторозрядне число буде мати вигляд  

1

0

2
N

nk
N k

k

U u




  , 0,2 1n
ku   ,  2mn  , 3,9m  .  
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Наша задача визначити залежності між вхідними та вихідними даними, які є багаторозрядними 

цілими додатними числами та для яких існує простий алгоритм їх генерування, для перевірки пра-

вильності обчислення багаторозрядних операцій додавання, віднімання, множення, множення за 

модулем та піднесення до степеня за модулем та тестування модулів складних алгоритмів, які опе-

рують даними з розмірами у межах від 1000 до 4000 бітів. 

Операція додавання. Згенеруємо багаторозрядні цілі додатні числа для перевірки правильно-

сті обчислення операції додавання. 

Лема 1. Для чисел вигляду 
1

0

2
N

nk
N N

k

U V




  , де 2mn  , 3,9m  , N  – ціле додатне число,  

результатом виконання операції додавання N NU V  буде число вигляду 
1

0

2 2
N

nk
N

k

R




  . 

У силу тривіальності доведення не наведено. Так як процесор може оперувати такими даними, 

як біти, байти, слова, подвійні слова, то для зручності сприйняття будемо використовувати  

16-річну систему обчислення та додавати букву h для її позначення. 

Для перевірки виконаємо операцію у 16-річній системі обчислення. При 8N  , 16n   (зага-

лом 128 бітів) в операції додавання будуть використані числа 8U , 8V , 8R . 

7
16

8 8

0

2 k

k

U V


  = 0001 0001 0001 0001 0001 0001 0001 0001h, 

7
16

8

0

2 2 k

k

R


  = 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002h. 

Генерація даних. Приклад 1. 8N  , 16n  . Генерація чисел для тестування операції  

додавання. 

+ 
0001 0001 0001 0001 0001 0001 0001 0001h 

0001 0001 0001 0001 0001 0001 0001 0001h 
8U  

8V  

 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002h 
8R  

Лема 2. Для чисел вигляду  

1

0

2
N

nk
N

k

U




  , 
1

0

((2 1) 2 )
N

n nk
N

k

V




   , 

де 2mn  , 3,9m  , N  – ціле додатне число, результатом виконання операції додавання N NU V  

буде число вигляду 
1

1

2
N

nk
N

k

R




  . Знак переносу у самий старший розряд не враховується. 

Доведення. У виразі  

1 1 1

0 0 0 1

2 ((2 1) 2 ) (((2 1 1)) 2 ) 2
N N N N

nk n nk n nk nk
N N

k k k k

U V
  

   

               

індекс k N  згідно умови не враховуємо. Лема доведена. 
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Генерація даних. Приклад 2. 8N  , 16n  . Генерація чисел для тестування операції  
додавання. 

+ 
0001 
FFFF 

0001 
FFFF 

0001 
FFFF 

0001 
FFFF 

0001 
FFFF 

0001 
FFFF 

0001 
FFFF 

0001h 
FFFFh1 

8U  

8V  

 0001 0001 0001 0001 0001 0001 0001 0000h 
8R  

Лема 3. Для чисел вигляду  
1

0

((2 1) 2 )
N

n nk
N N

k

U V




    , 

де 2mn  , 3,9m  , N  – ціле додатне число, результатом виконання операції додавання N NU V  

буде число вигляду  
1

1

(2 2) ((2 1) 2 )
N

n n nk
N

k

R




     . 

Знак переносу в найстарший розряд не враховується. 

Доведення. У виразі 
1 1

0 0

((2 1) 2 ) ((2 1) 2 )
N N

n nk n nk
N N

k k

U V
 

 

         отримуємо, що 

1

1

((2 (2 2)) 2 ) (2 (2 2))
N

n n nk n n
N N

k

U V




        .  Так як 2n  є знаком переносу у старший розряд, 

та, враховуючи, що розряд з номером індексу k N  не розглядається, отримуємо, що 
1 1

1 1

((1 (2 2)) 2 ) (2 2) ((2 1) 2 ) (2 2)
N N

n nk n n nk n

k k

 

 

           . Лема доведена. 

Генерація даних. Приклад 3. 8N  , 16n  . Генерація чисел для тестування операції  
додавання. 

+ 
FFFF 
FFFF 

FFFF 
FFFF 

FFFF 
FFFF 

FFFF 
FFFF 

FFFF 
FFFF 

FFFF 
FFFF 

FFFF 
FFFF 

FFFFh 
FFFFh 

8U  

8V  

 FFFF FFFF FFFF FFFF FFFF FFFF FFFF FFFEh2 
8R  

Лема 4. Для чисел вигляду  
1

0

((2 2) 2 )
N

n nk
N N

k

U V




    , 

де 2mn  , 3,9m  , N  – ціле додатне число, результатом виконання операції додавання N NU V  

буде число вигляду  
1

1

(2 4) ((2 3) 2 )
N

n n nk
N

k

R




     . 

Знак переносу в найстарший розряд не враховується. 

                                                      
1 У 16-річній системі обчислення число FFFFh відповідає числу 15 4096 15 256 15 16 15 65535         

у десятковій системі обчислення. 
2 У 16-річній системі обчислення число FFFEh відповідає числу 15 4096 15 256 15 16 14 65534        

у десятковій системі обчислення. 
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Доведення. У виразі  
1 1

0 0

((2 2) 2 ) ((2 2) 2 )
N N

n nk n nk
N N

k k

U V
 

 

         

отримуємо, що 
1

1

((2 (2 4)) 2 ) (2 (2 4))
N

n n nk n n
N N

k

U V




        .   

Так як 2n  – знак переносу у старший розряд, та, враховуючи, що розряд з номером індексу 
k N  не розглядається, отримуємо, що 

1 1

1 1

((1 (2 4)) 2 ) (2 4) ((2 3) 2 ) (2 4)
N N

n nk n n nk n

k k

 

 

           .  

Лема доведена. 
Генерація даних. Приклад 4. 8N  , 16n  . Генерація чисел для тестування операції  

додавання. 

+ 
FFFE 
FFFE 

FFFE 
FFFE 

FFFE 
FFFE 

FFFE 
FFFE 

FFFE 
FFFE 

FFFE 
FFFE 

FFFE 
FFFE 

FFFEh3 
FFFEh 

8U  

8V  

 FFFD FFFD FFFD FFFD FFFD FFFD FFFD4 FFFCh5 8R  

Операція віднімання. Згенеруємо багаторозрядні цілі додатні числа для перевірки правиль-
ності обчислення операції віднімання. 

Лема 5. Для чисел вигляду  
1

0

((2 1) 2 )
N

n nk
N

k

U




   , 
1

0

2
N

nk
N

k

V




  , 

де 2mn  , 3,9m  , N  – ціле додатне число, результатом виконання операції віднімання ( )N NU V  

буде число вигляду  
1

0

((2 2) 2 )
N

n nk
N

k

R




   . 

Доведення. Отримуємо 
1 1 1

0 0 0

((2 1) 2 ) 2 ((2 1 1) 2 )
N N N

n nk nk n nk

k k k

  

  

         . Лема доведена.  

Генерація даних. Приклад 5. 8N  , 16n  . Генерація чисел для тестування операції  
віднімання. 

– 
FFFF 
0001 

FFFF 
0001 

FFFF 
0001 

FFFF 
0001 

FFFF 
0001 

FFFF 
0001 

FFFF 
0001 

FFFFh 
0001h 

8U  

8V  

 FFFE FFFE FFFE FFFE FFFE FFFE FFFE FFFEh 8R  

                                                      
3 У 16-річній системі обчислення число FFFEh відповідає числу 15 4096 15 256 15 16 14 65534         

у десятковій системі обчислення. 
4 У 16-річній системі обчислення число FFFDh відповідає числу 15 4096 15 256 15 16 13 65533         

у десятковій системі обчислення. 
5 У 16-річній системі обчислення число FFFCh відповідає числу 15 4096 15 256 15 16 12 65532        

у десятковій системі обчислення. 
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Лема 6. Для чисел вигляду  

1

0

2
N

nk
N

k

U




  , 
1

0

((2 1) 2 )
N

n nk
N

k

V




   , 

де 2mn  , 3,9m  , N  – ціле додатне число, результатом виконання операції віднімання ( )N NU V  

буде число вигляду  
1

1

2 2
N

nk
N

k

R




  . 

Знак переносу з найстаршого розряду не враховується. 

Доведення. Так як знак переносу з найстаршого розряду не враховується, то можна вважати, 

що розряд з індексом 1k N   дорівнює 1. Враховуючи, що  

1

1

1

(2 1) (2 2 )
N

n n nk
N

k

U






    , 

результат виразу  

1( )N NU V   буде 
1 1

1 1

((2 (2 1)) 2 ) (2 1 (2 1)) 2 2
N N

n n nk n n nk

k k

 

 

          .  

Лема доведена.  

Генерація даних. Приклад 6. 8N  , 16n  . Генерація чисел для тестування операції  

віднімання. 

– 
0001 

FFFF 

0001 

FFFF 

0001 

FFFF 

0001 

FFFF 

0001 

FFFF 

0001 

FFFF 

0001 

FFFF 

0001h 

FFFFh 
8U  

8V  

 0001 0001 0001 0001 0001 0001 0001 0002h 
8R  

Для тестування операції віднімання можна також використовувати зворотні операції з лем  

1–4 та, навпаки, для тестування операції додавання використовувати числа з лем 5 та 6.  

З точки зору теорії тестування операції додавання та віднімання, в яких одним з аргументів або 

результатом є нуль, є важливими для тестування граничних випадків, але, виходячи з їх тривіаль-

ності обчислення та тестування, у даній роботі не розглядаються. 

Операція множення. Згенеруємо багаторозрядні цілі додатні числа для перевірки правильно-

сті обчислення операції множення. 

Лема 7. Для чисел вигляду  
1

0

2
N

nk
N N

k

U V




  ,  

де 2mn  , 3,9m  , 2nN  , N  – ціле додатне число, результатом виконання операції множення 

N NU V  буде число вигляду  

2 2 1

2

0

((2 1 ) 2 ) (( 1) 2 )
N N

nk nk
N

k N k

R N k k
 

 

        . 
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Доведення. Схема обчислення методу множення у стовпчик (1  1).   

    2(N–1)n … 21n 20n 

   2Nn 2(N–1)n … 21n  

… … … … … … … … 

 1  2(2N–2)n … 2Nn 2(N–1)n    

0  2(2N–1)n 1  2(2N–2)n … (N–1)  2Nn N  2(N–1)n … 2  21n 1  20n 

Тоді добуток чисел N NU V  може бути записаний наступним чином: 

1 1
( )

0 0

( 1 )2 (( 1) 2 )
N N

n k N nk

k k

N k k
 



 

      . Якщо замінити діапазон індексів 0, 1k N   у першому  

доданку на діапазон 1,2 1k N N   , та, враховуючи, що значення розряду з індексом 2 1k N   

дорівнює нулю, отримуємо 
2 2 1

0

((2 1 ) 2 ) (( 1) 2 )
N N

nk nk
N

k N k

R N k k
 

 

        . Лема доведена. 

Генерація даних. Приклад 7. 4N  , 16n  . Генерація чисел для тестування операції  

множення (1  1).  

   × 
0001 

0001 

0001 

0001 

0001 

0001 

0001h 

0001h 
4U  

4V  

0000 0001 0002 0003 0004 0003 0002 0001h 8R  

Лема 8. Для чисел вигляду  
1

0

2
N

nk
N

k

U




  , 
1

0

((2 1) 2 )
N

n nk
N

k

V




   , 

де 2mn  , 3,9m  , 2nN  , N  – ціле додатне число, результатом виконання операції множення 

N NU V  буде число вигляду  

2 1 1

2

1 1

2 ((2 2) 2 ) (2 1)
N N

nk n nk n
N

k N k

R
 

  

       . 

Доведення. Схема обчислення методу множення у стовпчик ((2 1) 1)n   .  

2(2N – 1)n 2(2N – 2)n … 2Nn 2(N – 1)n … 21n 20n 

  …  2n – 1 … 2n – 1 2n–1 

  … 2n–1 2n – 1 … 2n–1  

… … … … … … … … 

 2n – 1 … 2n–1 2n – 1    

0  (2n – 1) 2n – 1 … (N – 1)  2n – (N – 1) N  2n – N … 2  2n – 2 2n – 1 
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Беремо до уваги, що для розміщення числа 2n – 1 треба n бітів. Останній рядок можна перепи-
сати з урахуванням значень знаків переносів, які позначимо у дужках як (+ 1), (+ 2), (+ 3)  
і т. д. Зрозуміло, що 2  (2n – 1) генерує один знак переносу у n + 1 біт, 3  (2n – 1) генерує два знаки 
переносу, 4  (2n –1 ) генерує три знаки переносу і т. д.  

1-е врахування знаків переносів 

2(2N – 1)n 2(2N – 2)n … 2Nn 2(N–1)n … 21n 20n 

 
0  (2n – 1) 

(+ 1) 
2n – 1 

… 
… 

(+ (N – 1)) 
2n – (N–1) 

(+ (N – 2)) 
2n – N 

… 
… 

(+ 0) 
2n – 2 

 
2n – 1 

З урахуванням переносів, виникають нові переноси. Остаточно маємо. 
2-е врахування знаків переносів. 

2(2N – 1)n 2(2N – 2)n … 2Nn 2(N – 1)n … 21n 20n 

1 1 … 0 2n – 2 … 2n – 2 2n – 1 

Тоді вираз приймає вигляд 
2 1 1

2

1 1

2 0 2 ((2 2) 2 ) (2 1)
N N

nk Nn n nk n
N

k N k

R
 

  

         . 

Якщо розглядати загальний випадок та не враховувати другий нульовий доданок, то отримає-
мо бажаний вираз. Що і потрібно було довести. 

Генерація даних. Приклад 8. Генерація чисел для тестування операції множення (1 (2 1))n  , 

4N  , 16n  . 

   
× 

0001 
FFFF 

0001 
FFFF 

0001 
FFFF 

0001h 
FFFFh 

4U  

4V  

0001 0001 0001 0000 FFFE FFFE FFFE FFFFh 
8R  

Генерація даних. Приклад 9. Генерація чисел для тестування операції множення (1 (2 1))n  , 

8,N   16n  . 

       
× 

01 
FF 

01 
FF 

01 
FF 

01 
FF 

01 
FF 

01 
FF 

01 
FF 

01h 
FFh 

8U  

8V  

01 01 01 01 01 01 01 00 FE FE FE FE FE FE FE FFh 
16R  

Лема 9. Для чисел вигляду  
1

0

((2 2) 2 )
N

n nk
N N

k

U V




    ,  

де 2mn  , 3,9m  , 2nN  , N  – ціле додатне число, результатом виконання операції множення 

N NU V  буде число вигляду   

 
2 4

(2 1) (2 2)
2

1

(2 3) 2 (2 1) 2 ((2 3 ) 2 ) ( 5) 2
N

n N n n N n nk Nn
N

k N

R N k N


 

 

               

1

1

(( 3) 2 ) 4
N

nk

k

k




    .     (1) 
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Доведення. Схема обчислення методу множення у стовпчик ((2 2) (2 2)).n n     

2(2N – 1)n 2(2N – 2)n 2(2N – 3)n … 2Nn 2(N – 1)n 2(N – 2)n … 21n 20n 

   …  22n – 4  2n 

+4 

22n – 4  2n 

+4 

… 22n – 4  2n 

+4 

22n – 

4  2n +4 

   … 22 n – 4  2n 

+4 

22n – 4  2n 

+ 4 

22n – 4  2n + 

4 

… 22n–4  2n 

+4 

 

… … … … … … … … … … 

  22n – 4  2n 

+4 

… 22n – 4  2n 

+4 

22n – 4  2n 

+4 

22n – 4  2n 

+4 

…   

 22n – 4  2n 

+4 

22n – 4  2n 

+4 

… 22n – 4  2n 

+4 

22n – 4  2n 

+4 

 …   

Доданки вигляду – 4  2n перенесемо у старші розряди та позначимо (– 4), доданки вигляду  

22n перенесемо у старші через один розряд та позначимо (+ 1) та використаємо додаткові рядки. 

Врахування знаків переносу. 

2(2N–1)n 2(2N–2)n  2(N+1)n 2Nn 2(N–1)n … 22n 21n 20n 

 

… 

 

(+ 1) 

(+ 1) 

 

… 

(+ 1) 

 (+ 1) 

(+ 1) 

… 

… 

… 

…

… 

(+ 1) 

… 

(+ 1) 

(+ 1) 

(+ 1) 

(+ 1) 

… 

(+ 1) 

(+ 1) 

 

(+ 1) 

… 

(+ 1) 

 

… 

… 

… 

… 

… 

(+ 1) 

… 

 

 

… 

 

 

… 

 

2n 

 

… 

 

(– 4) 

 

 

 

… 

(– 4) 

(– 4) 

… 

… 

… 

… 

…

… 

 

 

(– 4) 

… 

(– 4) 

(– 4) 

 

(– 4) 

(– 4) 

…  

(– 4) 

(– 4) 

 

(– 4) 

(– 4) 

… 

(– 4) 

… 

… 

… 

…

…

… 

 

(– 4) 

(– 4) 

… 

 

 

 

(– 4) 

 

… 

 

 

 

 

… 

 

 

 

… 

 

 

 

 

… 

 

+ 4 

…

…

…

…

… 

 

 

… 

+ 4 

+ 4 

 

+ 4 

… 

+ 4 

+ 4 

+ 4 

+ 4 

… 

+ 4 

+ 4 

… 

… 

…

… 

… 

+ 4 

+ 4 

… 

 

 

+ 4 

+ 4 

… 

+ 4 

 

… 

 

 

Вирази для обчислення доданків окремо по (+1), (–4), +4 будуть наступними: 

2 1
( 1)
2

1 2

((2 1 ) 2 ) (( 1) 2 )
N N

nk nk
N

k N k

R N k k




  

        , 

2 1
( 4)
2

1 1

4 ((2 ) 2 ) 4 ( 2 )
N N

nk nk
N

k N k

R N k k




  

       , 

2 2 1
4

2

0

4 ((2 1 ) 2 ) 4 (( 1) 2 )
N N

nk nk
N

k N k

R N k k
 



 

        , 

( 1) ( 4)2 4
2 22 22 Nn

N NN NR R R R
      . 
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Загалом отримуємо 

2 1
2

2

1 2

2 ( ((2 1 ) 2 ) (( 1) 2 ))
N N

Nn nk nk
N

k N k

R N k k


  

           

2 1 2 2 1

1 1 0

4 ((2 ) 2 ) 4 ( 2 ) 4 ((2 1 ) 2 ) 4 (( 1) 2 ).
N N N N

nk nk nk nk

k N k k N k

N k k N k k
  

    

                

Після цього згрупуємо значення по k: 

2 1 2 1 2 2
2

2

1 1

2 ((2 1 ) 2 ) 4 ((2 ) 2 ) 4 ((2 1 ) 2 )
N N N

Nn nk nk nk
N

k N k N k N

R N k N k N k
  

    

                

1

2 1 0

(( 1) 2 ) 4 ( 2 ) 4 (( 1) 2 )
N N N

nk nk nk

k k k

k k k


  

          . 

Після додаткового групування доданків отримуємо 

(2 1) (2 1)
2 2 2 ((2 1 (2 1)) 4(2 (2 1))) 2n N n N n

NR N N N N             

2 2

1

(((2 1 ) 4(2 ) 4(2 1 )) 2 ) (8 4 4 ( 1) 4 ) 2
N

nk Nn

k N

N k N k N k N N N N


 

                  

1 1 1 1 1

2 2 2 1 0

(( 1) 2 ) 4 ( 2 ) 4 (( 1) 2 ) 4 ( 2 ) 4 (( 1) 2 )
N N N

nk nk nk nk nk

k k k k k

k k k k k
  

    

                 . 

Продовжуючи розкриття дужок, отримуємо 

2 2
(2 1)

2

1

(2 2) 2 ((2 3 ) 2 ) ( 5) 2
N

n N n nk Nn
N

k N

R N k N




 

            

1
0

2

(( 1 4 4 4) 2 ) ( 4 4 4) 2 4 2
N

nk n n

k

k k k k k




             . 

Після скорочень отримуємо 

2 2 1
(2 1)

2

1 2

(2 2) 2 ((2 3 ) 2 ) ( 5) 2 (( 3) 2 ) 4 2 4
N N

n N n nk Nn nk n
N

k N k

R N k N k
 



  

                 . 

Якщо врахувати, що при 2 2k N   завжди буде (2 2)2 N n  і це потребує знак переносу  

зі старшого розряду 2 1N  , а при 2 3k N   буде завжди нуль, а 5-й доданок можна приєднати  

до 4-го доданку, то остаточно отримуємо (1). Лема доведена. 

Генерація даних. Приклад 10. При 4N   вираз буде мати вигляд, враховуючи, що розряд  

з індексом 2 3 5k N    буде мати значення 1 , що потребує перенос знаку зі старшого розряду  

з індексом 2 2 6k N   . 
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Значення розрядів при N = 4. 

27n 26n 25n 24n 23n 22n 21n 20n 

2n – 3 2n – 2 2n – 1 2n – 1 6 5 4 4 

Значення розрядів при N = 8. 

215n 214n 213n 212n 211n 210n 29n 28n 27n 26n 25n 24n 23n 22n 21n 20n 

2n –3 2n–1   0   1 2 3 4 3 10 9 8 7 6 5 4 4 

Генерація даних. Приклад 11. Генерація чисел для тестування операції множення 

((2 2) (2 2)),n n    4,N   16n  . 

   
× 

FFFE 

FFFE 

FFFE 

FFFE 

FFFE 

FFFE 

FFFEh 

FFFEh 
4U  

4V  

FFFD FFFE FFFF FFFF 0006 0005 0004 0004h 
8R  

Генерація чисел для тестування операції множення ((2 2) (2 2)),n n    8,N  , 16n  . 

       
× 

FE 

FE 

FE 

FE 

FE 

FE 

FE 

FE 

FE 

FE 

FE 

FE 

FE 

FE 

FEh6 

FEh 
8U  

8V  

FD FF 00 01 02 03 04 03 0A 09 08 07 06 05 04 04h 
16R  

Лема 10. Для чисел вигляду  
1

0

((2 1) 2 )
N

n nk
N N

k

U V




    ,  

де 2mn  , 3,9m  , 2nN  , N  – ціле додатне число, результатом виконання операції множення 

N NU V  буде число вигляду 

2 1

2

1

((2 1) 2 ) (2 2) 2 1
N

n nk n Nn
N

k N

R


 

       .    (2) 

Доведення. Числа вигляду 
1

0

((2 1) 2 )
N

n nk
N N

k

U V




     можуть бути представлені у вигляді  

2 1Nn
N NU V   . Тоді операція множення чисел N NU V  має вигляд 

 2(2 1) (2 1) 2 2 2 1Nn Nn Nn Nn
N NU V         . 

22 Nn  означає, що для такого числа всі розряди будуть нульовими окрім найстаршого. При  

відніманні числа 2 2Nn  від 22 Nn  у всіх старших розрядах, починаючи з 1N  , треба робити знак 

переносу у молодші розряди, що змінює нулі на 2 1n   окрім розряду ,N  з якого віднімається 2 

згідно другого додатку 2 2 .Nn   Тоді остаточна формула приймає вигляд (2). Лема доведена. 

                                                      
6 У 16-річній системі обчислення число FEh відповідає числу 254 15 16 14    у десятковій системі  

обчислення. 
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Генерація даних. Приклад 12. Генерація чисел для тестування операції множення 

((2 1) (2 1)),n n    4,N   16n  . 

   
× 

FFFF 

FFFF 

FFFF 

FFFF 

FFFF 

FFFF 

FFFFh 

FFFFh 
4U  

4V  

FFFF FFFF FFFF FFFE 0000 0000 0000 0001h 
8R  

Генерація чисел для тестування операції множення ((2 1) (2 1)),n n    8,N   16n   

       
× 

FF 

FF 

FF 

FF 

FF 

FF 

FF 

FF 

FF 

FF 

FF 

FF 

FF 

FF 

FFh 

FFh 
8U  

8V  

FF FF FF FF FF FF FF FE 00 00 00 00 00 00 00 01h 
16R  

Операція множення за модулем. Згенеруємо багаторозрядні цілі додатні числа для перевірки 

правильності обчислення операції багаторозрядного множення за модулем. 

Лема 11. Для чисел вигляду  

1

1

((2 1) 2 ) (2 2)
N

n nk n
N

k

M




     , 
1

0

2
N

nk
N

k

U




  , 
1

0

((2 1) 2 )
N

n nk
N

k

V




   ,  

де 2mn  , 3,9m  , 2nN  , N  – ціле додатне число, результатом виконання операції множення  

за модулем ( )modN N NU V M  буде число вигляду 
1

0

2 .
N

nk
N

k

R




   

Доведення. Операцію множення за модулем ( )modN N NU V M  представимо у наступному  

вигляді: ( mod mod )modN N N N NU M V M M . З урахуванням того, що mod 1N NV M  , так як 

1N NV M   отримуємо ( mod 1)mod modN N N N NU M M U M  . Так як N NU M , то знак модуля 

можна опустити 
1

0

mod 2 .
N

nk
N N N

k

U M U




    Лема доведена. 

Генерація даних. Приклад 13. Генерація чисел для тестування операції множення за моду-

лем, 4,N   16n  . 

× 

mod 

0001 

FFFF 

FFFF 

0001 

FFFF 

FFFF 

0001 

FFFF 

FFFF 

0001h 

FFFFh 

FFFEh 

U4 

V4 

M4 

 0001 0001 0001 0001h 
4R  

Генерація чисел для тестування операції множення за модулем, 8,N   8N   

× 

mod 

01 

FF 

FF 

01 

FF 

FF 

01 

FF 

FF 

01 

FF 

FF 

01 

FF 

FF 

01 

FF 

FF 

01 

FF 

FF 

01h 

FFh 

FEh 

U8 

V8 

M8 

 01 01 01 01 01 01 01 01h R8 
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Лема 12. Для чисел вигляду  

1

0

2
N

nk
N

k

U




  , 
1

0

((2 1) 2 )
N

n nk
N N

k

U V




    , 
1

1

2
N

nk
N

k

M




  ,  

де 2mn  , 3,9m  , 2nN  , N  – ціле додатне число, результатом виконання операції множення  

за модулем ( )modN N NU V M  буде число вигляду 2 1n
NR   . 

Доведення. Операцію множення за модулем ( )modN N NU V M  представимо у наступному  

вигляді:  ( mod mod )modN N N N NU M V M M . З урахуванням того, що mod 1N NU M  , так як 

1N NU M  , отримуємо ( mod 1)mod modN N N N NV M M V M  . Так як ( 1) (2 1)n
N NV M    ,  

або (2 1) (2 1)n n
N NV M     , то mod 2 1n

N NV M   . Лема доведена. 

Генерація даних. Приклад 14. Генерація чисел для тестування операції множення за  

модулем, 4,N   16n  . 

× 

mod 

0001 

FFFF 

0001 

0001 

FFFF 

0001 

0001 

FFFF 

0001 

0001h 

FFFFh 

0000h 

U4 

V4 

M4 

 0000 0000 0000 FFFFh R4 

Генерація чисел для тестування операції множення за модулем, 8,N   8.N   

× 

mod 

01 

FF 

01 

01 

FF 

01 

01 

FF 

01 

01 

FF 

01 

01 

FF 

01 

01 

FF 

01 

01 

FF 

01 

01h 

FFh 

00h 

U8 

V8 

M8 

 00 00 00 00 00 00 00 FFh R8 

Лема 13. Для чисел вигляду  
1

0

((2 1) 2 )
N

n nk
N N

k

U V




    , 
1

1

((2 1) 2 ) (2 2)
N

n nk n
N

k

M




     ,  

де 2mn  , 3,9m  , 2nN  , N  – ціле додатне число, результатом виконання операції множення  

за модулем ( )modN N NU V M  буде число вигляду 1NR  . 

Доведення. Операцію множення за модулем ( )modN N NU V M  представимо у наступному  

вигляді: ( mod mod )modN N N N NU M V M M . З урахуванням того, що mod mod 1N N N NU M V M  , 

та 1N N NU V M   , отримуємо (1 1)mod 1NM  . Лема доведена. 

Генерація даних. Приклад 15. Генерація чисел для тестування операції множення за моду-

лем, 4,N   16n  . 

× 

mod 

FFFF 

FFFF 

FFFF 

FFFF 

FFFF 

FFFF 

FFFF 

FFFF 

FFFF 

FFFFh 

FFFFh 

FFFEh 

U4 

V4 

M4 

 0000 0000 0000 0001h R4 
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Генерація чисел для тестування операції множення за модулем, 8,N   8.N   

× 

mod 

FF 

FF 

FF 

FF 

FF 

FF 

FF 

FF 

FF 

FF 

FF 

FF 

FF 

FF 

FF 

FF 

FF 

FF 

FF 

FF 

FF 

FFh 

FFh 

FEh 

U8 

V8 

M8 

 00 00 00 00 00 00 00 01h R8 

Операція піднесення до степеня за модулем. Згенеруємо багаторозрядні цілі додатні числа 

для перевірки правильності обчислення операції піднесення до степеня за модулем. 

Лема 14. Для чисел вигляду  
1

0

2
N

nk
N

k

U




  , 
1

0

((2 1) 2 )
N

n nk
N N

k

E M




    ,  

де 2mn  , 3,9m  , 2nN  , 2 ,pN   2 fp   – ціле додатне число, результатом виконання операції 

піднесення до степеня за модулем modNE
NNU M  буде число вигляду 

1

0

2 ,
N

nk
N

k

R P




   2 ,tP   

( 2 )modt n p n  . 

Доведення. У першій частині доведення розглянемо тільки множення за модулем. Добутком 

чисел вигляду  
1

0

2
N

nk
N

k

U




  , де 2mn  , 3,9m  , 2nN  , 

N  – ціле додатне число, буде число вигляду  
2 2 1

2

0

((2 1 ) 2 ) (( 1) 2 )
N N

nk nk
N N N

k N k

U U R N k k
 

 

           

згідно леми 7. Добуток чисел 2N N NR U U   можна відобразити наступним чином: 

 
   

× 
0001 

0001 

0001 

0001 

… 

… 

0001h 

0001h 

UN 

UN 

 0000 0001 … 1N 

 

N   1N 

 

… 0001h R2N 

Число 
1

0

((2 1) 2 )
N

n nk
N

k

M




    можна представити як 2 1Nn
NM   . Якщо у першому доданку 

числа  
2 2 1

2

0

((2 1 ) 2 ) (( 1) 2 )
N N

nk nk
N

k N k

R N k k
 

 

          

додавання починати з індексу нуль та винести множник за дужки, то отримаємо, що  
2 1

2

0 0

2 ( 1 ) 2 (( 1) 2 )
N N

Nn nk nk
N

k k

R N k k
 

 

        . 

З урахуванням того, що 2 mod ( 1)mod 1Nn
N N NM M M   , а доданки  

2

0

( 1 )
N

k

N k




   та 
1

0

(( 1) 2 )
N

nk

k

k




   

менше 2Nn ,  то отримуємо, що добуток чисел 2N N NR U U   за модулем NM  буде наступним: 
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2 1

2

0 0

mod (2 ( 1 ) 2 (( 1) 2 ))mod(2 1)
N N

Nn nk nk Nn
N N

k k

R M N k k
 

 

           

1 1

0 0

( (( 1 ) ( 1)) 2 )mod(2 1) ( 2 )mod ( )mod
N N

nk Nn nk
N N N

k k

N k k N M N U M
 

 

           . 

Враховуючи, що 2 mod ( )modN N N NU M N U M  , отримуємо  

1 1 2mod ( )mod mod ( )modN N NE E E
N N N N N NNU M N U M N M N U M

       .   (3) 

У другій частині доведемо, що 
1
mod 1NE

NN M


 , тобто число 
1NE

N


 можна представити  

як степінь числа ( 1)x
NM  , де x  – натуральне число.  Число 

1NE
N


 представимо у наступному  

вигляді: 
1 1 2 2(2 ) (2 ) 2

Nn Nn
N NE Ep p pN
 
   . Цей вираз можна записати наступним чином: 

( ) ( )
22 2

2 2 222 2 (2 ) (2 ) (2 ) ( 1)

NnNn Nn

Nn Nn m p Nn m pm p

pp p
Nn

p Nn Nn Nn p pNn Nn
NM

   
      . 

При обчисленні за модулем 1NM   отримуємо, що 

( )1 2mod ( 1) mod 1
Nn m p

NE p
N N NN M M M

 
   .         (4) 

При використанні (4) у (3) отримуємо, що 2mod ( )modNE
N N NNU M N U M  . 

У третій частині доведення розглянемо циклічні зсуви. Помножимо число NU  на 2n   

за модулем NM . Так як число має вигляд 
1

0

2
N

nk
N

k

U




  , то отримуємо, що 

1 1

0 0

(2 )mod (2 2 )mod ( 2 )mod
N N

n n nk n nk
N N N N

k k

U M M M
 



 

       

1 1

1 1

(2 2 )mod 2 mod ( 2 )mod
N N

nN nk nN nk
N N N

k k

M M M
 

 

       

1 1

1 1

( 1)mod ( 2 )mod (1 2 )mod
N N

nk nk
N N N N

k k

M M M M
 

 

        

0 1 1

0 1 0

( 2 2 )mod ( 2 )mod mod
N N

nk nk nk
N N N N

k k k

M M U M
 

  

      . 

Отримуємо, що (2 )mod modn
N N N NU M U M  . Множення числа, яке є степеню двійки, на 

число NU   за модулем  NM  можна представити наступним чином: 

(2 )mod (2 2 )mod (2 ((2 )mod )modg g n n g n n
N N N N N N NU M U M U M M        , 

mod(2 )mod (2 )mod (2 )modg n g n q
N N N N N NU M U M U M      ,  

де modq g n . 
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Число NU  складається з N  розрядів, довжина кожного з яких є n  бітів.  Якщо всі розряди 

мають однакове число 2nk , а саме степінь двійки, то можна розглядати, що при множенні числа 

NU   за модулем NM  на 2g , відбуваються зсуви вліво на g  бітів, якщо g n , або на modg n   

бітів, якщо g n , з циклічністю у n  бітів. Тобто зсуви відбуваються паралельно у кожному з N  

розрядів окремо без переносу значень у сусідні розряди. Після множення 2 2x nk  у кожному роз-

ряді буде число  ( )mod mod2 2x nk n x n  . 

Для того, щоб зсуви відбувалися вправо, необхідно виконати обернену операцію, тобто опера-

цію множення на двійку з від’ємним степенем  

1
( 1)mod 1 1

0

(2 )mod (2 2 )mod (2 )mod
N

n n nk n
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З урахуванням того, що зсуви вправо відбуваються циклічно, напишемо вираз у вигляді 
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Остаточно можна записати, що ( 2 )modmod 2NE n p n
N NNU M U , де 2 1Nn
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  , 2pN  , 2 fp  , 2mn  , 3,9m  , 2nN  . Лема доведена. 

Генерація даних. Приклад 16. Генерація чисел для тестування операції піднесення до степе-

ня за модулем, 4,N   16.n   
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Висновки. Надані залежності між вхідними та вихідними даними, за допомогою яких можна 

перевіряти результати виконання багаторозрядної операції. Найцікавішим у наданих залежностях  

є те, що у силу своєї простоти є можливість візуальної перевірки без використання спеціальних 

програмних засобів, що є дуже важливим критерієм при розробці та налагодженні програми. Пока-

зано, що алгоритм генерування вхідних та вихідних даних – простий. Залежності надані у вигляді 

лем. Для кожної леми наведені приклади для зручності сприйняття залежності між вхідними та  

вихідними даними розглянутих операцій.  

Використання таких залежностей також дозволяє перевіряти цілісність вихідних даних при  

делегуванні обчислень у розподілені системи, наприклад, такі, як хмарні обчислення [10]. 
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Introduction. The emergence of new parallel computational systems, such as multi-core processors, clus-

ters, distributed systems, is due to the solution of various applied problems in various fields. The difference be-

tween devices for which parallel algorithms are implemented causes a variety of existing methods for parallel-

izing the calculation of multi-digit arithmetic operations. There is a problem of developing universal algorithms 

for implementing multi-digit arithmetic operations that are efficiently performed on various devices and on var-

ious systems. 

Very often it is not possible to develop a new algorithm, since at this stage there is still no test data with 

which it is possible to analyze the result of calculation. Therefore, the task of preparing test data and results is 

no less important than the development of the algorithm itself. The quality of the prepared data determines the 

quality of the implemented algorithm and the time required to find and eliminate errors in the algorithm-

program and its implementation. 

In this paper, some simple dependencies are given, using which you can visually check the correctness of 

the calculation of multi-digit operations of addition, subtraction, multiplication, multiplication by modulo and 

exponentiation by modulo. Simple algorithms for generating input and output multi-digit data are presented. 

Using dependencies allows to check the integrity of the output when delegating computations to distributed 

systems such as cloud computing. 
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The purpose of the article is to show simple dependencies between the input data and the results of per-

forming multi-digit operations of addition, subtraction, multiplication, multiplication by modulo and exponen-

tiation by modulo. For the given dependencies, methods for generating input and output multi-digit numbers 

are shown, which can be used to check the correctness of the calculation of multi-digit operations, which sig-

nificantly saves the time required for preparing test data. 

Dependencies are provided in a generic way, which allows you to generate input data and results for de-

vices that operate on words of different lengths (8, 16, 32, 64, 128, 256, etc. bits). 

Results. The dependences between the input data and the results of performing multi-digit operations are 

analyzed. The provided dependencies are proved in the form of lemmas. The dependencies are presented in a 

general form, since to generate multi-digit sequences, it is needed to set two parameters: N – the number of dig-

its in the multi-digit value and n – the length of the digits in bits. The examples show the generation of input 

data and results for various multi-digit operations. 

Conclusions. The paper presents dependencies that are easy to remember and use for visual verification 

of the results of multi-digit calculations without using additional or special software or hardware, which allows 

to devote the saved time to developing new or more efficient modifications of multi-digit algorithms. 

Keywords: multi-digit arithmetic, parallel computational model. 


