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Введение 

Решению задач оптимизации линейных динамических систем посвящен ряд 

фундаментальных работ, в частности [1–3]. В большинстве из них задача оптими-

зации решается на основе вариационного исчисления, принципа максимума и ди-

намического программирования. Впервые применение методов функционального 

анализа к решению задачи максимального быстродействия было предложено в ра-

боте [4], где для построения оптимального управления использовались некоторые 

свойства функционалов в нормированных пространствах, полученных в [5]. Кро-

ме того, в [6] показано, что результаты работы [5] применимы при гораздо более 

общих предположениях относительно переменных управления. Так, в работе [7] 

предложена новая синергетическая концепция оптимизации нелинейных объек-

тов, опирающаяся на фундаментальное свойство самоорганизации природных 

диссипативных систем. В данной статье описан практический инструментарий 

методов функционального анализа для решения типовых задач оптимизации ли-

нейных динамических систем. 

Постановка задачи 

Рассмотрим задачу оптимизации управления полностью управляемой линей-

ной динамической системы: 
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где x  — n-мерный вектор состояния системы; )(tu  — r-мерный вектор управления; 

)(ty  — m-мерный вектор наблюдения; A, B, C — матрицы коэффициентов объекта, 

интенсивности управления и измерителя размерности (nn), (nr)  и (mn). 

Пусть заданы граничные условия вида 
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Считаем также, то норма управления в банаховом пространстве задается в виде 
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Предположим также, что вектор допустимого управления ограничен, т.е. 

 .)( Mtu
p
  (4) 

Из последнего условия следует, что при p  
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  (5) 

Выбор нормы вектора управления в виде (3) неслучаен, так как при p  

имеем задачу максимального быстродействия. Действительно, 

 ,11ln)(lim

00

dtkdtMrtu

TT

pp
 


или .1

)(

0

dt
k

tu T
p

  

Кроме того, при p=2 неравенству (5) с учетом (3) отвечает ограничение на 

энергию управления на интервале [0, T], т.е. имеем задачу оптимизации среднего 

значения энергии. Для p=1 это неравенство с учетом (3) означает ограниченность 

интеграла, взятого на промежутке времени [0, T] от суммы абсолютных значений 

управляющих переменных, т.е. имеем задачу чистого расхода топлива. 

Известно [2], что решение дифференциального уравнения вида (1) определя-

ется выражением 
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где )(Ф t  — матрица перехода. Отсюда имеем 
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Необходимо найти управление, минимизирующее норму (3) и удовлетворяющее 

граничным условиям (2) при ограничении (4) на интервале управления [0, T].  

Решение задачи 

Рассмотрим вектор разности: 

 .)(Ф 0xТСxd T   (7) 

С учетом (6) имеем 
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где BtCtG )(Ф)(   — матрица размерности (mn). 

Введем некоторый вспомогательный m-мерный вектор v, для которого спра-

ведливо 

 )()( tGvtw TT   или ).()( twvtG T   (9) 

Применяя неравенство Гельдера [8], с учетом соотношений (8) и (9) получаем 
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или (1/p + 1/p) = 1. 
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Согласно неравенству (10) имеем 
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Правая часть этого выражения зависит от выбора вектора v. Из равенства (8) 

следует, что соотношение (10) выполняется для любого вектора v. Следова-

тельно, неравенства (10) и (11) также выполняются для любого вектора v. От-

сюда следует, что 
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Исключим из рассмотрения все векторы, кроме тех, для которых .1dvT  

Это возможно, так как 
p

tu )(  не зависит от используемой формы записи  

(cv или v). Тогда 
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Обозначим 0v  вектор, для которого норма 
q

tw )( минимальна при условии, 

что .1dvT  При этом 
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Тогда из соотношения (13) получим равенство 
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Последнее соотношение выполняется всегда, когда неравенство 

 ,)()(1 00
pq
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полученное из неравенства Гельдера (10), обращается в равенство. Нетрудно 

убедиться, что неравенство Гельдера, а следовательно, и неравенство (14) 

превращаются в равенства тогда и только тогда, когда выполняется условие 
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для всех ],0[ Tt  и ....,,2,1 rj   

Соотношение (15) является необходимым и достаточным условием опти-

мальности в задачах оптимизации линейных динамических систем. На его основе 

нетрудно получить выражение для оптимального управления в частных случаях 

задач оптимизации. Например, для задачи максимального быстродействия (мини-

мального времени перехода) в норме вектора управления (3) следует принять 
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p . В этом случае норма вектора управления равна максимальному смеще-

нию M в выражении (4), что, как было показано ранее, и соответствует bang-bang-

control (двухступенчатый или двухпозиционный контроль) в оптимальных по 

быстродействию системах [2]. 

Убедимся в этом следующим образом. С учетом (4) минимальное время 

T = Tmin существует, исходя из неравенства  
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полученного из неравенства (14), тогда и только тогда, когда выполняется условие 
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Из (16) следует, что если 
p

w0 является непрерывной функцией T, то время 

Tmin равно минимальному значению T, для которого  

 .
10

M
w

p
  (17) 

В этом случае из соотношений (15) и (17) следует, что координаты вектора 

оптимального управления  
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Наконец, учитывая, что при p , ,1q  окончательно имеем 
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Если неравенства (16) не выполняются для никакого значения времени T, то 

для заданного ограничения M задача не имеет решения.  

Как указывалось ранее, при p = 1 имеем задачу чистого расхода топлива, 

а при p = 2 — задачу оптимизации расхода энергии, для которых также нетрудно 

получить конечное выражение для оптимального управления. 

Покажем практическое использование предложенного инструментария 

методов функционального анализа для решения задач минимизации энергети-

ческих затрат и минимизации времени перехода в линейной динамической си-

стеме (1). 

Пусть динамика полностью наблюдаемого и управляемого объекта описыва-

ется следующей системой дифференциальных уравнений: 
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Для системы однородных дифференциальных уравнений, получаемой из (20) 

при u(t) = 0, находим матрицу перехода 
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Решим задачу построения оптимального управления u
0
(t), для которого время 

перехода рассматриваемой системы из начального состояния 0)0( xx   в конечное 

0)(  TxTx  принимает минимальное значение и, кроме того, выполнено усло-

вие (4). 

Найдем G(t) как 
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Предположим, что начальное состояние системы .]0,0,1[)0( Tx   Из (8) 

находим вектор .]0,0,1[ Td   Предположим, что полная энергия переменных 

управления ограничена (p=2 и q=2), т.е. 
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В этом случае решение поставленной задачи сводится к минимизации выра-

жения 
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Из соотношения (10) получим 
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Следовательно, минимальное значение нормы выражения (21) с учетом (22) 

можем записать как 
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Условие 1dvT  означает, что .11 v  

Интегрируя выражение (23) и приравнивая частные производные по 2v  и 3v
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Подставив эти значения в (23), получим 
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Отсюда с учетом (23) имеем 
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Поскольку значение E известно (задано заранее), можно найти минимальное 

время перехода Tmin. И наконец, используя (18), находим оптимальное управ-

ление: 
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Таким образом, решена задача минимизации времени перехода рассматрива-

емой линейной динамической системы при ограниченных энергетических ресур-

сах и при отсутствии ограничений на переменные управления. 

В случае классической задачи максимального быстродействия при ограниче-

ниях на переменные управления, т.е. 
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Интеграл (24) достигает минимума при  
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Согласно формуле (17) минимальное значение времени minT  находится из условия 
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Исходя из (19), оптимальное управление окончательно запишем в виде 
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Заключение 

При достаточно общих предположениях на основе функционального ана-

лиза получены соотношения для вектора оптимального управления. Однако 

для окончательного построения оптимального управления требуется решить 

задачу минимизации нормы (3) вектора управления, что, как правило, доста-

точно трудно [9]. В приведенных примерах показано, что в отдельных случаях 

возможно аналитическое решение задачи оптимизации линейных динамиче-

ских систем [10] без использования численных методов и дополнительных 

упрощающих условий. 
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О.А. Стенін, В.П. Пасько, І.Г. Дроздович 

ОПТИМІЗАЦІЯ ЛІНІЙНИХ ДИНАМІЧНИХ СИСТЕМ 

МЕТОДАМИ ФУНКЦІОНАЛЬНОГО АНАЛІЗУ 

Запропоновано практичний інструментарій методів функціонального аналізу 

для вирішення типових задач оптимізації лінійних динамічних систем. Реаліза-

ція запропонованих методів продемонстрована на прикладах, в яких показано, 

що в окремих випадках можливе аналітичне розв’язання задач оптимізації без 

використання чисельних процедур і додаткових спрощувань умов. 

Ключові слова: лінійні динамічні системи, критерії оптимізації, функціональ-

ний аналіз, норма вектора управління, нерівність Гельдера. 

A.A. Stenin, V.P. Pasko, I.G. Drozdovich 

OPTIMIZATION OF LINEAR DYNAMIC SYSTEMS  

BY METHODS OF FUNCTIONAL ANALYSIS 

A practical toolkit for methods of functional analysis for solving typical problems of 

optimizing linear dynamical systems is proposed. The implementation of the pro-

posed methods is demonstrated by examples in which it is shown that in some cases 

an analytical solution of optimization problems is possible without the use of numeri-

cal procedures and additional simplifying conditions. 

Keywords: linear dynamic systems, optimization criteria, functional analysis, control 

vector norm, Helder inequality 
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