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КЛАСТЕРИЗАЦИЯ СОВОКУПНОСТИ СОСТАВНЫХ 

НЕЧЕТКИХ ЧИСЕЛ НА ОСНОВЕ МНОЖЕСТВ 

СКАЛЯРНОГО И ВЕКТОРНОГО УРОВНЕЙ 

Введение 

Традиционная задача группирования данных в относительно однородные 

группы не только остается актуальной в современных условиях, но и постоянно 

получает новое развитие в силу необходимости оперативной обработки огромных 

потоков информации и решения проблемы построения информационных сооб-

ществ [1]. Задача, возникающая в самых различных сферах науки, экономики, со-

циума и т.д., включает в себя проблему выделения кластеров и задачу нахождения 

эталонных узлов в совокупности данных. При этом в реализации методов класте-

ризации важную роль имеют характеристики принадлежности данных к группе, 

способы вычисления расстояний между элементами, весовые коэффициенты, за-

висящие от конкретной предметной области и наблюдений, полученных в рамках 

этой области. Методы имеют разную вычислительную сложность и разную сте-

пень эффективности при решении конкретных прикладных задач. 

Для проведения процесса кластеризации существует множество подходов, 

большинство из которых основывается на эвристических методах, реализующих 

определенные процедурные схемы исследователя и не требующих сложных ста-

тистических расчетов. Однако в случае обработки нечеткой (недостаточно опре-

деленной — fuzzy) информации их использование существенно усложняется или 

вообще становится невозможным из-за специфического представления нечетко-

сти. Рассмотрим методику кластеризации неточно заданной информации, для 

формализации которой используются совокупности составных нечетких мно-

жеств [2]. 

Составные нечеткие множества как обобщение нечетких множеств Заде 

Определение 1 [3]. Нечетким множеством A
~

 в универсальном пространстве Х 

называется совокупность пар вида ))},(,{( ~ xx
A

  где ,Xx  а ]1,0[:)(~  Xx
A

 — 

функция принадлежности нечеткого множества .
~
A  

Величину функции принадлежности )(~ x
A

  для произвольного элемента 

Xx  называют степенью принадлежности x  нечеткому множеству .
~
A  Интер-

претацией степени принадлежности )(~ x
A

  является субъективная мера того, 

насколько элемент Xx  соответствует понятию, смысл которого формализуется 

нечетким множеством .
~
A  

При этом обычное множество }0)(:{ ~0  xXxL
A

 называется носителем 

нечеткого множества ,
~
A  а множества })(:{)( ~  xXxL

A
 — множествами 

уровня ]1,0(  нечеткого множества .
~
A  

Традиционно в качестве универсального множества (пространства) X  рас-

сматривается произвольное подмножество конечномерного пространства :nR  

,nRX   .)...,,( 1
n

n Rxxx   
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Следует подчеркнуть, что в последнее время теория нечетких множеств 

превратилась в детально изученную область с широким спектром прикладных 

задач, в которых используется термин «нечеткая величина». Его впервые исполь-

зовал Кофман [4], затем он появился в работах [3, 5]. 

Одним из способов описания нечетких величин является подход, предложен-

ный Намиасом [5], в котором используется понятие пространства возможностей.  

Определение 2 [6]. Нечеткая величина определяется как функция из про-

странства возможностей )Pos),(,(   на множество действительных чисел ,1R  

где   — некоторое непустое множество, }{Pos A  — величина меры возможности 

для произвольного ),(A  )(  — множество всех подмножеств для .  

С практической точки зрения данное определение недостаточно конструк-

тивно. Однако необходимо заметить, что нечеткие величины могут быть опреде-

лены разными способами. Для формализации нечетких величин на практике часто 

используется понятие нечеткого числа, которое эквивалентно классическому 

определению нечеткого множества с определенными условиями, накладываемы-

ми на функцию принадлежности.  

Пусть в качестве универсального множества X  рассматривается подмноже-

ство действительных чисел, т.е. .1RX   В этом случае нечеткое множество b
~

  

содержит совокупность пар, составленных из двух скалярных значений: 
1Rx  и 

).(~ x
b

  Будем считать, что функция принадлежности )(~ x
b

  имеет следующий вид: 

 ];,[,)(~ bax
ab

ax
x

b





  

 ];,[,)(~ cbx
bc

xc
x

b





  (1)  

 ].,[,0)(~ caxx
b

  

В этом случае утверждается, что задано нечеткое число b
~

 треугольного вида, 

т.е. )},,,{(
~

cbab   ,cba   c линейными функциями принадлежности вида (1). 

Не ограничивая общности, рассмотрим нечеткие числа ,
~
1b …, mb

~
 треуголь-

ного вида с линейными функциями принадлежности ),(
1

~ x
b

 …, ),(~ x
mb

  опреде-

ленные в соответствующих универсальных множествах ,1X …, ,mX  где ,1RX i   

.,1 mi   При этом очевидно, что для носителей нечетких чисел справедливо 

включение ,],[ iii Xca   .,1 mi   В дальнейшем для краткости будем говорить, 

что имеется множество нечетких чисел. 

Из произвольных элементов этого множества сформируем множество вида  

 ...,)),(,()),(,{(
~ 2~21~1

21
xxxxb

bb
m  ))},(,( ~ m

b
m xx

m
  ],,[ ii

i cax   .,1 mi   (2) 

Определение 3. Произвольное множество mb
~

 вида (2) будем называть состав-

ным нечетким числом на множестве нечетких чисел ,
~
1b …, mb

~
 треугольного вида. 

Необходимо отметить, что составное нечеткое число не является в общем 

случае нечетким множеством, так как при этом невозможно определить универ-

сальное множество, на котором оно задается. С другой стороны, несложно видеть, 

что составное нечеткое число представляет собой вектор из элементов нечетких 

чисел размерности .m  Кроме того, этот агрегат также не следует отождествлять с 
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нечетким множеством ))},(,{(
~

~ xxA mA
m    )...,,,( 21 mxxxx ,mR  задающим по-

нятие нечеткого вектора, для построения которого используется универсальное мно-

жество вида i

m

i
X

1
 ,mR  с единственной функцией принадлежности )(~ xmA

  [4]. 

Заданную совокупность составных нечетких чисел mb
~

 конечного объема 

1N  будем обозначать ),
~

( mbK  .)
~

( NbK m   

Определение 4. Множество  

 

,},0)(...,,0)(

,0)(:...,,,{

1
0~2~

1~2
2

1
1

0

2

1

i

m

i

mm
bb

bm
mm

XLxx

xXxXxXxL

m 




  

назовем носителем составного нечеткого числа .
~mb  

Определение 5. Множество 

 
,)(},)(...,,)(

,)(:...,,,{)(

0~2~

1~2
2

1
1

2

1

mmm
bb

bm
mm

LLxx

xXxXxXxL

m



  

назовем множеством скалярного уровня ]1,0(  составного нечеткого числа .
~mb  

Определение 6. Множество 

 
},)(...,,)(

,)(:...,,,{)...,,(

~2
2~

1
1~2

2
1

1
1

2

1

m
m

bb

bm
m

m
m

xx

xXxXxXxL

m



  

,)...,,( 01
m

m
m LL   назовем множеством векторного уровня ),...,,( 1 m  i  

],1,0(  ,,1 mi   составного нечеткого числа .
~mb  

Очевидно, что множества },0)(:{ ~0  xXxL
ii bi  ,,1 mi   являются но-

сителями соответствующих нечетких чисел ,
~
1b …, ,

~
mb  множества )(iL  

},)(:{ ~  xXx
ibi  ,,1 mi   — множествами уровня ]1,0(  нечетких чисел 

,
~
ib  ,,1 mi   и справедливы следующие соотношения: 

 ,... 0000 21 m
LLLLm    

 ),(...)()()( 21  m
m LLLL   

 ).(...)()()...,,( 22111 mmm
m LLLL    

Определение 7. Составное нечеткое число 0|~mb  вида ...),0,(),0,{(
~ 210| xxb m   

)},0,(..., mx  ,i
i Xx   ,,1 mi   назовем полностью вырожденным, а составное 

нечеткое число ))},(,(...,),0,(...,)),(,{(
~

~1~1|

1

m
b

mj
b

jm xxxxxb
m

  ,0)(~  i
b

x
i

 

,i
i Xx   ,,1 mi   ,ji   — вырожденным по j-й компоненте, .,1 mj   

Это имеет место в случае, когда нечеткое число mb
~

 строится из элементов 

,i
i Xx   ,,1 mi   в полном объеме или частично не принадлежащих носителям 

нечетких множеств ,
~
ib  .,1 mi   Очевидно, что составное нечеткое число будет 
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вырожденным по компонентам ,...,,1 kjj  ,,1 mjp   ,,1 kp   если оно имеет вид 

kjjm
b

,...,| 1
~

...,),0,(...,)),(,{( 1

1

1~1 j
b

xxx  ))},(,(...,),0,( ~ m
mb

mj
xxx k   ,0)(~  i

b
x

i
 

,i
i Xx   ,,1 mi   ,1ji  …, ,kji   и справедливо соотношение .

~~ ,...,1|0| mmm bb   

Определение 8. Нечеткие числа ,
~
ib  ,,1 mi   будем называть проекциями со-

ставных нечетких чисел, принадлежащих ).
~

( mbK  

Определение 9. Составное нечеткое число ,
~ 1m

jb  построенное из элементов 

нечетких чисел ,
~
1b …, ,

~
1jb  ,

~
1jb …, ,

~
mb  назовем срезом совокупности состав-

ных нечетких чисел )
~

( mbK  по j-й компоненте, .,1 mi   

Пусть задано два невырожденных составных нечетких числа: 

 ))},(,(...,)),(,()),(,{(~
~

2
~

21
~

1

21

mu

b

mu

b

u

b

m xxxxxxu
m

  

 ...,)),(,()),(,{(~ 2
~

21
~

1

21

yyyyv v

b

v

b

m  ))}.(,( ~
mv

b

m yy
m

  

Вычислим величину )},(),({minmin ~~
,1

iv

b

iu

bmi
yx

ii




 которая является мини-

мальным значением среди значений мер принадлежности отдельных элементов 

обоих чисел .~,~ mm vu  Это значение позволяет построить два множества скалярно-

го уровня   в виде обычных множеств ),(~ m
uL ),(~ m

vL  определяющие точки носи-

теля 
mL0  составного нечеткого числа ,

~mb  между которыми может быть вычисле-

но расстояние )()( ~~  m
v

m
u LLd . 

Определение 10. Нечеткая величина по Вонгу [7] 

 ,)(:),{()
~

(
~

 mm LddbW  ],1,0()(min ~

,1




i
b

mi
x

i
 ,i

i Xx   },,1 mi    

где   — евклидова норма вектора в ,mR  определяет метрику на множестве ).
~

( mbK  

Таким образом, каждое составное нечеткое число mb
~

 «измеряется» с помо-

щью нечеткой величины ),
~

(
~ mbW  а для определения нечеткого расстояния 

)~,~(~ mm vu  между произвольными составными нечеткими числами 
mm vu ~,~  мож-

но использовать нечеткую величину  

 )},(min,)()(:),{()~,~(~
~

,1},,{

~~ 


r

bmivur

m
v

m
u

mm

i

LLddvu   

где ),(~ m
uL  )(~ m

vL  — множества скалярного уровня ]1,0(  составных нечетких 

чисел mm vu ~,~  соответственно. 

В случае использования множеств векторного уровня построение такой мет-

рики требует большей формализации. Проблема состоит в том, что в результате 

построения множеств векторного уровня ),...,,( 1 m  ],1,0(i  ,,1 mi   для 

произвольных составных нечетких чисел 
mm vu ~,~  получается два обычных мно-

жества: )...,,( 1~ m
m
uL   и )...,,( 1~ m

m
vL  , элементы которых характеризуются раз-

ной степенью принадлежности. Естественно, существуют различные способы ак-

сиоматизации расстояния между этими множествами.  
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Воспользуемся методами нахождения компромиссного решения в задачах 

векторной оптимизации [8]. Предположим, что для заданных чисел mm vu ~,~  по-

строены множества уровня )...,,( 1~ m
m
uL   и )...,,( 1~ m

m
vL  . Это означает, что вы-

полнены соотношения ,)(~ i
iu

b
x

i

  ,)(~ i
iv

b
y

i

  .,1 mi   Тогда можно постро-

ить составное нечеткое число вида }.,1),,{(
~

miyxD i
iim   

Несложно заметить, что процедура формирования компромиссного решения 

будет состоять в решении задачи двухкритериальной оптимизации вида  

 ,max
,1 mi

ii yx


  ,max
,1 mi

i


  (3) 

решение которой ii

mi

yxd 
 ,1

maxarg , ,maxarg
,1

i
mi




 позволяет определить рас-

стояние между множествами )...,,( 1~ m
m
uL   и )...,,( 1~ m

m
vL   в виде нечеткой ве-

личины по Вонгу )}.,{()
~

(
~

 dDW m
 

Таким образом, нечеткое расстояние )~,~(~ mm vu  между произвольными со-

ставными нечеткими числами mm vu ~,~  при использовании множеств векторного 

уровня можно определить как нечеткую величину ),
~

(
~ mDW  полученную в резуль-

тате решения задачи (11). 

Принцип сравнения расстояний между составными нечеткими числами 

Сравнение нечетких расстояний при использовании множеств скалярного и 

векторного уровня проводится на основе способа обработки нечетких отноше-

ний, введенного С.А. Орловским [9]. Согласно этому способу, если заданы 

),~,~(~~
111
mm vu  )~,~(~~

222
mm vu  — нечеткие расстояния между составными не-

четкими числами mm vu 11
~,~  и mm vu 22

~,~  соответственно, то можно определить нечет-

кое расстояние, являющееся меньшим, в понимании нечеткого отношения пред-

почтения «< ». 

Для нахождения «меньшего» расстояния предполагается, что нечеткое отно-

шение предпочтения ),( bag  для произвольных нечетких элементов BbAa
~

,
~

  

при условии 0)},(),(),({min),( ~~~~ 


bababa
BABAg  определяет соотноше-

ние в виде ba   со степенью ).,(),( babag g  

С его помощью можно сравнивать расстояния )~,~(~~
111
mm vu  и 2

~
 

:)~,~(~
22
mm vu  выражение )~,~( 21 g  означает степень того, насколько 1

~  «мень-

ше» .~
2  Это также позволяет определить «ближайший» к заданному составному 

нечеткому числу 0~z  элемент ,~*z  где *~z  — составное нечеткое число, значения функ-

ций принадлежности которого для каждого ,ii Xx   ,,1 mi   определяются из со-

отношений 

 


)),(1(min)(
*

~ xxx iT
Xx

i
z

b
ii

.,1),,(max1 mixxiT
Xx i




 

Здесь Т — нечеткое отношение строгого предпочтения, соответствующего ),,( bag  
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Использование введенного понятия расстояния между составными нечетки-

ми числами и способа их сравнения позволяет сформулировать алгоритмы нечет-

кого группирования данных, представленных в виде совокупности составных не-

четких чисел из ).
~

( mbK  Данные алгоритмы обобщают наиболее известные под-

ходы к решению задачи кластеризации. При этом использование каждого из них 

имеет свои специфические особенности, о которых будет сказано ниже.  

Методы кластеризации нечетких данных 

Разработка конструктивных алгоритмов кластеризации нечетких данных, 

представленных совокупностью составных нечетких чисел из ),
~

( mbK  включает в 

себя формализацию способов поиска кластерного центра множества и реализацию 

процедуры группирования нечетких данных в пределах заданного количества 

кластеров. 

В литературе, посвященной проблемам кластеризации [10–12], чаще всего 

рассматривается три алгоритма: C-means, пикового группирования и разностного 

группирования. Эти методы представляют собой кардинально разные подходы к 

решению проблемы кластеризации. Как правило, первый из них требует от иссле-

дователя точного знания количества кластеров, на базе чего строится алгоритм. 

Второй метод требует существенных временных затрат на выполнение, осу-

ществляя проверку достаточно большого количества нетривиальных условий 

принадлежности элемента к кластеру и построение самого кластера. Третий — 

наиболее оптимальный, но для его применения необходимо детальное знание 

специфических зависимостей в системе для установки значений важных парамет-

ров, без которых метод не дает желаемого результата. 

Пусть задана некоторая совокупность невырожденных составных нечетких чи-

сел },1,
~

{ )( pjA jm   из ).
~

( mbK  В дальнейшем будем считать, что используется 

скалярный уровень 10   или векторный уровень ),...,,( 1 m  ],1,0(i  ко-

торые определяют гарантированный уровень нечеткости рассматриваемых данных. 

Метод нечеткого группирования С-means. Предположим, что заданную 

совокупность можно сгруппировать в k кластеров [13]. 

Определим k центров кластеров в виде набора составных нечетких чисел: 

 ...,)),(,()),(,{(
~ )(2~)(2)(1~)(1)(

21

i
A

ii
A

iim xxxxC  ))},(,( )(~)( im
A

im xx
m

 .,1 ki   

Исходя из того, что точные значения центров группирования неизвестны, ал-

горитм кластеризации должен быть итерационным. В начале процесса значения 

центров группирования выберем случайным образом. 

Предположим, что составные нечеткие числа ,
~ )( jmA  ,,1 qj   ,pq   имеют 

непустые множества уровня ),(mL  представляющие собой обычные векторы 

},...,,,{)
~

( )()(2)(1)( jmjjjm xxxAS   .,1 qj   Понятно, что векторы )
~

( )( jmAS  будут 

принадлежать к разным группам с центрами ),
~

( )(imCS  ,,1 ki   соответственно со 

степенью принадлежности .,1,,1, qjkiuij   Начальные величины значений 

принадлежности также могут быть заданы случайно, с учетом очевидного условия 

1
1




k

i
iju  для каждого .,1 qj   Без ограничения общности, ,iju  ,,1,,1 qjki   мо-

гут быть определены, например, в виде ,/1 kuij   .,1,,1 qjki   
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Функцию ошибок, которая соответствуют такому представлению, можно 

определить в виде суммы частичных ошибок принадлежности центрам с учетом 

значений степеней принадлежности ,iju  ,,1,,1 qjki   соответственно в виде 

  
 


k

i

q

j

jmim
ij ASCSuSE

1 1

)()( )
~

(),
~

()( . (4) 

Тогда задача группирования будет заключаться в нахождении минимальных зна-

чений функции ошибки )(SE  с р ограничениями типа ,1
1




k

i
iju  .,1 qj   Решение 

этой задачи представляется в виде [13] 

 



q

j
ij

q

j

jm
ij

im uASuCS
11

)()( /)
~

()
~

( , (5) 

 



k

t

m
tjijiju

1

)11/(22 ,)/(1/  (6) 

где )
~

(),
~

())
~

(),
~

(( )()()()( jmimjmim
ij ASCSASCS  , ,,1,,1 qjki   — евкли-

дово расстояние между парами векторов, определяющих центры ,,1,
~ )( kiC im   и 

составные нечеткие числа ,
~ )( jmA  ,,1 qj   соответственно. 

Окончательно алгоритм формулируется следующим образом. 

1. Задать вектор величин уровня ),...,,( 1 m  ].1,0(i  

2. Определить значения коэффициентов ,,1,,1, qjkiuij   с учетом условий 

нормирования. 

3. Определить k центров кластеров в соответствии с (5). 

4. Вычислить значения функции ошибки в соответствии с формулой (4). Если 

ее значение не превышает некоторой пороговой величины или при условии не-

значительного уменьшения значения ошибки относительно предыдущей итера-

ции, то вычисления прекращаются. Текущие значения центров кластеров состав-

ляют решение задачи. В противном случае необходимо перейти к п. 4. 

5. Рассчитать новые значения ,,1,,1, qjkiuij   по формулам (6) и перей-

ти к п. 2. 

Метод пикового группирования. В алгоритме пикового группирования, пред-

ложенного в [14], рассмотрена мера плотности размещения векторов ),
~

( )( jmAS  

,,1 qj   для этого генерируются так называемые пиковые функции. При исполь-

зовании p исходных векторов создается сетка, равномерно накрывающая про-

странство векторов ),
~

( )( jmAS qj ,1 . Узлы этой сетки рассматриваются в каче-

стве потенциальных нечетких центров 

 ))},(,(...,)),(,()),(,{(
~ )(~)()(2~)(2)(1~)(1)(

21

im
A

imi
A

ii
A

iim xxxxxxC
m

  ,,1 ki   

и для каждого из них рассчитывается пиковая функция M( )),
~

( )(imCS ,,1 ki   

 M ))
~

(( )(imCS ,)2/)
~

(,)
~

((exp
1

22)()(




p

j

bjmim ASCS   

где )
~

(),
~

( )()( jmim ASCS , ,,1,,1 pjki   — евклидово расстояние между парами 

векторов, определяющих центры ,,1,
~ )( kiC im   и составные нечеткие числа 
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,
~ )( jmA  ,,1 pj   соответственно, коэффициент σ — константа, которая индивиду-

ально подбирается для каждой конкретной задачи, а b — показатель степени 

обобщения функции Гаусса. 

Величина функции )),
~

(( )(imCSM  ,,1 ki   рассматривается как оценка высоты 

пиковой функции. Она пропорциональна количеству векторов ),
~

( )( jmAS  ,,1 qj   

находящихся в окрестности потенциального центра ),
~

( )(imCS  .,1 ki   Малое зна-

чение )),
~

(( )(imCSM  ,,1 ki   свидетельствует о том, что центр ),
~

( )(imCS  ,,1 ki   

размещается в области, в которой размещено небольшое количество векторов 

),
~

( )( jmAS  .,1 qj   Необходимо обратить внимание на то, что коэффициент σ 

имеет незначительное влияние на конечные пропорции между )),
~

(( )(imCSM  

,,1 ki   для разных значений ),
~

( )(imCS  ,,1 ki   поэтому подбор его величины не 

является критичным. 

После вычисления значений )),
~

(( )(imCSM
 

,,1 ki   для всех потенциальных 

центров отбираются первые 1k  точки, имеющие наибольшие значения )),
~

((
)(

1
im

CSM  

.,1 1ki   Для выбора следующих центров необходимо, во-первых, исключить 1k  

центров и узлы, размещенные в непосредственной близости от них. Это можно 

сделать путем переопределения пиковой функции за счет отсекания от нее значе-

ний функции Гаусса с центрами в точках ),
~

(
)(

1
lm

CS
 

.,1 1kl   Если эту вновь 

определенную функцию обозначить как )),
~

(( )(
new

imCSM  ,,1 ki   то 

))
~

(( )(
new

imCSM = ))
~

(( )(imCSM M( )
~

(
)(

1

lm
CS ) ).2/)

~
(,)

~
((exp 22)()(

1 
bimlm

CSCS  

Необходимо обратить внимание на то, что значения функция 

)),
~

(( )(
new

imCSM  ,,1 ki   в точках ),
~

(
)(

1
lm

CS ,,1 1kl   становятся равными нулю. 

Отсюда следует, что последовательное отсечение центров (с максимальным зна-

чением пиковой функции) позволяет выявлять и устранять следующие центры. 

Процесс поиска следующих центров ),
~

(
)(

2
lm

CS  ,,1 21 kkl   ),
~

(
)(

3
lm

CS  

,,1 32 kkl  …, проводится последовательно на модифицированных значениях 

функции Mnew )),
~

(( )(imCS  ,,1 ki   получающихся при удалении близкого окру-

жения центра, обнаруженного на предыдущем этапе. Он завершается в момент 

локализации всех центров, использующихся в модели. Метод пикового группиро-

вания эффективен, когда размерность вектора ),
~

( )( jmAS  ,,1 qj   невысока. 

В противном случае (при большом количестве компонент )
~

( )( jmAS , ),1 qj   ко-

личество потенциальных центров растет достаточно быстро, процесс расчетов пи-

ковых функций становится длительным, а сама процедура — малоэффективной. 

Метод разностного группирования данных [13] — это модификация ал-

горитма пикового группирования, в которой векторы ),
~

( )( jmAS  ,,1 qj   рас-

сматриваются в качестве k  потенциальных центров, .qk   Пиковая функция 

)),
~

(( )(imASD  ,,1 ki   в этом алгоритме задается в виде 
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(( )(imASD ,))2/(/)
~
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Значение коэффициента ra определяет сферу соседства. На значения 

D( )),
~

( )(imAS  ,,1 ki   существенно влияют только векторы ),
~

( )( jmAS  ,,1 qj   раз-

мещенные в пределах этой сферы. При большой плотности точек в окрестности 

),
~

( )(imAS  ki ,1  (потенциального центра) значения функции D( )),
~

( )(imAS  
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ki ,1 , велико. И наоборот, ее малые значения свидетельствуют о том, что в 

окрестности ),
~

( )(imAS  ,,1 ki   незначительное количество данных. Такая точка 

считается «неудачным» кандидатом в центры. После вычисления значений пико-

вой функции для каждой точки ),
~

( )( jmAS  ,,1 qj   выбирается вектор ),
~

( mAS  для 

которого мера плотности ))
~

(( mASD  оказалась наибольшей. Эта точка становится 

первым отобранным центром ).
~

( 1
m

CS  Выбор следующего центра возможен после 

исключения предыдущего центра и всех точек, лежащих в его окрестности. Как и 

в методе пикового группирования, пиковая функция переопределяется в виде  

 Dnew( ))
~

(( )(imAS D ))
~

(( )(imAS – 

 – D ))
~

(( 1
m

CS ),)2/(/)
~

(),
~

((exp 22
1

)(
a

bmim rCSAS .,1 ki    

При переопределении функции ))
~

(( mASD  коэффициент rb задает новое зна-

чение константы, которая очерчивает сферу соседства для следующего центра. 

Обычно накладывается условие rb ≥ ra . Пиковая функция Dnew )),
~

(( )(imAS  ,,1 ki   

принимает нулевое значение при )
~

( )(imAS = ),
~

( 1
m

CS  ,,1 ki   и близка к нулю в 

ближайшей окрестности этого центра. 

После модификаций значений пиковой функции определяется следующая 

точка — ),
~

( mAS  для которой величина Dnew ))
~

(( mAS  максимальна. Эта точка 

становиться следующим центром ).
~

( 2
m

CS  Процесс поиска следующего центра 

повторяется после удаления компонентов, соответствующих построенным цен-

трам. 

Каждый из методов имеет свои собственные особенности и уточнения в за-

висимости от условий использования и его структурно-концептуальной реализа-

ции. Главным фактором выступает показатель наиболее оптимального метода, что 

на практике существенно зависит от условий конкретной задачи. Результаты 

практического использования методов кластеризации на заданной сетке двухэле-

ментных составных нечетких чисел позволили сделать ряд выводов.  

Если в методе С-means необходимо выбирать начальные коэффициенты, пока-

зывающие степень принадлежности к кластеру, исключительно случайно, то в алго-

ритме пиковой группировки главную роль играет покрытие плоскости равномерной 

сеткой с размерами ячеек, зависящими от максимального и минимального значений 

двухмерных данных покоординатно. Узлы этой сетки будут выступать в качестве 

претендентов в центры будущих кластеров и оказывается, что выбрать размеры ячеек 

этой сетки — задача, зависящая от конкретной ситуации. Данную задачу можно ре-

шать по правилу Рунге, которое заключается в нахождении такого разбиения области, 

при котором величина nnn II  22  nI(  — результат расчетов, полученных 

при использовании n  узлов по каждой координате сетки), достигает своей напе-

ред заданной точности. В вычислительных экспериментах для нахождения ре-

зультатов полагалось Θ = .3/1  Точность правила Рунге задается пользователем в 

зависимости от условий конкретной прикладной области. 

Параметры b и σ, использующиеся в методе, также подбираются индивидуально 

для каждой задачи. При вычислении экспоненты для оценки точек сгущения вокруг 

кандидата для некоторых претендентов (из-за ограниченности размера представления 

чисел в машинной интерпретации) возникает проблема оценивания нулевого значе-

ния выражения. Поэтому перед тем, как подставлять полученные в преобразованиях 

значения в показатель экспоненты, их желательно разделить на некоторую константу 

(в рассматриваемых вычислительных примерах использовалось значение 1000). Кро-
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ме этого, при реализации возникает проблема учета близости узла сетки — кандидата 

в центры кластера, что делает значение суммы экспоненциальных выражений очень 

большим, даже без учета значений этой функции для других точек. Поэтому считает-

ся необходимым ввести ограничения на степень близости возможного кандидата в 

центры кластера к другим точкам. Как вариант, предлагается определять минимально 

допустимое расстояние по правилу Рунге. 

Алгоритм разностного группирования представляет собой упрощенную, но бо-

лее эффективную модификацию алгоритма пикового группирования. Все замечания, 

сделанные для метода пикового группирования, в этой случае несущественны. Един-

ственным нерешенным вопросом остается значение коэффициента ra, определяющего 

сферу соседства. При практическом использовании это значение может также опре-

деляться по правилу Рунге с заданной точностью. Главный плюс алгоритма — то, что 

в качестве кандидатов в центры кластеров выступают сами входные данные. 

Для анализа полученных результа-

тов исследования проведены вычисли-

тельные эксперименты. Работа алгорит-

мов тестировалась на примере задачи 

группирования состояний нечеткой си-

стемы, функционирующей в двухмер-

ном пространстве. Начальное размеще-

ние состояний системы проводилось 

случайным образом, количество точек 

определялось пользователем. Результа-

ты процедуры кластеризации множе-

ства состояний нечеткой системы, состоящего из 100 точек (рис. 1, больший раз-

мер точки соответствует большей величине меры принадлежности элемента не-

четкому множеству), приведены на рис. 2 (а — методом C-means (крестиком обо-

значены центры кластеров), ,7k  ;3,0  б, в — методом разностного группи-

рования, 2,0 и ;3,0  г — методом пикового группирования, ).6,0  

        
а б 

        
в г 

 
Рис. 1 
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Рис. 2 

Заключение 

В данной статье предложен новый способ формализации нечеткости в виде 

составных нечетких чисел. Рассмотрена аксиоматика такого представления, вве-

дено понятие множеств скалярного и векторного уровней, сформулированы про-

цедуры для вычисления расстояний между данными. На основе разработанных 

моделей и методов рассмотрены и решены задачи группирования состояний не-

четкой системы, описанных совокупностью составных нечетких чисел, на основе 

множеств скалярного и векторного уровня. Основная идея разработанных алго-

ритмов кластеризации состоит в вычислении и использовании значений расстоя-

ния между элементами соответствующих множеств заданного скалярного или 

векторного уровня с учетом величины погрешности, которая определяется на 

прямоугольной сетке, накрывающей множество исходных данных. Пред-

ложенные алгоритмы позволяют формализовать поиск кластерных центров сово-

купности составных нечетких чисел и реализовать процедуры группирования 

данных в пределах предварительно заданного или автоматически сгенерирован-

ного по ходу алгоритма количества кластеров. Рассмотрены условия наиболее оп-

тимального использования алгоритмов кластеризации.  

Предложенный подход является модификацией существующих методов кла-

стеризации, адаптированных к обработке нечетких данных специального вида. 

Приведены примеры использования данного подхода при решении практических 

задач, проанализированы результаты численных экспериментов. 

 

Є.В. Івохін, Д.В. Апанасенко 

КЛАСТЕРИЗАЦІЯ СУКУПНОСТІ СКЛАДЕНИХ 

НЕЧІТКИХ ЧИСЕЛ НА ОСНОВІ МНОЖИН 

СКАЛЯРНОГО ТА ВЕКТОРНОГО РІВНІВ 

Запропоновано новий спосіб формалізації нечіткості у вигляді складових нечіт-

ких чисел. Розглянуто аксіоматику такого представлення, введено поняття 

множин скалярного і векторного рівнів, сформульовано процедури для розра-

хунку відстаней між даними. На основі розроблених моделей і методів розгля-

нуто системи, що складаються з сукупності нечітких чисел, на основі множин 

скалярного і векторного рівня. Основна ідея розроблених алгоритмів кластери-

зації складається з наступних варіантів: обчислення і векторний рівень з ураху-

ванням даних похибки, яка визначається на прямокутній сітці, що накриває 

множину вихідних даних. Запропоновані алгоритми дозволяють формалізувати 

пошук кластерних центрів сукупності складових нечітких чисел і реалізувати 

процедури групування даних в межах заздалегідь визначеної або автоматично 

згенерованої по ходу алгоритму кількості кластерів. Розглянуто умови опти-

мального використання алгоритмів кластеризації. Запропонований підхід є 

модифікацією всіх методів кластеризації, адаптованих до обробки нечітких 

даних спеціального виду. Наведено приклади використання даного підходу 

при вирішенні практичних завдань, проаналізовано результати числових експе-

риментів. 
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E.V. Ivokhin, D.V. Apanasenko 

CLUSTERING OF COMPOSITE FUZZY  

NUMBERS AGGREGATE BASED ON SETS  

OF SCALAR AND VECTOR LEVELS 

A new method for formalizing fuzziness in the form of composite fuzzy numbers is 

proposed. The axiomatics of such representation is considered, the notion of sets of 

scalar and vector levels is introduced, procedures for calculating distances between 

data are formulated. On the basis of the developed models and methods, the problems 

of grouping the states of a fuzzy system described by a set of composite fuzzy num-

bers on the basis of sets of scalar and vector levels are considered and solved. The 

main idea of the developed clustering algorithms is to calculate and use the distance 

values between the elements of the corresponding sets of a given scalar or vector lev-

el, taking into account the error value, which is determined on a rectangular grid cov-

ering a set of initial data. The proposed algorithms allow us to formalize the search 

for cluster centers of a set of composite fuzzy numbers and implement the procedures 

for grouping data within a predetermined or automatically generated number of clus-

ters during the course of the algorithm. Conditions for constructive use of clustering 

algorithms are considered. The proposed approach is a modification of existing clus-

tering methods, adapted to processing of fuzzy data of a special kind. Examples of 

the use of this approach in solving practical problems are given, and the results of 

numerical experiments are analyzed. 
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