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У теорії багатовимірних крайових задач окрему увагу привертають задачі з грубими крайо-
вими даними, тобто такими, що не є інтегровними функціями на межі (див., наприклад, 
[1—4]). До останніх належать функції зі степеневими особливостями, дельта-функції та їх 
похідні, розподіли, породжені різними випадковими процесами. Вони інтерпретуються у 
сенсі теорії узагальнених функцій (розподілів) як елементи деяких функціональних про-
сторів від’ємного порядку. Дослідження таких задач є істотно складнішим порівняно з ви-
падком достатньо регулярних крайових даних, які належать до просторів додатного по-
рядку. Тут зразу постає питання про інтерпретацію слідів узагальнених функцій низької 
ре гу лярності на межі області, де розглядається задача. Як правило, такі сліди означають за 
до помогою граничних переходів, апроксимуючи узагальнені функції в області досить глад-
кими функціями у спеціально підібраних нормах. Уведення таких норм накладає деякі умо-
ви регулярності на праву частину диференціального рівняння [1] або приводить до того, що 
розв’язок задачі не можна інтерпретувати як узагальнену функцію в області [2]. Додаткові 
складнощі виникають, коли використовують простори розв’язків, у яких множини гладких 
функцій не є щільними, як, наприклад, простори Нікольського низького порядку.
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Еліптичні задачі з грубими крайовими 
даними у просторах Нікольського
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Досліджено загальну еліптичну задачу, задану в обмеженій евклідовій області, з крайовими даними у прос-
торах Нікольського низького, зокрема, від’ємного порядку. Припускається, що права частина еліптичного 
диференціального рівняння є інтегровною функцією. Встановлено нетеровість задачі, максимальну регу ляр-
ність і апріорну оцінку її узагальнених розв’язків у вказаних просторах. Дано застосування цих результатів 
до деяких еліптичних задач з крайовими даними, породженими гауссовим білим шумом.

Ключові слова: еліптична крайова задача, простір Нікольського, нетерів оператор, регулярність розв’язку, 
апріорна оцінка, білий шум. 
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Мета цієї роботи — встановити теореми про характер розв’язності (нетеровість), мак-
симальну регулярність і апріорну оцінку розв’язків еліптичних задач з крайовими даними у 
просторах Нікольського низького (у тому числі від’ємного) порядку. Вона мотивована важ-
ливими застосуваннями останніх у теорії білого шуму. Саме у термінах просторів Ніколь-
ського від’ємного порядку вдалося точно (за порядком простору) охарактеризувати регу-
лярність гауссового білого шуму на торі [5]. Це дає змогу нам отримати точний результат 
про регулярність розв’язків деяких еліптичних задач з крайовими умовами, породженими 
таким шумом.

1. Постановка задачі. Нехай   — обмежена область у евклідовому просторі nR , де 
2n . Припустимо, що її межа   є нескінченно гладким замкненим многовидом вимірності 
1n   (причому C-структура на   породжена nR ). Розглянемо в   еліптичну крайову за-

дачу вигляду 

Au f   в  ,  (1)

j jB u g   на  , 1, , .j l    (2)

Тут : ( , )A A x D  — лінійний диференціальний оператор (л. д. о.) на :     парно го 
порядку 2 2l  , а кожне : ( , )j jB B x D  — крайовий л. д. о. на   порядку 2 1jm l  . 
Припускаємо, що всі коефіцієнти цих л. д. о. є нескінченно гладкими комплекснозначни-
ми функціями, заданими на   і   відповідно. Нагадаємо, що еліптичність крайової задачі 
(1), (2) означає, що л. д. о. A  є правильно еліптичним на  , а набір 1: ( , , )lB B B   крайо-
вих л. д. о. задовольняє умову Лопатинського щодо A  на  .

Нехай дійсне число >1p . Досліджуємо властивості розв’язку u  крайової задачі (1), (2) 
у ситуації, коли крайові дані , ,1 lg g  належать відповідним просторам Нікольського , ( )pB

   
низької регулярності, зокрема, коли їх порядок < 0 . При цьому припускаємо, що права 
частина f  еліптичного рівняння (1) належить до ( )pL  , тобто функція | |pf  інтегровна на 
  (відносно міри Лебега). Додержуючись [6, п. 2.3.1] і [7, п. 3.2.2], нагадаємо означення про-
сторів Нікольського довільного дійсного порядку  . У роботі розглядаються комплексні 
лінійні функціональні простори.

Довільно виберемо функцію 0 ( )nC  R  таку, що 0( ) 1y   за умови | | 1y   та 0( ) 0y   
за умови | | 2y  , де ny R . Для кожного номера 1k  означимо функцію 0( ) : (2 )k

k y y   
1

0(2 )k y  аргументу ny R . Функції k, де ціле 0k , утворюють нескінченно гладке роз-
биття одиниці на евклідовому просторі nR .

Нехай   — довільне дійсне число. За означенням, лінійний простір , ( )n
pB
 R  складає-

ться з усіх повільно зростаючих розподілів w  на nR  таких, що 

1/1
,

0
, ( ) : 2 | [ ] | ( ) < ,sup

n

pn k p
p k

k
w B F Fw x dx   

 
   

  
Z R

R


де F  і 1F   — відповідно пряме і обернене перетворення Фур’є. Цей простір є повним від-
носно норми ,, ( )n

pw B
 R . Він не залежить з точністю до еквівалентності норм від вказано-

го вибору функції 0 [6, теорема 2.3.2(i)]. Простір , ( )n
pB
 R  був уведений (в інший екві-

валентний спосіб) і досліджений С.М. Нікольським для > 0  (див. [8, с. 151; 9, с. 201] та 
наведені там посилання). Зауважимо, що С.М. Нікольський вибрав позначення ( )n

pH R  
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для цього простору (яке часто застосовують для просторів Соболєва). Позначення, яке ви-
користовуємо ми, загальноприйняте і свідчить про те, що шкала просторів Нікольського є 
специфічною частиною класу просторів Бєсова , ( )n

p qB R .
Простори Нікольського на   і   будуються за простором , ( )n

pB
 R  у стандартний 

спосіб (див., наприклад, [7, п. 3.2.2]). А саме: лінійний простір , ( )pB
   складається, за оз-

наченням, із звужень в область   усіх розподілів , ( )n
pw B
 R  і наділений нормою 

 , , ,|| , ( )||: inf || , ( )||: ( ), ,n n
p p pu B w B w B u w  
      R R

де , ( )pu B
  . Простір , ( )pB

   є повним відносно цієї норми.
Простір , ( )pB

   складається з усіх розподілів на ,  які в локальних координатах на   
дають елементи простору 1

, ( )n
pB 
 R . Дамо детальне означення. З C -структури на мно-

говиді  довільно виберемо скінченний набір локальних карт –1: n
j j  R , де 1, ,j   , 

таких, що відкриті множини 1, ,    утворюють покриття . Крім того, виберемо функ-
ції ( )j C   , де 1, ,j   , які утворюють розбиття одиниці на   і задовольняють умо-
ву supp j j   . (Як звичайно, supp j  позначає замикання в топології   множини усіх то-
чок x   таких, що ( ) 0j x  .) За означенням, лінійний простір , ( )pB

   складається з усіх 
розподілів h  на   таких, що 1

,( ) ( )n
j j ph B 

   R  для кожного номера {1, , },j    і на-
ділений нормою 

1
, ,

1

, ( ) : ( ) , ( ) ;n
p j j p

j

h B h B


  
 



    R

тут ( )j jh   — зображення розподілу jh  у локальній карті j . Простір , ( )pB
   повний 

відносно цієї норми і з точністю до еквівалентності норм не залежить від вказаного вибору 
локальних карт і розбиття одиниці на   [7, твердження 3.2.3(ii)].

Зауважимо, що множини ( )kC   і ( )kC  , де ціле 0k , лежать відповідно у просторах 

, ( )pB
   і , ( )pB

   порядку k , але не є щільними у них. Останнє випливає з [9, теорема 
2.3.2(a)].

2. Основні результати. Нехай, як і раніше, 1< <p . Еліптична крайова задача (1), (2) має 
таку фундаментальну властивість у просторах Нікольського додатного порядку: ві доб ра-
ження ( , )u Au Bu , де , ( )s

pu B   , є нетеровим обмеженим оператором на парі просторів 

1/2
, , ,

=1

( , ) : ( ) ( ) ( )j
l

s m ps s l
p p p

j

A B B B B
 

      
 
для кожного > 2 .s l  (3)

Крім того, ядро цього оператора лежить у ( )C   і разом з індексом не залежить від s і p. 
Для регулярних еліптичних задач ця властивість доведена в [9, теорема 5.5.2(a)]. Для за-
гальних еліптичних задач, розглянутих нами, вона міститься в результатах робіт [10, п. 3, тео-
рема] і [11, теорема 5.2]. Позначимо через N  та   відповідно ядро та індекс оператора (3).

Принагідно нагадаємо, що лінійний обмежений оператор 1 2:T E E , де 1E  і 2E  — повні 
нормовані простори, називають нетеровим, якщо його ядро 1{ : 0}x E Tx   і коядро 2 1/ ( )E T E  
скінченновимірні. Якщо цей оператор нетерів, то його область значень замкнена в 2E  і він 
має скінченний індекс, який, за означенням, дорівнює різниці вимірностей ядра і коядра.

Стосовно оператора (3) зауважимо, що образ 2
, ( )s l

pAu B 
   означений у сенсі теорії 

роз поділів для довільного , ( )s
pu B   , де s  — будь-яке дійсне число. Крім того, образ 

в
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1/
, ( )js m p

j pB u B
 
   означений у сенсі теореми про сліди для кожного вказаного u, якщо 

> 1/js m p  (див. [9, теорема 4.7.1(b)]); тут фіксовано номер {1, , }j l  . Проте якщо 
1/js m p , то образ jB u  не означений коректно для довільного , ( )s

pu B    навіть як дея-
кий розподіл на . А саме: у цьому випадку відображення ju B u , де ( )u C  , не допус-
кає продовження до неперервного лінійного оператора на парі просторів , ( )s

pB    і ( )D  , 
що випливає з [9, теорема 4.7.1(d)]. Як звичайно, ( )D   позначає лінійний топологічний 
простір усіх розподілів на  .

Отже, лінійний обмежений оператор (3) не означається коректно для довільного < 2s l. 
У цьому випадку замість , ( )s

pB    беремо вужчий простір 

 , ,( , , ) ( ) : ( )s s
p p p pB A L u B Au L      

як область визначення оператора ( , ).A B  Цей простір наділений нормою графіка ,, ( )s
pu B   

, ( )pAu L   і є повним відносно неї. Для довільного , ( , , )s
p pu B A L   коректно означений 

розподіл ( )jB u D   у сенсі, який вказано нижче.
Розглянемо лінійний простір

 ( , , ) : ( ) : ( ) ,p pS A L u S Au L      

де ( )S   — лінійний топологічний простір звужень в область   усіх повільно зростаючих 
розподілів на nR . Оскільки множина   обмежена, то ( , , )pS A L   є об’єднанням усіх про-
сторів , ( , , )s

p pB A L  , де s R . При цьому , ( ,  ,  )s
p pB A L   неперервно (але не щільно) вкла-

дений у , ( , , )p pB A L
  , якщо < s . У лінійному просторі ( , , )pS A L   означаємо збіжність 

за таким правилом: говоримо, що ku u  в ( , , )pS A L   (при k  ), якщо ku u  в 

, ( , , )s
p pB A L   для деякого дійсного s . Множина ( )C   щільна у просторі ( , , )pS A L   від-

носно цієї збіжності, що випливає з [3, теорема 4.25(i)] з огляду на теорему вкладення [9, 
теорема 4.6.2]. Для довільного ( , , )pu S A L   виберемо послідовність функцій ( )ku C   
таку, що ku u  в ( , , )pS A L  . Згідно з [3, теорема 4.25(ii)] послідовність 1( )j k kB u 

  має 
границю у топологічному просторі ( )D   і ця границя не залежить від вказаного вибору 
послідовності функцій ku . Останню границю і беремо як jB u . У результаті є коректно оз-
наченим лінійний неперервний оператор 

( , ) : ( , , ) ( ) ( ( )) .l
p pA B S A L L D       (4)

Теорема 1. Нехай 2s l  і 1< <p . Тоді звуження відображення (4) на простір , ( , , )s
p pB A L   

є обмеженим оператором на парі просторів 

1/
, ,

1

( , ) : ( , , ) ( ) ( ).j
l

s m ps
p p p p

j

A B B A L L B
 

 


      (5)

Оператор (5) нетерів з ядром N  та індексом   (які не залежать від s  і p ). 
Теорему 1 доречно порівняти з результатом статті [10, п. 3] про нетеровість еліптич-

них крайових задач у просторах Нікольського—Ройтберга довільного дійсного порядку .s  
Ці простори служать областю визначення обмеженого оператора, породженого еліптич-
ною крайовою задачею (1), (2), і нетеровість якого встановлена у вказаній статті. Вони скла-
даються з елементів, які не є функціями чи розподілами, якщо < 2 1/s l p . Простори крайо-



7ISSN 1025-6415. Допов. Нац. акад. наук Укр. 2021. № 3

Еліптичні задачі з грубими крайовими даними у просторах Нікольського

вих даних для цього оператора такі самі, як і в (5), а простір правих частин рівняння (1) 
складається у випадку < 2s l  з усіх розподілів 2

, ( )s l n
pw B 
 R  таких, що supp w . Отже, 

вказаний резуль тат знаходиться поза межами теорії розподілів в області   у випадку, який 
нас цікавить.

Дослідимо локальні (впритул до частини межі області  ) властивості узагальнених 
розв’язків еліптичної крайової задачі (1), (2). Розподіл ( )u S   називаємо узагальненим 
розв’язком цієї задачі з правими частинами ( )pf L   і 1, , ( )lg g D  , якщо Au f  у сен-
сі теорії розподілів і j jB u g  для кожного номера {1, , }j l   у вказаному вище сенсі для 

( , , )pu S A L  . З умови ( )pAu L   та еліптичності л. д. о. A  випливає, що , ( )s
pu B     

для кожного числа < 2s l  і довільної функції ( )C   , яка дорівнює нулю в околі межі 
 . Втім, якщо ( ) 0x   на деякій частині межі, то включення , ( )s

pu B     буде виконува-
тися лише за певних умов на крайові дані 1, , lg g  в околі множини supp . Якщо 2s l , 
то, звісно, потрібна ще деяка умова на f  в околі supp , щоб гарантувати це включення. 
Введемо простори, у термінах яких зручно формулювати ці умови.

Нехай U  – відкрита підмножина простору nR  така, що 0 : U     і 0 : U    . 
Позначимо через , loc

, 0 0( , )pB
   , де  R , лінійний простір усіх розподілів ( )u S'   таких, 

що , ( )pu B
    для кожної функції ( )C   , яка задовольняє умову 0 0supp    . 

Аналогічно позначимо через , loc
, 0( )pB
   лінійний простір усіх розподілів ( )h D   таких, 

що , ( )ph B
    для кожної функції ( )C   , яка задовольняє умову 0supp   .

Теорема 2.  Нехай s R  і 1< <p  . Припустимо, що розподіл ( )u S   є узагальненим 
розв’язком еліптичної крайової задачі (1), (2), праві частини якої задовольняють умови 

2 , loc
, 0 0( ) ( , )s l

p pf L B 
      (6)

 і 
1/ ,loc

, 0( )js m p
j pg B

 
   для кожного {1, , }j l  . Тоді ,loc

, 0 0( , )s
pu B    . 

Зауваження 1. Якщо 2s l , то умова (6) еквівалентна включенню ( )pf L   згідно з [9, 
теорема 4.6.1(a,b)]. Отже, у цьому випадку, висновок теореми 2 стає таким: , loc

, 0( , )s
pu B    .

Цю теорему доповнює локальна апріорна оцінка узагальненого розв’язку u .
Теорема 3. Нехай s R  і 1< <p  . Припустимо, що розподіл ( )u S   задоволь няє 

умови теореми 2. Довільно виберемо число > 0r  і функції , ( )C    такі, що 

0 0supp supp      і  1 в околі supp . Тоді 




2
, ,

1/
, ,

1

, ( ) , ( ) , ( )

, ( ) , ( ) ,j

s s l
p p p

l
s m p s r

j p p
j

u B c f L f B

g B u B


 

  
 



       

     



 (7)

де c — деяке додатне число, яке не залежить від u , f  і 1, , lg g . 
Зауваження 2. Якщо 2 ,s l  то в апріорній оцінці (7) можна прибрати доданок 

2
,, ( )s l

pf B 
  , а якщо > 2s l , то – доданок , ( )pf L  . Це випливає з [9, теорема 4.6.1(a,b)].

Зауваження 3. Оберненою до теорем 2 і 3 є така локальна властивість крайових даних у 
просторах Нікольського. Нехай s R  і 1< <p  . Припустимо, що розподіл , loc

, 0 0( , )s
pu B     

є узагальненим розв’язком крайової задачі (1), (2), де ( )pf L   і 1, , ( )lg g D  . Тоді 
1/ , loc

, 0( )js m p
j pg B

 
   для кожного {1, , }j l  , причому 
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 1/
, 0 ,, ( ) , ( ) , ( )js m p s

j p p pg B c u B f L
 
        .

Тут функції   і   такі, як у теоремі 3, а 0c  — деяке додатне число, яке не залежить від u , f  
і 1, , lg g . Ця властивість виконується і у випадку, коли набір B  крайових л. д. о. не за-
довольняє умову Лопатинського щодо A  на  .

Як бачимо, теореми 2 і 3 дають змогу за регулярністю крайових даних еліптичної зада-
чі (1), (2) у просторах Нікольського (як завгодно низького порядку) встановити макси-
мальну регулярність її узагальненого розв’язку (у термінах ізотропних просторів). Теореми 
1—3 варто порівняти з результатами нещодавно опублікованої роботи [12], в якій для дея-
ких еліптичних з параметром крайових задач у півпросторі доведено твердження [12, тео-
рема 6.3] про існування, єдиність, регулярність і апріорну оцінку розв’язків в анізотропних 
просторах, побудованих на основі ряду просторів низької регулярності, заданих на межі 
(зокрема, просторів Нікольського). У цій роботі не досягнуто максимальної регулярності 
розв’язків, як зазначає її автор.

Обговоримо коротко методику доведення теорем 1—3. Теорема 1 виводиться з її анало-
га для pL -просторів Соболєва в   за допомогою дійсної інтерполяції 0 1 ,( , )E E    нормо-
ваних просторів 0E  і 1E . При цьому використовуються інтерполяційні формули, доведені, 
наприклад, в [7, п. 3.3.6], та їх версія для простору , ( , , ),s

p pB A L   яка обґрунтовується по-
дібно до [13, теорема 2]. Зазначений аналог теореми 1 доведено в [14, теорема 8.1] для ре-
гулярних еліптичних крайових задач і просторів Соболєва цілого порядку < 0s . Для до-
вільних еліптичних задач, розглянутих нами, він обґрунтовується подібно до [3, теореми 
4.25 і 4.27]. Теореми 2 і 3 доводяться у спосіб, в ідейному плані близький до того, що ви-
користано в роботі [15, доведення теорем 4.7 і 4.13] стосовно еліптичних задач з крайовими 
даними низької регулярності в гільбертових узагальнених просторах Соболєва. При цьому 
в доведенні теореми 3 треба скористатися згаданим вище результатом статті [10, п. 3] про 
нетеровість еліптичних крайових задач у просторах Нікольського—Ройтберга.

3. Застосування. Розглянемо застосування теореми 1 до еліптичних задач з білим шу-
мом у крайових умовах. Нехай ( , , )K P  — імовірнісний простір, тобто K  — деяка  -алгеб-
ра підмножин довільної множини    , а P  — деяка міра на K , підпорядкована умові 

( ) 1 P . За означенням (див., наприклад, [5, с. 390]), гауссів білий шум на   — це випадко-
ва величина : ( )D    така, що: 1) для кожного ( )v C   комплексна числова випадко-
ва величина ( ) :v C  має нормальний розподіл; 2) виконується рівність 1 2[ ( ) ( )]v v  M

1 2( ) ( )C v x v x dS


   для довільних функцій 1 2, ( )v v C   і деякого числа > 0C , незалежного 

від 1v  і 2v . Тут, як звичайно, M  — математичне сподівання, ( )v  — значення розподілу (уза-
гальненої функції)   на основній функції ( )v C  , а dS  — елемент площі поверхні  .

Для гауссового білого шуму  на торі dT  вимірності 1d   доведено в [5, теорема 3.4], що 

/2
,{ ( )} 1d d

pB
  P T   для кожного  (1, ).p    (8)

Тут не можна замінити простір Нікольського на більш вузькі простори Бєсова 
/2

, ( )d d
p qB T , де , (1, )p q    або p q   , бо для них /2

,{ ( )} 0d d
p qB  P T . Звідси випливає, 

що ,{ ( )} 0d
pB
  P T , як тільки > /2d  . Отже, у формулі (8) значення параметрів 

/2d    і q    є точними, як і умова <p  .
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Припустимо, що обмежена область 1d  R  має межу d  T , де 1d  . Розглянемо у 
цій області крайову задачу Діріхле для рівняння Пуассона 

u f    в  0, u       на    ,dT  (9)

де ( )pf L   для деякого (1, )p   , а   — гауссів білий шум на торі dT . Тут   — опера-
тор Лапласа, а 0  — крайовий оператор (порядку нуль), який кожній функції ( )u C   
ставить у відповідність її слід (тобто звуження) на dT  і продовжується єдиним чином за 
допомогою граничного переходу до неперервного лінійного оператора на парі просторів 

( , , )pS A L   і ( )dD T . Розглянута задача є еліптичною крайовою задачею вигляду (1), 
(2), де 1l  , 1 0m  , {0}N   і 0  .

З теореми 1 і властивості (8) випливає такий результат:
Теорема 4. Для P-майже всіх    крайова задача (9) має єдиний узагальнений розв’я-

зок ( , )u    класу 1/ /2
, ( )p d

pB 
  . Він задовольняє апріорну оцінку 

 1/ /2 /2
, ,( , ), ( ) , ( ) ( ), ( ) ,p d d d

p p pu B c f L B 
        T

де c  — деяке додатне число, яке не залежить від ,f    і  . 
Цей результат є точним за порядком простору Нікольського в  .  Використання про-

сторів Бєсова ,p qB  з показником <q   не дає змоги отримати подібний точний результат, 
тобто досягти граничного значення 1/ /2p d   . У роботі [15, висновок 8.4] його було 
досягнуто для деяких гільбертових узагальнених просторів Соболєва (випадок 2p  ), але 
висновок теореми 4 є більш сильним з огляду на включення у них просторів Нікольського, 
використаних у цій теоремі.
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ELLIPTIC PROBLEMS WITH ROUGH BOUNDARY DATA IN NIKOLSKII SPACES

We investigate a general elliptic problem given in a bounded Euclidean domain with boundary data in Nikolskii 
spaces of low, specifically, negative order. The right-hand side of the elliptic differential equation is supposed to 
be an integrable function. We establish the Fredholm property of the problem, maximal regularity, and a priori 
estimate of its generalized solutions in the spaces indicated. We give an application of these results to some 
elliptic problems with boundary conditions induced by a Gaussian white noise.

Keywords: elliptic boundary-value problem, Nikolskii space, Fredholm operator, regularity of solution, a priori esti-
mate, white noise.


