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Àííîòàöèÿ. Ðàçðàáîòàí ìåòîä îöåíèâàíèÿ ëèíåéíûõ ìíîãîìåðíûõ äèíàìè-
÷åñêèõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì, âîçìóùàåìûõ òîëüêî ïî îäíîé ôàçîâîé êîîð-
äèíàòå. Â ñèñòåìå òàêæå äîñòóïíà èçìåðåíèþ òîëüêî îäíà ôàçîâàÿ êîîðäè-
íàòà, ïî êîòîðîé íå äåéñòâóåò âîçìóùåíèå. Ñîçäàí ðîáàñòíûé àëãîðèòì ýë-
ëèïñîèäàëüíîãî îöåíèâàíèÿ, ìèíèìèçèðóþùèé ñëåä ìàòðèöû ýëëèïñîèäà,
êîòîðûé àïïðîêñèìèðóåò äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî òî÷å÷íûõ îöåíîê. Ïðèìå-
íåíèå ìåòîäà è ðàáîòîñïîñîáíîñòü àëãîðèòìà ïîêàçàíû íà ïðèìåðå îöåíè-
âàíèÿ êóðñîâîãî óãëà èñêóññòâåííîãî ñïóòíèêà Çåìëè â ïðîöåññå åãî äâè-
æåíèÿ ïî îðáèòå. Äëÿ îöåíèâàíèÿ èñïîëüçóþòñÿ ïîêàçàíèÿ áîðòîâûõ ïî-
ñòðîèòåëÿ ìåñòíîé âåðòèêàëè è äàò÷èêîâ óãëîâîé ñêîðîñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðîáàñòíûé àëãîðèòì ãàðàíòèðîâàííîãî ýëëèïñîèäàëüíîãî
îöåíèâàíèÿ, îðèåíòàöèÿ èñêóññòâåííîãî ñïóòíèêà Çåìëè, ãèðîñêîïè÷åñêèé
äàò÷èê óãëîâîé ñêîðîñòè, èíôðàêðàñíûé ïîñòðîèòåëü ìåñòíîé âåðòèêàëè.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â ñòàòüå ïðèâîäèòñÿ àëãîðèòì ãàðàíòèðîâàííîãî ýëëèïñîèäàëüíîãî îöåíèâà-
íèÿ ñîñòîÿíèé ëèíåéíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû è ïîêàçàíà åãî ðàáîòà ïðè
îöåíèâàíèè îðèåíòàöèè èñêóññòâåííîãî ñïóòíèêà Çåìëè. Óñëîâèÿ, íà îñíîâà-
íèè êîòîðûõ ïðèìåíÿåòñÿ àëãîðèòì: âíåøíåå âîçìóùåíèå äåéñòâóåò íà ñèñòå-
ìó ïî âñåì ôàçîâûì êîîðäèíàòàì ëèáî òîëüêî ïî îäíîé èç íèõ; èçìåðåíèå,
ñîäåðæàùåå ïîìåõó, ïðîâîäèòñÿ òîëüêî ïî îäíîé ôàçîâîé êîîðäèíàòå; âîçìó-
ùàåìàÿ è èçìåðÿåìàÿ êîîðäèíàòû â îáùåì ñëó÷àå íå ñîâïàäàþò. Î âîçìóùå-
íèè è ïîìåõå èçâåñòíû òîëüêî èõ ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ, à èõ ñòàòèñòè÷åñêèå è
äèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè íåèçâåñòíû. Ñèñòåìà ñ÷èòàåòñÿ ïîëíîñòüþ
óïðàâëÿåìîé è íàáëþäàåìîé. Ðàçîìêíóòàÿ ñèñòåìà ìîæåò áûòü íåóñòîé÷èâîé,
íî â çàìêíóòîì ñîñòîÿíèè ñòàíîâèòñÿ óñòîé÷èâîé. Íåîáõîäèìî îöåíèòü âîç-
ìîæíîå ôàçîâîå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà ñòðîèòñÿ ìíîæåñòâî
äîñòèæèìîñòè âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû [1], ïðåäñòàâëÿþùåå ýëëèïñîè-
äàëüíóþ àïïðîêñèìàöèþ ñóììû ýëëèïñîèäà íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû
(èëè î÷åðåäíîé îöåíêè) è ýëëèïñîèäà ïîìåõè (ëèáî â ÷àñòíîì ñëó÷àå îòðåç-
êà). Ðåøåíèå äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ, ïîëó÷åííîå â ðàáîòå [2], îïòèìàëüíî ïî
êðèòåðèþ ìèíèìóìà îáúåìà àïïðîêñèìèðóþùåãî ýëëèïñîèäà. Äëÿ íåâûðîæ-
äåííîãî ñëó÷àÿ, êîãäà îáà ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ ýëëèïñîèäàìè, ðåøåíèå ïðèâå-
äåíî â [1]. Â ðàáîòå [3] ïîëó÷åíî ðåøåíèå ïî êðèòåðèþ ñóììû ÷åòâåðòûõ ñòå-
ïåíåé ïîëóîñåé ðåçóëüòèðóþùåãî ýëëèïñîèäà.

Óäîáíûì êðèòåðèåì ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçàöèÿ ñëåäà ìàòðèöû ðåçóëüòèðóþùå-

ãî ýëëèïñîèäà, ïîñêîëüêó ïðåäëîæåííûé â äàííîé ðàáîòå àëãîðèòì èìååò ïðÿ-

ìóþ àíàëîãèþ ñî ñòàòèñòè÷åñêèì îöåíèâàíèåì è, êàê áóäåò ïîêàçàíî äàëåå, íå

òðåáóåò ñëîæíûõ âû÷èñëåíèé. Åñëè ýòî íå ïðèâåäåò ê áîëüøîé ïîòåðå òî÷íîñòè

îöåíêè, òî öåëåñîîáðàçíû íåêîòîðûå óïðîùåíèÿ àëãîðèòìà. Â ðàáîòå [4], íàïðè-

ìåð, áûë ïðåäëîæåí óïðîùåííûé ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ ýëëèïñîèäà áåç òðóäîåìêîé

ïðîöåäóðû îáðàùåíèÿ ìàòðèöû èñõîäíîãî ýëëèïñîèäà. Ýòî ïîçâîëèëî óïðîñòèòü

âû÷èñëåíèÿ çà ñ÷åò íåçíà÷èòåëüíîãî îòñòóïëåíèÿ îò îïòèìàëüíîñòè è

èñïîëüçîâàòü âûðîæäåííóþ ìàòðèöó.

Ïîñêîëüêó ñèñòåìà íàáëþäàåìà, òî âîçìîæíî óòî÷íåíèå ìíîæåñòâà åå ñîñòîÿ-

íèé ïî ðåçóëüòàòàì èçìåðåíèé. Ýòî óòî÷íåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýëëèïñîèäàëü-
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íóþ àïïðîêñèìàöèþ ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè è ìíîæåñòâà èçìåðå-

íèÿ è ìîæåò ïðîâîäèòüñÿ ïî ðàçíûì êðèòåðèÿì, â òîì ÷èñëå è ïî ìèíèìóìó îáúå-

ìà ïîëó÷àåìîãî ýëëèïñîèäà, è ïî ìèíèìóìó ñëåäà åãî ìàòðèöû. Èçìåðåíèå îäíîé

ôàçîâîé êîîðäèíàòû ãåîìåòðè÷åñêè ïðåäñòàâëÿåò ìíîæåñòâî — «ãèïåðñëîé»

â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé, êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò âåêòîð ôàçîâîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñ-

òåìû ïî ðåçóëüòàòàì èçìåðåíèé. Åñëè èçìåðÿåòñÿ íåñêîëüêî ôàçîâûõ êîîðäèíàò,

ìíîæåñòâî èçìåðåíèé ïðåäñòàâëÿåò ïåðåñå÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ÷èñëà ãèïåð-

ñëîåâ. Ïðè ïåðåñå÷åíèè ìíîæåñòâà èçìåðåíèé ñ ìíîæåñòâîì âîçìîæíûõ ñîñòîÿ-

íèé ïîëó÷èì óòî÷íåííîå ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû, êîòîðîå òàê-

æå àïïðîêñèìèðóåòñÿ ýëëèïñîèäîì. Ðåøåíèå â àíàëèòè÷åñêîì âèäå ìîæåò áûòü

ïîëó÷åíî ëèøü äëÿ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ. Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ìíîæåñòâî èçìåðåíèÿ

ïðåäñòàâëÿåò ãèïåðñëîé, áûëè íàéäåíû òî÷íûå ðåøåíèÿ â êëàññå ýëëèïñîèäîâ ïî

êðèòåðèþ ìèíèìóìà îáúåìà è ñëåäà ìàòðèöû àïïðîêñèìèðóþùåãî ýëëèïñîè-

äà [5]. Â îáùåì ñëó÷àå ðåøåíèå çàäà÷è àïïðîêñèìàöèè ïîëó÷àþò ÷èñëåííûìè ìå-

òîäàìè ñ òðåáóåìîé ñòåïåíüþ ïðèáëèæåíèÿ [6–8].

Ðàññìîòðèì ïîëó÷åíèå ýëëèïñîèäà, àïïðîêñèìèðóþùåãî ïåðåñå÷åíèÿ ýëëèï-

ñîèäà ñîñòîÿíèé ñ ãèïåðñëîåì èçìåíåíèÿ, îïòèìàëüíîãî ïî êðèòåðèþ ìèíèìóìà

ñëåäà. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ðåøàòü êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå, çàïèñü êîðíåé êîòîðî-

ãî â ÿâíîì âèäå ïðåäñòàâëÿåòñÿ òðóäîåìêîé ïðè àíàëèçå âëèÿíèÿ ïàðàìåòðîâ íà

ïîëó÷àåìóþ îöåíêó [9, 10]. Äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ òàêîãî àëãîðèò-

ìà ïðîñòîé âàðèàíò âûðàæåíèé ìîæåò îêàçàòüñÿ ïðåäïî÷òèòåëüíåå, ÷åì ñîõðàíå-

íèå îïòèìàëüíîñòè ïîëó÷àåìîé îöåíêè, òåì áîëåå åñëè ïîëó÷àåìàÿ ñóáîïòèìàëü-

íàÿ îöåíêà îòëè÷àåòñÿ íåçíà÷èòåëüíî îò îïòèìàëüíîé. Òàêèì îáðàçîì, áóäåì

ñòðîèòü ýëëèïñîèäàëüíóþ îöåíêó ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû ïðè îïèñàííûõ âûøå ïðåä-

ïîëîæåíèÿõ ïî êðèòåðèþ ìèíèìóìà ñëåäà ìàòðèöû ýëëèïñîèäà. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ

àëãîðèòìà èñïîëüçóþòñÿ ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â [2, 11]. Äëÿ èëëþñòðàöèè ðàáî-

òû àëãîðèòìà ðàññìîòðèì çàäà÷ó îöåíèâàíèÿ óãëîâ êóðñà è êðåíà èñêóññòâåííîãî

ñïóòíèêà Çåìëè ïî ïîêàçàíèÿì ïîñòðîèòåëÿ ìåñòíîé âåðòèêàëè (ÏÌÂ) è äàò÷èêà

óãëîâîé ñêîðîñòè (ÄÓÑ) â ïðîöåññå îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ ñïóòíèêà.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È ÏÎËÓ×ÅÍÈß ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÉ ÝËËÈÏÑÎÈÄÀËÜÍÎÉ
ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈÈ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ ÄÎÑÒÈÆÈÌÎÑÒÈ ËÈÍÅÉÍÎÉ
ÓÏÐÀÂËßÅÌÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó ñ àääèòèâíîé ïîìåõîé, äåéñòâó-

þùåé íà åå âõîäå, è ïðèáëèçèòåëüíî èçâåñòíûì íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì. Óðàâ-

íåíèå ñèñòåìû èìååò âèä

x A x w j Tj j j j� � � �1 0, . (1)

Çäåñü j T k� �0 0 1[ , , ..., ] — äèñêðåòíîå âðåìÿ ( )k � � , x Rj
n� — âåêòîð ôàçî-

âîãî ñîñòîÿíèÿ â j-é ìîìåíò âðåìåíè, w Rj
n� — âåêòîð ïîìåõè, A Rj

n n� � .

Ïîìåõà w j äåéñòâóåò àääèòèâíî ïî îòíîøåíèþ ê óïðàâëåíèþ:

w f f R fj
n� � �� , , || || 1 � � 	j T d0 | |� , d 
 0, ëèáî w Q w wj j j j

T � 	 � �1 1 0. (2)

Ïàðà ( , )A fj — óïðàâëÿåìà. Çäåñü f — åäèíè÷íûé îðò R n , êîòîðûé â îáùåì

ñëó÷àå ìîæåò èìåòü ïðîåêöèè íà âñå ôàçîâûå êîîðäèíàòû â ïðîñòðàíñòâå ñî-

ñòîÿíèé, à â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïðîåêòèðóåòñÿ òîëüêî íà îïðåäåëåííóþ ôàçîâóþ

êîîðäèíàòó, ïî îòíîøåíèþ ê êîòîðîé äåéñòâóåò âîçìóùåíèå; d 
 0 — çàäàí-

íàÿ êîíñòàíòà; Q Qj j� 
T 0 — èçâåñòíàÿ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà,

îãðàíè÷èâàþùàÿ ñîîòâåòñòâåííî çíà÷åíèå âîçìóùàþùåãî âîçäåéñòâèÿ.

ISSN 1019-5262. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2019, òîì 55, ¹ 1 97



Äëÿ ìíîæåñòâà ðåàëèçàöèé ïîìåõè âèäà w fj � � çàïèøåì

{ : | | }w l w d l ff l l Rj j
nT T T	 � � , (3)

ãäå l R n� — ïðîèçâîëüíûé âåêòîð.

Âåêòîð x R n
0 � íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ çàäàí ïðèáëèçèòåëüíî. Èçâåñòíî, ÷òî

îí ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ èç îãðàíè÷åííîãî ýëëèïñîèäàëüíîãî ìíîæåñòâà

E x x x H x x0 0 0 0 0
1

0 0 1� � � 	�{ :( ~ ) ( ~ ) }T , (4)

ãäå ~x R n
0 � — öåíòð ýëëèïñîèäà, à H R n n

0 � � è H H
0 0 0T � 
 — çàäàíû.

Íåîáõîäèìî àïïðîêñèìèðîâàòü ñóììó ïî Ìèíêîâñêîìó ýëëèïñîèäà (4) è

ìíîæåñòâà ïîìåõè (3) ýëëèïñîèäîì, ìèíèìàëüíûì ïî çàäàííîìó êðèòåðèþ.

Â [2] äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è èñïîëüçîâàëîñü íåðàâåíñòâî

|| || || ||x y x x y y� 	 �� �1 2
T T , x y R n, � , � �

1
1

2
1 1� �� � , � �1 2 0, 
 . (5)

Òîãäà ìàòðèöó ýëëèïñîèäà, àïïðîêñèìèðóþùåãî ñóììó äâóõ ýëëèïñîèäîâ, çà-

ïèøåì òàê:

H ff d Hj j j j j� �� �1 1 2 1
2

2 1( , ) ( ), , |� � � �T , (6)

ãäå H AH Aj j j� �1|
T , à öåíòð ýëëèïñîèäà ~x j âû÷èñëÿåòñÿ êàê ~ ~x Axj j� �1 .

Èç (6) ìîæíî ïîëó÷èòü ïàðàìåòðû îïòèìàëüíîãî ýëëèïñîèäà ïî ðàçíûì êðè-

òåðèÿì. Â [2] ïîëó÷åíû âûðàæåíèÿ äëÿ ýëëèïñîèäà ìèíèìàëüíîãî îáúåìà. Ñëå-

äóÿ ýòîìó ïîäõîäó, ïîëó÷èì ýëëèïñîèä ñ ìèíèìàëüíûì ñëåäîì åãî ìàòðèöû.

ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×È ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÉ ÝËËÈÏÑÎÈÄÀËÜÍÎÉ ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈÈ
ÑÓÌÌÛ ÄÂÓÕ ÝËËÈÏÑÎÈÄÎÂ ÏÎ ÊÐÈÒÅÐÈÞ ÌÈÍÈÌÓÌÀ ÑËÅÄÀ ÅÃÎ ÌÀÒÐÈÖÛ

Óòâåðæäåíèå 1. Ìàòðèöà ýëëèïñîèäà, àïïðîêñèìèðóþùåãî ñóììó äâóõ ýëëèï-

ñîèäîâ (îäèí èç êîòîðûõ âûðîæäåí â îòðåçîê), èìåþùàÿ ìèíèìàëüíûé ñëåä,

çàïèøåì â âèäå

H k k ff d k Hj j j j j�
�

�� � � �1 1 2
1 2

11 1( , ) ( ) ( ),
*

,
*

|� � T ,

k f fd Hj j j
2 2

1
1� �

�T trace( )| . (7)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (5) ïîëó÷èì � � �1 2 2
11, , ,( )j j j� � � è çàïèøåì ñëåä

ìàòðèöû (7) â âèäå

trace traceTH f fdj j j j j j�
�� � �1 1 2 2 2

1 2
21( , ) ( ), , , , ,� � � � � H j j�1 |

(8)

ñ ó÷åòîì ñâîéñòâà trace traceT T( ) ( )AA A A� . Ïðîäèôôåðåíöèðóåì (8) ïî

� 2, j , ïðèðàâíÿåì åãî ê íóëþ è óìíîæèì íà ( ),� 2
21j � :

trace traceT TH f fd H f fdj j j j j j� �� � � �1 2
2

2
2

1
22 0| , , |( )� � . (9)

Ïîñêîëüêó ñîãëàñíî óñëîâèþ trace H j j� 
1 0| , òî ðàçäåëèì (9) íà trace H j j�1 |

è ïåðåïèøåì ðåçóëüòàò â âèäå � �
2
2

2
22 1 0

, ,j j jk� � � � , îòñþäà ïîëó÷èì ðåøå-

íèå: � 2 1, j k� � . Ñîãëàñíî óñëîâèþ � �1 2 0, 
 èç (5) áåðåì çíàê + è çàïèøåì

� 2 1,
*

j k� � ; ïîñëå ïîäñòàíîâêè â (6) ïîëó÷èì (7).

Çàìå÷àíèå 1. Äëÿ îãðàíè÷åíèÿ âèäà w Q wj j j
T � 	1 1 � �w j 0 èìååì

k Q Hj j j j
2

1
1� �

�trace trace( )| .
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ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È ÝËËÈÏÑÎÈÄÀËÜÍÎÉ ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈÈ
ÏÅÐÅÑÅ×ÅÍÈß ÝËËÈÏÑÎÈÄÀ È ÃÈÏÅÐÑËÎß

Ïóñòü èìååòñÿ èçìåðèòåëüíîå óñòðîéñòâî, îïèñûâàåìîå óðàâíåíèåì

y h x c jj j j j� � 	 �T � �, | | , , ,1 2 � , (10)

ãäå y Rj � 1 ; h R n� , || ||h �1 — ïàðàìåòð èçìåðèòåëüíîãî óñòðîéñòâà;

� j R� 1— îãðàíè÷åííàÿ ïîìåõà èçìåðåíèé; c 
 0 — çàäàííàÿ êîíñòàíòà. Óðàâ-

íåíèå èçìåðåíèé (10) â ïðîñòðàíñòâå R n îïðåäåëÿåò ãèïåðñëîé

S y x S x y h x cj j j j j j( , ) { : ( ) }� � � 	T 2 2 . (11)

Íà îñíîâàíèè (7) è (11) ñòðîèòñÿ ãàðàíòèðîâàííàÿ ýëëèïñîèäàëüíàÿ îöåíêà

(àïïðîêñèìèðóþùèé ýëëèïñîèä), ìåíüøàÿ ïî ñëåäó ìàòðèöû, ÷åì ìàòðèöà (7)

èñõîäíîãî ýëëèïñîèäà:

E E Sj j j� � �1 , E x x x H x xj j j j j j j� � � � �
�

� �� � � 	1 1 1 1 1
1

1 1 1{ : ( ) ( ) }T ; (12)

äëÿ âûðîæäåííîãî ýëëèïñîèäà E j�1 çàïèøåì

E E Sj j j� � �1 , E x x x l l H l l R lj j j j j
n

� � � � �� � 	 � � �1 1 1 1 1 0{ : ( ) , }T T . .(13)

Åñëè ñëåä ïîëó÷åííîé ìàòðèöû áîëüøå, òî îñòàâëÿåòñÿ èñõîäíûé ýëëèïñîèä.

ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×È ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈÈ ÏÅÐÅÑÅ×ÅÍÈß ÝËËÈÏÑÎÈÄÀ È ÃÈÏÅÐÑËÎß

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèÿìè èç ðàáîòû [11]:

x x e H hj j j j j j j�
�� �1

1~ � � , (14)

H H e H hh Hj j j j j j j�
�� �1

2 2( )� �T , (15)

� � � � �j j j j j
2 2 1 21 1� � � ��( ( ) ) , (16)

e h H hj j j j
2 � T , � j j je� �� 1, � j jc e2 2 2� � , � j j j je q e	 �� �2 1 2 1( ) ,

0 1	 �� j , q cej j
� 
1 , (17)

ãäå ~x j — öåíòð ýëëèïñîèäà, àïïðîêñèìèðóþùåãî ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè
ñèñòåìû; x j�1 — öåíòð ýëëèïñîèäà, àïïðîêñèìèðóþùåãî ìíîæåñòâî âîçìîæ-
íûõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû ïîñëå ó÷åòà ìíîæåñòâà èçìåðåíèÿ; ïðè ïîâòîðåíèè

öèêëà â (4) ïðèíèìàåì ~x xj j� ��1 1 ; � j j j jy h x� � T ~ — ðàññòîÿíèå îò öåíòðà

èñõîäíîãî ýëëèïñîèäà äî ñåðåäèíû ãèïåðñëîÿ; � j — øàã àëãîðèòìà; q cej j
� 
1 —

ïîäñòðîå÷íûé ïàðàìåòð, ãäå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò êàñàíèå ãèïåðñëîÿ è èñõîäíî-
ãî ýëëèïñîèäà, à íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò ïåðåñå÷åíèå [11].

Çàïèøåì óñëîâèå èíôîðìàòèâíîñòè íàáëþäåíèé — óñëîâèå óìåíüøåíèÿ ñëå-
äà ìàòðèöû ïîëó÷åííîãî ýëëèïñîèäà ïî ñðàâíåíèþ ñ èñõîäíûì. Èç (15) èìååì

trace trace TH H e h H hj j j j j j�
�� �1

2 2 2( )� � . (18)

Íàáëþäåíèå áóäåò èíôîðìàòèâíûì, åñëè

(trace traceH H ej j j j j) ( ~ )�
� � � �1

1
2 21 1� � , (19)

ãäå ~ ( )e e h H h Hj j j j
2 2 2 1� � �T trace .
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Íåîáõîäèìî íàéòè 0 1	 �� j òàêîå, ÷òîáû ëåâàÿ ÷àñòü (19) áûëà êàê ìîæíî

ìåíüøå. Äëÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ íåîáõîäèìî íàé-

òè äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ [5], óäîâëåòâîðÿþùèé

îãðàíè÷åíèþ 0 1	 �� j :

2 1 4 12 2 3 2 2 2 2 2~ (~ ( ) ( ~ ))e e ej j j j j j j j� � � � �� � � � �

� � � � � � � �2 1 02 2 2 2 2 2 2(( )~ ) ~� � � � � �j j j j j j j je e . (20)

Åãî ìîæíî ïîëó÷èòü, ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ïî � j âûðàæåíèå � �j j je2 21( ~ )� èç

(19) è ïðèðàâíÿâ ïðîèçâîäíóþ ê íóëþ.

Èçâåñòíî, ÷òî ïîëíîå êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò òðè êîðíÿ, êîòîðûå ìîãóò

áûòü ëèáî äåéñòâèòåëüíûìè, ëèáî îäèí èç íèõ áóäåò äåéñòâèòåëüíûì, à äâà —

êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûìè. Ïîñëåäíèé ñëó÷àé äîñòàòî÷íî ïðîñò: äëÿ àíàëèçà ðå-

øåíèÿ íà îãðàíè÷åíèå 0 1	 �� j ïðîâåðÿåòñÿ òîëüêî äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü. Åñëè

êîðåíü óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó îãðàíè÷åíèþ, òî îí èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöå-

íîê (14), (15). Èíà÷å ïîëàãàþò � j � 0 è ñîîòâåòñòâåííî H Hj j� �1 , x xj j� �1
~ .

Åñëè òðè êîðíÿ äåéñòâèòåëüíû, òî ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî âñå îíè óäîâëåòâîðÿþò

óñëîâèþ 0 1	 �� j i( ) , i �1 2 3, , . Âî èçáåæàíèå ýòîãî íåîáõîäèìî ïðåäóñìîòðåòü

îãðàíè÷åíèÿ íà ïàðàìåòðû óðàâíåíèÿ (20): ~e j
2 , � j

2 , � j
2 è íà èõ ñîîòíîøåíèå. Íàé-

äåì ðåøåíèå (20) ïðè � j
2 1� , � j

2 0� . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî E S xj j j� � �{~ }1 , ò.å.

ìíîæåñòâî ïåðåñå÷åíèÿ âûðîæäàåòñÿ â òî÷êó. Â ðåçóëüòàòå èìååì

� j ( , , ) , ; ;1 2 3 15 1 1� . Âûáðàâ àíàëèòè÷åñêóþ çàïèñü ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùóþ

� j �1, ïîäñòàâèâ åå â (16) è óñòðåìèâ � j
2 0� , ïîëó÷èì � j �1, � j

2 0� . Òîãäà ñî-

ãëàñíî (14), (15) èìååì x x H h ej j j j j�
�� �1

1~ ; H j� �1 0 . Ýëëèïñîèä, îïðåäåëÿåìûé

âûðàæåíèåì (15), ïðè ýòîì âûðîæäàåòñÿ â òî÷êó, íî îñòàåòñÿ ïðèãîäíûì äëÿ äàëü-

íåéøèõ îïåðàöèé ñ íèì ïî ôîðìóëå (7). Â ýòîì ñîñòîèò ïðåèìóùåñòâî êðèòåðèÿ

ìèíèìèçàöèè ñóììû êâàäðàòà ïîëóîñåé (ìèíèìóìà ñëåäà) ïî îòíîøåíèþ ê êðèòå-

ðèþ ìèíèìèçàöèè ïðîèçâåäåíèÿ äëèí ïîëóîñåé (îáúåìà) àïïðîêñèìèðóþùåãî ýë-

ëèïñîèäà. Â ïîñëåäíåì êðèòåðèè ñëó÷àé âûðîæäåíèÿ ìàòðèöû ïðèâîäèò ê íóëåâî-

ìó çíà÷åíèþ êðèòåðèÿ âíå çàâèñèìîñòè îò äëèí îñòàëüíûõ ïîëóîñåé. Åñëè íåîáõî-

äèìî ïîëó÷àòü íåâûðîæäåííóþ ìàòðèöó (15), òî ïðè � � �j
2 � , ãäå � � — íåêîòîðàÿ

êîíñòàíòà, ïîëàãàåì � � �j
2 � è ïðîäîëæàåì âû÷èñëåíèÿ ïî ôîðìóëå (16).

Ïîëîæèì � j
2 0� . Òîãäà x xj j� �1

~ è êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå (20) ñòàíåò êâàä-

ðàòíûì:
~ ( ) ~ ( ) ~e e ej j j j j j j j

2 2 2 2 2 2 21 2 1 0� � � � �� � � � � � . (21)

Çàïèñàâ ðåøåíèå (21) â ÿâíîì âèäå, ïîäñòàâèì åãî â (16) è ïðè � j
2 0� ïîëó-

÷èì � j �1 , � j
2 1� . Ýëëèïñîèä, îïðåäåëÿåìûé (15), ïðè ýòîì ñòàíîâèòñÿ íà

îäíó ðàçìåðíîñòü ìåíüøå.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñîîòíîøåíèé ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ � j � 0 , çàïèøåì ðå-

øåíèå óðàâíåíèÿ (21):

� j ( , )1 2 �

� � � � � � �2 1 2 1 4 12 2 2 2 2 2 2 2( )~ ( ~ ( )) ~ ( )( ~� � � �j j j j j j j je e e e 2 2 2 12 1) ( ~ ( ))
�

�
�

�

�
� � �e j j� .

(22)
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Èç (22) ñëåäóåò óñëîâèå � j
2 1� . Åñëè � j

2 1
 , òî èç (17) ñëåäóåò, ÷òî èñõîäíûé

ýëëèïñîèä ïîëíîñòüþ ñîäåðæèòñÿ â ãèïåðñëîå S j (11). Òîãäà ïîëàãàåì

E Ej j� �1 , H Hj j� �1 , x xj j� �1
~ . Ïðèðàâíÿâ ïåðâûé ñîìíîæèòåëü â (22) ê

íóëþ, ïîëó÷èì � j je2 2� ~ ïðè óñëîâèè � j � 0 , � j
2 1� .

Ââèäó ñëîæíîñòè ðåøåíèÿ êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ [9, 10] íåîáõîäèìî ïðî-

ñëåæèâàòü âûïîëíèìîñòü óñëîâèé � ��j
2 
 è � �� � �j

2 1 äëÿ ñâîåâðåìåííîãî ïå-

ðåõîäà îò óðàâíåíèÿ (20) ê óðàâíåíèþ (21) è ñîîòâåòñòâåííî èçáåãàòü äåëåíèå íà

íîëü â âûðàæåíèÿõ (22) è (16). Åñëè � j
2 0� , � j

2 0� , òî êîðíè óðàâíåíèé (20)

èëè (21), à òàêæå çíà÷åíèå (16) (äëÿ ñëó÷àÿ � j
2 0� ) áóäóò âû÷èñëÿòüñÿ ñ áîëü-

øîé ïîãðåøíîñòüþ, ïîýòîìó íàéäåííîå çíà÷åíèå � j ñóùåñòâåííî áóäåò îòëè-

÷àòüñÿ îò åãî îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ. ×òîáû ýòîãî èçáåæàòü, áóäåì èñêàòü

ïðèáëèæåííîå, íî è áîëåå ïðîñòîå äëÿ ïðîãðàììèðîâàíèÿ ðåøåíèå.

Ëåììà 1 (î âûáîðå øàãà � j ). Ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ øàãà � j ñëåäóþùèì îáðà-

çîì. Ïîäñòàâèâ (16) â âûðàæåíèå � �j j je2 21 1( ~ )� � èç (19), ïðîëîãàðèôìèðóåì ïîëó÷åí-

íîå íåðàâåíñòâî: ln ( ( ( ) )) ln( ~ )1 1 12 1 2 2� � � � � ��� � � � �j j j j j je . Âîñïîëüçîâàâøèñü

íåðàâåíñòâîì [12] ln( )1� 	� � � 
 �� 1, ïîëó÷èì � � � � �j j j j j je(( ) ) ~1 1 2 2 2� � 	� , îò-

êóäà èìååì ( ) (~ )1 1 2 2 2� 	 �� �� � �j j j je è äàëåå 1 2 2 2 1� 
 � �� � �j j j je(~ ) . Îòñþäà,

âûáðàâ ðàâåíñòâî, ïîëó÷èì

� � �j j j je� � � �1 2 2 2 1(~ ) . (23)

Ïðè ïðîõîæäåíèè ãèïåðïëîñêîñòè, ÿâëÿþùåéñÿ ñåðåäèíîé ãèïåðñëîÿ, ÷åðåç

öåíòð èñõîäíîãî ýëëèïñîèäà ïðè óñëîâèè � j je2 2� ~ èçìåðåíèå S j ñòàíîâèòñÿ íå-

èíôîðìàòèâíûì ïðè âû÷èñëåíèè � j ñîãëàñíî (22). Ýòî äîêàçûâàåòñÿ ïðèðàâíè-

âàíèåì (22) è (23) ê íóëþ. Ïîäñòàâèì âûðàæåíèå (23) â (16):

� � �j j j j j je e e2 2 2 2 2 2 11� � � � �~ ~ (~ ) . (24)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïðè óñëîâèè trace H j � 0 (óñëîâèå H j � 0 íà ïðàêòèêå íå-
âîçìîæíî, ïîñêîëüêó ïîãðåøíîñòü èçìåðåíèÿ èìååò ìåñòî âñåãäà) âûðàæå-
íèÿ (23), (24) âñåãäà èìåþò ñìûñë.

Ïóñòü � j
2 0� , � j

2 0� . Òîãäà â (23) � j �1 , à â (24) � j je2 21� � ~ . Ïðè âîçðàñòà-

íèè ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé n ïàðàìåòð ~e j
2 óìåíüøàåòñÿ è � j

2 1� .

Äàëåå ïîäñòàâèì â ÿâíîì âèäå ðåøåíèå óðàâíåíèé (20) èëè (21) â âûðàæåíèå (16).

Ïðè � j
2 0� ïîëó÷èì â ïðåäåëå íåîïðåäåëåííîñòü: 0 0/ . Òàêèì îáðàçîì, âûðàæåíèÿ

(23), (24) íàìíîãî óäîáíåå äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ, ÷åì ðåøåíèå (20).

ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈß ÎÐÈÅÍÒÀÖÈÈ ÑÏÓÒÍÈÊÀ
ÂÎ ÂÐÅÌß ÅÃÎ ÎÐÁÈÒÀËÜÍÎÃÎ ÄÂÈÆÅÍÈß

Â óðàâíåíèè (1) ïðèíÿòû ñëåäóþùèå ïåðåìåííûå è ïàðàìåòðû [13]:

x j j j� [ , ]	 
 T , ãäå 	 j — êðåí, 
 j — êóðñ; ìàòðèöà A e t� �� , ãäå

� �
��

�
�

�

�
 

0

0

�

�

ORS

ORS

, � ORS — óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ îðáèòàëüíîé ñèñòå-

ìû êîîðäèíàò (ORS) îòíîñèòåëüíî èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò âîêðóã
îñè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïëîñêîñòè îðáèòû. Äàëåå ââåäåì �t — âðåìåííîé èí-
òåðâàë, â êîòîðîì ìîìåíò óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì ñïóòíèêà âîêðóã åãî öåíòðà

ìàññ îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì. Ìîäåëü ïîìåõè (2): f � [ , ]0 1 T , ò.å. äåéñòâèå âîçìó-
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ùåíèÿ íàïðàâëåíî òîëüêî íà íåèçìåðÿåìóþ ïåðåìåííóþ, ïîñêîëüêó âåëè÷èíà
âîçìóùåíèÿ ïî ïåðåìåííîé 	 j âñåãäà îãðàíè÷åíà ïîãðåøíîñòüþ èçìåðèòåëÿ
ýòîãî óãëà; � �� � �d tdrift const� , ãäå � drift — «ñäâèã íóëÿ» ÄÓÑ ïî êàíàëó

êóðñà. Â óðàâíåíèè èçìåðèòåëüíîãî óñòðîéñòâà (10) h � [ , ]1 0 T èçìåðÿåòñÿ

òîëüêî 	 j ñ ïîãðåøíîñòüþ � j . Õàðàêòåðèñòèêè ñïóòíèêà áûëè âçÿòû èç ðàáîò
[14, 15], îñíîâíîå îòëè÷èå êîòîðûõ (÷òî âàæíî äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ) — ýòî
ðàçíûå çàêîíû óïðàâëåíèÿ óãëîâûì äâèæåíèåì ñïóòíèêà. Ìîäåëèðîâàíèå ïî-
êàçàëî, ÷òî çàêîí óïðàâëåíèÿ íå âëèÿåò íà òî÷íîñòü îðèåíòàöèè ïðè ïðèíÿòûõ

ïàðàìåòðàõ. Ñïóòíèê ñ ðàñ÷åòíûì J �

�

�

�
�
�

�

�

 
 
 

90 0 0

0 60 0

0 0 90

è ôàêòè÷åñêèì
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�

�

�

�

�
�
�

�

�
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0 2 60 01

0 2 01 90

, ,

, ,

, ,

òåíçîðàìè èíåðöèè (ðàçìåðíîñòü ýëåìåíòîâ â êã/ì 2)

âðàùàåòñÿ âîêðóã Çåìëè ïî êðóãîâîé îðáèòå ðàäèóñîì Rorb � 6878 êì. Íà ñïóò-
íèê â åãî óãëîâîì äâèæåíèè âîêðóã ñîáñòâåííîãî öåíòðà ìàññ äåéñòâóåò íåèç-

âåñòíûé, íî îãðàíè÷åííûé ïî âåëè÷èíå âîçìóùàþùèé ìîìåíò Mdst , çàäàííûé

êîìïîíåíòàìè: M b ti i idst, dst� �sin ( )� � ; bi � �10 4 , i �1 2 3, , ; � dst c� �6 1;

�1 0� , � 
2 4� / , � 
 �3 2� .
Íà áîðòó ñïóòíèêà èìåþòñÿ ÏÌÂ, èçìåðÿþùèé óãëû êðåíà 	 j è òàíãàæà � j ,

è ÄÓÑ [16]. Ðàññìîòðèì äâà âàðèàíòà ðàçìåùåíèÿ ÄÓÑ: ëèáî îäèí ÄÓÑ íèçêîãî
êëàññà òî÷íîñòè 3-ñòåïåííîé, èçìåðÿþùèé ïðîåêöèþ àáñîëþòíîé óãëîâîé ñêîðî-
ñòè íà äâå îðòîãîíàëüíûå îñè, ëèáî äâà ïðåöèçèîííûõ 2-ñòåïåííûõ ÄÓÑ, êàæäûé
èç êîòîðûõ èçìåðÿåò ïðîåêöèþ óãëîâîé ñêîðîñòè íà ñâîþ èçìåðèòåëüíóþ îñü.
Â êà÷åñòâå èçìåðèòåëüíîãî óñòðîéñòâà âçÿòà óïðîùåííàÿ ìîäåëü ÏÌÂ èç ðàáî-
òû [17]. Áûëî ó÷òåíî çàïàçäûâàíèå ïîêàçàíèé ÏÌÂ è ïðèíÿòà ÷àñòîòà (1 Ãö) âûäà-
÷è èíôîðìàöèè îá óãëàõ êðåíà 	 è òàíãàæà �. Òî÷íîñòü îðèåíòàöèè ïî êóðñó ìîäå-
ëèðîâàëàñü äëÿ äâóõ âàðèàíòîâ: äî èíñòðóìåíòàëüíîé ïîãðåøíîñòè — � !4 è ñ ó÷å-

òîì àëãîðèòìè÷åñêîé êîìïåíñàöèè — äî !1 . Ïîãðåøíîñòü èçìåðåíèÿ � j çàäàâàëàñü

â âèäå øóìà, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîãî â äèàïàçîíàõ � !4 ëèáî � !1 ñîîòâåòñòâåí-
íî. Òî÷íîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè ÄÓÑ áûëè âçÿòû îò 3-ñòåïåííîãî ÈÓÑ-2Ì è îò
2-ñòåïåííîãî ÄÓÑ-Ë-9Ä [18]. Ïîãðåøíîñòü èõ ïîêàçàíèé ìîäåëèðîâàëàñü ïîñòîÿí-

íûì ñäâèãîì íóëåâîãî ñèãíàëà 0,02°/ñ äëÿ ÈÓÑ-2Ì è 0,0001°/ñ äëÿ ÄÓÑ-Ë-9Ä.
×àñòîòà èçìåíåíèÿ óïðàâëÿþùåãî ìîìåíòà — 0,5 Ãö, ñîîòâåòñòâåííî �t � 2 ñ. Ìî-
äåëèðîâàëàñü ñòàáèëèçàöèÿ ñïóòíèêà â îðáèòàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò [14] çà
îäèí îáîðîò ñïóòíèêà ïî îðáèòå âîêðóã Çåìëè. Â ìàòðèöó � ïîäñòàâëÿëîñü íå ðàñ-
÷åòíîå çíà÷åíèå � ORS , à óãëîâàÿ ñêîðîñòü, èçìåðåííàÿ ÄÓÑ ïî êàíàëó òàíãàæà.
Âðåìÿ îáîðîòà — 5677ñ. Íàáëþäàòåëü (14) ñòðóêòóðíî ïîäîáåí íàáëþäàþùåìó
óñòðîéñòâó äëÿ òàêîãî æå îáúåêòà, ïðèâåäåííîãî â ðàáîòå [13], ñ ñîîòâåòñòâóþùèì
ïðåäñòàâëåíèåì èõ îïèñàíèÿ â äèñêðåòíîì âèäå. Îäíàêî ìàòðèöà ýëëèïñîèäàëüíî-
ãî ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé ñèñòåìû è êîâàðèàöèîííî-äèñïåðñèîííàÿ ìàòðèöà
â ôèëüòðå Êàëìàíà ïî ñòðóêòóðå íå ñîîòâåòñòâóþò îäíà äðóãîé. Èíûìè ñëîâàìè,
äèñêðåòíûé íàáëþäàòåëü ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû îðèåíòàöèè ïðè íàáëþäåíèè äâóõ
ïåðåìåííûõ è èçìåðåíèè îäíîé ïåðåìåííîé èìååò âèä

x e x e H h y h e xj
A t

j j j j j
A t

j
j j

�
�� � �1

1� �
� ( )T .

Âûðàæåíèå (7) äëÿ ìàòðèöû ýëëèïñîèäà ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè

ïðèíèìàåò âèä

H k k ff d t e H ej j
A t

j
A tj j

�
�� � �1

1 21( )( ( ) )T
T

�
� �

,

k f f d t e H ej j
A t

j
A tj j2 2 1� �T trace

T

( ) ( )�
� �

. (25)
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Â ñëó÷àå îãðàíè÷åíèé âîçìóùåíèÿ (2) âèäà w Q wj j j
T � 	1 1 � �w j 0 çàïèøåì

(25) â âèäå

H k k Q t e H ej j
A t

j
A tj j

�
�� � �1

1 21( )( ( ) )�
� �T

,

k e H e t Qj
A t

j
A t

j
j j2 1 2� �trace ( trace

T� �
�) ( ) .

Íà÷àëüíîå çíà÷åíèå H c I0
2

23� ( ) , ãäå I 2 — åäèíè÷íàÿ 2 2� -ìàòðèöà; c — ìàê-

ñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïîãðåøíîñòè îïðåäåëåíèÿ óãëîâ êðåíà è òàíãàæà ÏÌÂ

äëÿ äâóõ âàðèàíòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ: � !4 è � !1. Íà÷àëüíîå çíà÷åíèå x
0

0 0T � [ , ] .

Ìîäåëèðîâàíèå âûïîëíÿëîñü â ñðåäå MATLAB. Äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíå-

íèé âûáðàí ìåòîä Ðóíãå–Êóòòà

4-ãî è 5-ãî ïîðÿäêîâ ïîñòîÿííî-

ãî øàãà [19].

Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíû ãðà-

ôèêè çàâèñèìîñòè óãëîâ 
, 	, �

îò âðåìåíè t ïðè ïîñòîÿííîé «íå-

èçâåñòíîé» ïîãðåøíîñòè ÄÓÑ

� drift � 0 02, °/c è òî÷íîñòè îïðåäå-

ëåíèÿ óãëà êðåíà 	, ðàâíîãî � !1.

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè âðåìÿ îäíîãî

âèòêà ñïóòíèêà ïî îðáèòå ñîñòàâ-

ëÿåò 5678 ñ. Ïðè çàâåðøåíèè îáî-

ðîòà êóðñîâîé óãîë ðàâåí ïðèáëè-

çèòåëüíî 0 7, � . Ïðè óìíîæåíèè

� drift � 0,02� /ñ íà 5678 ñ èìååì

114� , ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò îá ýô-

ôåêòèâíîé ðàáîòå íàáëþäàòåëÿ.

Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåí ðå-
çóëüòàò ìîäåëèðîâàíèÿ ïðè òåõ
æå óñëîâèÿõ, íî ïîãðåøíîñòü èç-
ìåðåíèÿ óãëà 	 ñîñòàâëÿåò � !4 .
Ïðè çàâåðøåíèè îáîðîòà êóðñîâîé
óãîë ðàâåí ïðèáëèçèòåëüíî 13� .
Óìåíüøåíèå ïîãðåøíîñòè ÄÓÑ íå
ïðèâåëî ê çàìåòíîìó óëó÷øåíèþ è
çäåñü íå îòðàæåíî. Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî òî÷íîñòü óãëîâûõ èçìåðåíèé èãðà-

åò îñíîâíóþ ðîëü ïðè îöåíèâàíèè 
.

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïåðåõî-

äà ñ òåíåâîé íà îñâåùåííóþ ñòî-

ðîíó Çåìëè ïîëó÷åí ñëåäóþùèé

ðåçóëüòàò: èçìåíèëàñü ïîãðåø-

íîñòü âûäà÷è óãëîâ 	, � ÏÌÂ ñ

� !1 äî � !4 . Ýòî ïðîèçîøëî íà

2000-é ñåêóíäå. Âñëåäñòâèå ýòîãî

ïîñëå íåñêîëüêèõ öèêëîâ îöåíè-

âàíèÿ íàñòóïèëà «íåñîâìåñò-

íîñòü» [11]: E Sj j� �". Â äàí-

íîì ìåòîäå îöåíèâàíèÿ ïðåäó-

ñìîòðåíà ïðîâåðêà óñëîâèÿ:

1� 
� �j j . Åñëè ýòî óñëîâèå
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� �,

Âðåìÿ îäíîãî îáîðîòà, c



íàðóøàåòñÿ, òî èìååò ìåñòî íåñîâìåñòíîñòü è â àëãîðèòìå ïåðåîïðåäåëÿåòñÿ ïà-

ðàìåòð � �j j
2 2� [4], è äàëåå ïðîèñõîäèò ïðîöåññ ìàñøòàáèðîâàíèÿ ïðèíÿòîãî

ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ïîìåõè èçìåðåíèÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå íàñòóïèò óñòîé-
÷èâàÿ ñîâìåñòíîñòü. Ðåçóëüòàò ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçàë, ÷òî íàáëþäåíèå çà ñîñòî-
ÿíèåì ñèñòåìû âîññòàíîâèëîñü (ðèñ. 3).

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçàëè ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïîëíîå
ñîîòâåòñòâèå ìîäåëè äâèæåíèÿ ñïóòíèêà ðåàëüíîìó äâèæåíèþ, ðàáîòîñïîñîá-
íîñòü âûáðàííîãî êîìïëåêòà ïðèáîðîâ îðèåíòàöèè è íàäåæíóþ ðàáîòó àëãî-
ðèòìà îöåíèâàíèÿ êóðñîâîãî óãëà ñïóòíèêà. Åñëè âîçìóùåíèå äåéñòâóåò ïî

êàíàëàì êðåíà è êóðñà, ò.å. èìååò ìåñòî îãðàíè÷åíèå âèäà w Q wj j j
T � 	1 1

� �w j 0 , òî òî÷íîñòü îöåíêè óõóäøàåòñÿ. Ðåçóëüòàòû ýòîãî ìîäåëèðîâàíèÿ çäåñü
íå ïðèâîäÿòñÿ. Ê ñîæàëåíèþ, èìåþùàÿñÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü ê íà÷àëüíîé îöåíêå
êóðñîâîãî óãëà, îáóñëîâëåííàÿ óðàâíåíèÿìè, îïèñûâàþùèìè óãëîâîå äâèæåíèå
òâåðäîãî òåëà, èìååò ìåñòî è â ïðîöåññå îöåíèâàíèÿ ðîáàñòíûì àëãîðèòìîì. Íà-
÷àëüíàÿ îøèáêà â îöåíêå êóðñîâîãî óãëà è çíà÷èòåëüíûå îøèáêè â èçìåðåíèè
óãëà êðåíà ìîãóò ïðèâåñòè ê ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè óïðàâëÿåìîãî äâèæåíèÿ ñïóò-
íèêà âîêðóã åãî öåíòðà ìàññ âñëåäñòâèå ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà îøèáêè îöåíè-
âàíèÿ êóðñîâîãî óãëà. Òàêæå î÷åâèäíî, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ðàäèóñà îðáèòû ñïóò-
íèêà âîçðàñòàþò òðåáîâàíèÿ ê òî÷íîñòè ïðèáîðîâ ÏÌÂ è ÄÓÑ, ïîñêîëüêó âðåìÿ
îäíîãî âèòêà óâåëè÷èâàåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïðè çàäàííîé ïîãðåøíîñòè íàõîæäå-
íèÿ 
 ìîæíî îïðåäåëèòü òðåáîâàíèå ê êëàññó òî÷íîñòè ÏÌÂ.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ

1. ×åðíîóñüêî Ô.Ë. Îöåíèâàíèå ôàçîâîãî ñîñòîÿíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ìîñêâà: Íàóêà, 1988.

320 ñ.

2. Áàêàí Ã. Ì., Øîëîõîâ À.Â. Ê çàäà÷å ãàðàíòèðîâàííîãî îöåíèâàíèÿ òî÷íîñòè óïðàâëÿåìîé ëè-

íåéíîé ñèñòåìû. Ñèñòåìí³ äîñë³äæåííÿ òà ³íôîðìàö³éí³ òåõíîëîã³¿. 2005. ¹ 4. Ñ. 44–51.

3. Õîíèí Â.À. Ãàðàíòèðîâàííûå îöåíêè ñîñòîÿíèÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ ïîìîùüþ ýëëèïñîèäîâ.

Ýâîëþöèîííûå ñèñòåìû â çàäà÷àõ îöåíèâàíèÿ. Ñâåðäëîâñê: ÓÍÖ ÀÍ ÑÑÑÐ, 1985. Ñ. 104–123.

4. Øîëîõîâ À. Â. Ê ýëëèïñîèäàëüíîìó îöåíèâàíèþ ñîñòîÿíèÿ ëèíåéíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ïî

ñêàëÿðíîìó íàáëþäàòåëþ. Ñèñòåìí³ äîñë³äæåííÿ òà ³íôîðìàö³éí³ òåõíîëîã³¿. 2008. ¹ 3. Ñ. 78–87.

5. Âîëîñîâ Â.Â. Îá îäíîì ñïîñîáå ïîñòðîåíèÿ ýëëèïñîèäàëüíûõ îöåíîê â çàäà÷àõ íåñòîõàñòè-

÷åñêîé ôèëüòðàöèè è èäåíòèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì. Àâòîìàòèêà. 1991.

¹ 3. Ñ. 24–32.

6. Øîð Í.Ç., Áåðåçîâñêèé Î.À. Àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ èíâàðèàíòíîãî ýëëèïñîèäà ìèíèìàëüíî-

ãî îáúåìà äëÿ óñòîé÷èâîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç. 1995.

¹ 3. Ñ. 130–137.

7. ×åðíîóñüêî Ô.Ë. Îá îïòèìàëüíîì ýëëèïñîèäàëüíîì îöåíèâàíèè äëÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ïîäâåð-

æåííûõ íåîïðåäåëåííûì âîçìóùåíèÿì. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç. 2002. ¹ 2. Ñ. 85–95.

8. Ñòåöþê Ï. È. Ïðèáëèæåííûé ìåòîä ýëëèïñîèäîâ. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç. 2003.

¹ 3. Ñ. 141–146.

9. Ñìèðíîâ Â.È. Êóðñ âûñøåé ìàòåìàòèêè. Ò.1. Ìîñêâà: Íàóêà, 1974. 479 ñ.

10. Íåñìååâ Þ.À. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Âåñòíèê Òîìñêîãî ÃÓ. Ñåð. Ìàòå-

ìàòèêà è ìåõàíèêà. 2014. ¹ 5 (31). Ñ. 30–39.

11. Áàêàí Ã.Ì. , Øîëîõîâ À.Â. Ê ïîñòðîåíèþ ðîáàñòíîãî àëãîðèòìà ãàðàíòèðîâàííîãî îöåíèâà-

íèÿ ñîñòîÿíèÿ ëèíåéíîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû. Ïðîáëåìû óïðàâëåíèÿ è èíôîðìàòèêè. 2007.

¹ 1. Ñ. 16–25.

12. Ñïðàâî÷íèê ïî ñïåöèàëüíûì ôóíêöèÿì ñ ôîðìóëàìè, ãðàôèêàìè è òàáëèöàìè.

Àáðàìîâèö Ì., Ñòèãàí È. (ðåä.) Ìîñêâà: Íàóêà, 1979. 832 ñ.

13. Êóçîâêîâ Í.Ò. Ìîäàëüíîå óïðàâëåíèå è íàáëþäàþùèå óñòðîéñòâà. Ìîñêâà: Ìàøèíîñòðîåíèå,

1976. 184 ñ.

14. Âîëîñîâ Â.Â., Êóöåíêî È.À., Ñåëèâàíîâ Þ.À. Ðàçðàáîòêà è èññëåäîâàíèå ðîáàñòíûõ àëãîðèò-

ìîâ ýëëèïñîèäàëüíîãî îöåíèâàíèÿ èíåðöèîííûõ õàðàêòåðèñòèê êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà, óïðàâ-

ëÿåìîãî ñèëîâûìè ãèðîñêîïàìè. Ïðîáëåìû óïðàâëåíèÿ è èíôîðìàòèêè. 2005. ¹ 4. Ñ. 124–139.

104 ISSN 1019-5262. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2019, òîì 55, ¹ 1



15. Âîëîñîâ Â.Â., Õëåáíèêîâ Ì.Â., Øåâ÷åíêî Â.Í. Àëãîðèòì ïðåöèçèîííîãî óïðàâëåíèÿ îðèåí-

òàöèåé êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà ïðè äåéñòâèè íåêîíòðîëèðóåìîãî âîçìóùåíèÿ. Ïðîáëåìû

óïðàâëåíèÿ è èíôîðìàòèêè. 2011. ¹ 2. Ñ. 114–121.

16. Áåëåíüêèé À.Ä., Âàñèëüåâ Â.Í., Ñåìåíîâ Ì.Å. Èññëåäîâàíèå äèíàìèêè îðèåíòàöèè è ñòàáèëèçà-

öèè ïî êóðñó êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà «Ìåòåîð-Ì» ïðè èñïîëüçîâàíèè èíôîðìàöèè èíôðàêðàñíîé

âåðòèêàëè è äàò÷èêîâ óãëîâîé ñêîðîñòè. Âîïðîñû ýëåêòðîìåõàíèêè. 2008. Ò. 107. Ñ. 38–45.

17. Ãàíäëåâñêèé Þ.Ì., Ìèõàéëîâ Å.Í., Ìîñîëîâà Þ.Ñ., Ðàáîâñêèé À.Å. Îöåíêà òî÷íîñòè èí-

ôðàêðàñíûõ ïîñòðîèòåëåé ìåñòíîé âåðòèêàëè ïî ðåçóëüòàòàì ëåòíûõ èñïûòàíèé. Âîïðîñû

ýëåêòðîìåõàíèêè. 2014. Ò.141. Ñ. 31–38.

18. Ðîçðàõóíîê ³ ïðîåêòóâàííÿ ã³ðîñòàá³ë³çàòîð³â. Ìåòîäè÷í³ âêàç³âêè äî âèâ÷åííÿ äèñöèïë³íè

«Ã³ðîñêîï³÷í³ ñèñòåìè ñòàá³ë³çàö³¿ òà îð³ºíòàö³¿». Óêëàäà÷³ Î.². Íåñòåðåíêî, À.Â. Øåâ÷óê.

Êè¿â, 2003. 76 ñ.

19. Ëàçàðåâ Þ.Ô. MATLAB 6.5. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ è òåõíè-

÷åñêèõ ñèñòåì. Ó÷åáíûé êóðñ. Êèåâ: Ïîëèòåõíèêà, 2004. 474 ñ.

Íàä³éøëà äî ðåäàêö³¿ 17.09.2018

Í.Ä. Ïàíêðàòîâà, Î.Â. Øîëîõîâ
ÐÎÇÐÎÁÊÀ ÐÎÁÀÑÒÍÎÃÎ ÀËÃÎÐÈÒÌÓ ÃÀÐÀÍÒÎÂÀÍÎÃÎ
ÅË²ÏÑÎ¯ÄÀËÜÍÎÃÎ ÎÖ²ÍÞÂÀÍÍß ² ÉÎÃÎ ÇÀÑÒÎÑÓÂÀÍÍß
ÄËß ÎÐ²ªÍÒÀÖ²¯ ØÒÓ×ÍÎÃÎ ÑÓÏÓÒÍÈÊÀ ÇÅÌË²

Àíîòàö³ÿ. Ðîçðîáëåíî ìåòîä îö³íþâàííÿ ë³í³éíèõ áàãàòîâèì³ðíèõ äè-
íàì³÷íèõ êåðîâàíèõ ñèñòåì, ÿê³ çáóðþþòüñÿ ò³ëüêè çà îäí³ºþ ôàçîâîþ êî-
îðäèíàòîþ. Ó ñèñòåì³ äîñòóïíà âèì³ðþâàííþ òàêîæ ò³ëüêè îäíà ôàçîâà êî-
îðäèíàòà, âçäîâæ ÿêî¿ íå ä³º çáóðåííÿ. Ñòâîðåíî ðîáàñòíèé àëãîðèòì
åë³ïñî¿äàëüíîãî îö³íþâàííÿ, ÿêèé ì³í³ì³çóº ñë³ä ìàòðèö³ åë³ïñî¿äà, ùî àï-
ðîêñèìóº äîïóñòèìó ìíîæèíó òî÷êîâèõ îö³íîê. Çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó ³ ïðà-
öåçäàòí³ñòü àëãîðèòìó ïîêàçàíî íà ïðèêëàä³ îö³íþâàííÿ êóðñîâîãî êóòà
øòó÷íîãî ñóïóòíèêà Çåìë³ â ïðîöåñ³ éîãî ðóõó ïî îðá³ò³. Äëÿ îö³íþâàííÿ
âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïîêàçàííÿ áîðòîâèõ ïîáóäîâóâà÷à ì³ñöåâî¿ âåðòèêàë³
³ äàò÷èê³â êóòîâî¿ øâèäêîñò³.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ðîáàñòíèé àëãîðèòì ãàðàíòîâàíîãî åë³ïñî¿äàëüíîãî îö³íþ-
âàííÿ, îð³ºíòàö³ÿ øòó÷íîãî ñóïóòíèêà Çåìë³, ã³ðîñêîï³÷íèé äàò÷èê êóòîâî¿
øâèäêîñò³, ³íôðà÷åðâîíèé ïîáóäîâóâà÷ ì³ñöåâî¿ âåðòèêàë³.

N.D. Pankratova, O.V. Sholokhov
DEVELOPMENT OF THE ROBUST ALGORITHM OF THE GUARANTEED
ELLIPSOIDAL ESTIMATION AND ITS APPLICATION FOR ORIENTATION
OF THE EARTH ARTIFICIAL SATELLITE

Abstract. The method of estimation of linear multidimensional dynamic control
systems perturbed by only one of the phase coordinates is developed in the
paper. Only one phase coordinate on which perturbation is not operated is
available for measurement in the system. A robust algorithm for ellipsoidal
estimation is developed, which minimizes the trace of the matrix of ellipsoid
that approximates admissible set of point estimates. Application of the method
and efficiency of the algorithm are shown on the example of estimating the
heading angle of an artificial Earth satellite during its orbital motion. The
onboard builder of local vertical and angular velocity sensors are used for the
estimation.

Keywords: robust algorithm of guaranteed ellipsoidal estimation, orientation of
artificial Earth satellite, gyroscopic thahometer, infrared builder of local vertical.
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