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РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЛIНIЙНИХ СИСТЕМ
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ З ВИРОДЖЕННЯМИ

А. А. Чечель

Iн-т математики НАН України
Україна, 01601, Київ 4, вул. Терещенкiвська, 3

The linear systems of differential equations with degenerations, in which zero eigenvalues of the matrix at
the derivative are simple, are considered. A new method for solving such systems is established.

Представлен новый метод решения линейных систем дифференциальных уравнений с вырож-
дением, в которых нулевые собственные числа матрицы при производной являются простыми.

Одним з унiверсальних методiв вивчення процесiв, що вiдбуваються у природi, є дифе-
ренцiальнi рiвняння. Багато задач практичного змiсту приводять до математичних моде-
лей, якi описуються системами диференцiальних рiвнянь з рiзного роду виродженнями:
наявнiстю при старших похiдних виродженої матрицi, малих параметрiв або такої матри-
цi, яка вироджується при певних значеннях незалежної змiнної чи параметрiв. У задачах
лiнiйного програмування, теорiї електричних кiл, економiки та iнших досить часто зуст-
рiчаються системи вигляду

N(t)
dV

dt
= M(t)V + F (t), (1)

де V (t), F (t) — n-вимiрнi вектори, N(t), M(t) — (n× n)-матрицi, det N(t) ≡ 0 (∀t ∈ R).
Детальне вивчення систем (1) розпочалось у 70-х роках ХХ столiття. На сьогоднi най-

бiльш розвиненою є теорiя вироджених систем зi сталими коефiцiєнтами.
Розвитку загальної теорiї вироджених систем i чисельних методiв їх розв’язання при-

свячено значну кiлькiсть робiт (див., наприклад, [1 – 5]). У роботi [6] знайдено загальнi
достатнi умови звiдностi системи (1) до центральної канонiчної форми, що дало змогу в
рамках виконання цих умов знайти умови розв’язностi задачi Кошi та дослiдити структу-
ру загального розв’язку цiєї задачi.

1. Постановка задачi. Розглянемо лiнiйну вироджену систему диференцiальних рiв-
нянь (1), в якiй t ∈ [a, b], N(t), M(t) ∈ C[a, b].

Розв’язується задача про дослiдження умов iснування розв’язкiв V (t) системи (1) та їх
вiдшукання.

Нехай матриця N(t) має r простих власних чисел λ ≡ 0 (∀t ∈ [a, b]). Згiдно з [7, с. 166]
запишемо її у виглядi

N(t) = S(t)diag {N1(t),Θ}S−1(t),

де N1(t) i S(t) — невиродженi ((n − r) × (n − r))- i (n × n)-матрицi вiдповiдно, що мають
таку ж гладкiсть, як i N(t), Θ — нульова (r × r)-матриця.

Домножимо систему (1) на S−1(t) злiва та введемо замiну

V (t) = S(t)
[

x
y

]
, (2)
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де x i y — (n− r)- та r-вимiрнi вектори вiдповiдно.
Тодi система (1) набирає вигляду

diag {N1(t),Θ}


dx

dt

dy

dt

 =

 m1(t) m2(t)

C(t) D(t)

 [ x
y

]
+

[
Fn−r(t)
−g(t)

]
, (3)

де D(t) i C(t) — (r × r)- i (r × (n− r))-матрицi, m1(t) i m2(t) — ((n− r) × r)- i ((n− r) ×
×(n− r))-матрицi, g(t) i Fn−r(t) — r- i (n− r)-вимiрнi вектори вiдповiдно. При цьому

 m1(t) m2(t)

C(t) D(t)

 = S−1(t)M(t)S(t)− diag {N1(t),Θ}S−1(t)
dS(t)

dt
,

 Fn−r(t)

−g(t)

 = S−1(t)F (t).

Рiвняння (3) рiвносильне гiбриднiй системi

dx

dt
= A(t)x + B(t)y + f(t),

(4)
g(t) = C(t)x + D(t)y,

де f(t) = N−1
1 (t)Fn−r(t) — (n − r)-вимiрний вектор, A(t) = N−1

1 (t)m1(t) — ((n− r) ×
×(n− r))-матриця, B(t) = N−1

1 (t)m2(t) — ((n− r)× r)-матриця.
Отже, вiд вихiдної лiнiйної системи диференцiальних рiвнянь з виродженням (1) ми пе-

рейшли до системи двох рiвнянь (4), перше з яких є диференцiальною системою рiвнянь
вiдносно x порядку n− r, а друге — алгебраїчним рiвнянням.

Запишемо систему (4) у виглядi

dx

dt
= (A(t), B(t))

(
x
y

)
+ f(t),

(5)

g(t) = (C(t), D(t))
(

x
y

)
.

Нехай виконується умова

rank (C(t), D(t)) ≡ r. (6)
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Тодi необхiдною i достатньою умовою розв’язностi алгебраїчної пiдсистеми системи (5)

вiдносно
(

x
y

)
є така:

rank (C(t), D(t), g(t)) = rank (C(t), D(t)).

Для знаходження розв’язку алгебраїчного рiвняння з (5) побудуємо матрицю Грама мат-
рицi (C(t), D(t)):

Γ(t) = (C(t), D(t))
(

C∗(t)
D∗(t)

)
.

Оскiльки виконується (6), то det Γ(t) 6= 0.
Тому псевдооберненою [8, с. 34] до (C(t), D(t)) буде матриця

(C(t), D(t))+ =
(

C∗(t)
D∗(t)

)
Γ−1(t). (7)

Нехай
(

x1

y1

)
— довiльний вектор, що належить нуль-простору N(C,D) матрицi (C(t),

D(t)), тобто

(C(t), D(t))
(

x1

y1

)
= 0. (8)

Тодi з урахуванням (7) розв’язок алгебраїчної системи з (5) має вигляд(
x
y

)
= (C(t), D(t))+g(t) +

(
x1

y1

)
, (9)

або

x = C∗(t)Γ−1(t)g(t) + x1, (10)

y = C∗(t)Γ−1(t)g(t) + y1. (11)

Враховуючи (8) та пiдставляючи значення (10) i (11) в (5), отримуємо систему

dx1

dt
= (A(t), B(t))

(
x1

y1

)
+ f1(t),

(12)

(C(t), D(t))
(

x1

y1

)
= 0,

де f1(t) = f(t) + (A(t), B(t))(C(t), D(t))+g(t) — [C∗(t)Γ−1(t)g(t)]′.
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Розглянемо рiзнi випадки розв’язування системи рiвнянь (12).

2. Випадок 1. Нехай det D(t) 6= 0 ∀t ∈ [a, b]. Тодi з другого рiвняння системи (12)
виразимо y1 :

y1 = −D−1(t) C(t)x1. (13)

Пiдставляючи значення (13) в (12), маємо

dx1

dt
= A1(t)x1 + f1(t), (14)

де A1(t) = A(t)−B(t)D(t)−1(t)C(t) — ((n− r)× (n− r))-матриця. Таким чином, доведено
наступне твердження.

Теорема 1. Нехай система (1) є такою, що матриця N(t) має r простих власних чисел
λi ≡ 0, i = 1, r, a rank (C(t), D(t)) ≡ r. Тодi при умовi, що det D(t) 6= 0 ∀t ∈ [a, b], лiнiйна
система диференцiальних рiвнянь з виродженням (1) порядку n зводиться до системи
диференцiальних рiвнянь (14) без виродження порядку n− r.

Подальший хiд розв’язання системи (14), а отже й системи (1), буде залежати вiд по-
ставленої задачi.

3. Структура загального розв’язку. Умови розв’язностi задачi Кошi. Нехай викону-
ються умови теореми 1. Тодi загальний розв’язок системи (14) буде мати вигляд [8, c. 430 –
433]

x1 = Ωt
t0(A1)c + Ωt

t0(A1)

t∫
t0

[Ωτ
t0(A1)]−1f1(τ)dτ, (15)

де c — довiльний сталий вектор, t0 ∈ [a, b], Ωt
t0(A1) — матрицант вiдповiдного до (14)

однорiдного рiвняння.
Врахувавши (13), (9), (2), отримаємо розв’язок системи (1) у загальному виглядi

V (t) = S(t)
[
(C(t), D(t))+g(t) +

(
x1

−D−1(t)C(t)x1

)]
, (16)

де x1 обчислюється за формулою (15).
Пiсля пiдстановки значення (15) в (16) та деяких перетворень маємо

V (t) = S(t)
(

In−r

−D−1(t)C(t)

)
Ωt

t0(A1)c + S(t)

[
(C(t), D(t))+g(t)+

+
(

In−r

−D−1(t)C(t)

)
Ωt

t0(A1)

t∫
t0

[
Ωτ

t0(A1)
]−1

f1(τ)dτ

]
.

Справедливою є така теорема.
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Теорема 2. Якщо виконуються умови теореми 1, то вироджена лiнiйна система (1)
має (n− r)-параметричну множину лiнiйно незалежних розв’язкiв вигляду

V (t) = Q(t)c + V (t), (17)

де

Q(t) = S(t)
(

In−r

−D−1(t)C(t)

)
Ωt

t0(A1),

V (t) = S(t)

(C(t), D(t))+g(t) +
(

In−r

D−1(t)C(t)

)
Ωt

t0(A1)

t∫
t0

[Ωτ
t0(A1)]−1f1(τ)dτ

 ,

c — довiльний (n− r)-вимiрний сталий вектор.

Розглянемо для системи (1), що задовольняє умови теореми 2, задачу Кошi з початко-
вою умовою

V (t0) = V0, t0 ∈ [a, b]. (18)

Має мiсце така теорема.

Теорема 3. Якщо виконуються умови теореми 2, то для того, щоб задача Кошi (1),
(18) мала розв’язок, необхiдно i достатньо, щоб виконувалась умова

PQ∗

(
V0 − V (t0)

)
= 0,

де Q(t) = S(t)
(

In−r

−D−1(t)C(t)

)
Ωt

t0(A1), — (n × (n− r))-матриця, а PQ∗ — ортопро-

ектор матрицi, спряженої до Q(t).
Цей розв’язок єдиний i визначається виразом

V (t) = Q(t0)Q+(t0)
(
V0 − V (t0)

)
+ V (t).

Доведення. Знайдемо розв’язок V (t) у точцi t = t0, врахувавши (18), та запишемо
його у виглядi

Q(t0)c = V0 − V (t0). (19)

Умови розв’язностi алгебраїчного вiдносно c рiвняння (19) будемо знаходити вже вiдомим
способом. За теоремою 3.9. [9, с. 92] система (19) є розв’язною тодi i тiльки тодi, коли

PQ∗

(
V0 − V (t0)

)
= 0,
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де ортопроектор PQ∗ = In − QQ+, a Q+(t) — ((n− r) × n)-матриця, псевдообернена до
Q(t), Q+ = (Q∗Q+In−r)−1Q∗. При цьому, оскiльки rank Q = n−r, система (19) має єдиний
розв’язок

c = Q+(t0)
(
V0 − V (t0)

)
. (20)

Беручи до уваги викладенi вище мiркування та враховуючи (17), (20), отримуємо тверд-
ження даної теореми.
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