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We consider a class of second order differential-operator inclusions with Volterra-type operators. Using the
singular perturbation method we study the problem of existence of solutions for this type of inclusions. We
obtain important a priori estimates for solutions and their derivatives. An example illustrating the proposed
approach to study the problem under consideration is given.

Рассмотрен класс дифференциально-операторных включений II порядка с операторами типа
Вольтерра. С помощью метода сингулярных возмущений исследована проблема существования
решения задачи Коши для данных включений. Получены важные априорные оценки решений
и их производных. Приведен пример, иллюстрирующий предложенный подход к исследованию
рассмотренной проблемы.

1. Вступ. Значний прогрес при дослiдженнi нелiнiйних граничних задач для рiвнянь з
частинними похiдними став можливим завдяки глибокому розвитку методiв нелiнiйно-
го аналiзу, якi знайшли застосування у рiзних роздiлах математики. Останнiм часом стало
природним зводити цi задачi до вивчення нелiнiйних операторних та диференцiально-опе-
раторних рiвнянь та включень у функцiональних просторах. При такому пiдходi резуль-
тати для конкретних систем отримують як простi наслiдки операторних тео-
рем [1, 2].

Диференцiально-операторнi рiвняння та включення еволюцiйного типу вивчаються
досить iнтенсивно. При доведеннi властивостей розв’язувального оператора (непорожнос-
тi, компактностi, зв’язнозначностi i т. п.) часто використовують метод монотонностi, ме-
тод компактностi та їх комбiнацiї.

У данiй роботi дослiджується питання розв’язностi для еволюцiйних включень у не-
скiнченновимiрних просторах вигляду

y′′ + A(y′) + B(y) 3 f

з багатозначними некоерцитивними вiдображеннями типу Вольтерри, що є важливим
для застосувань.

Останнi дослiдження, що стосувалися даного напрямку, охоплювали клас задач, в яких
A розглядався як однозначний сильномонотонний оператор, а B — багатозначний опера-
тор, який можна зобразити у виглядi суми однозначного лiнiйного самоспряженого моно-
тонного оператора та багатозначного демiзамкненого обмеженого оператора. Данi зада-
чi є коерцитивними i були розглянутi у роботах [3, 4]. Бiльш частиннi випадки еволюцiй-
них включень розглянуто у роботах [5 – 8].
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Мета цiєї статтi — розвинути даний напрямок для ширшого класу задач, а саме, для
задач, в яких A — багатозначний некоерцитивний немонотонний оператор, а багатознач-
ний оператор B задовольняє подiбнi умови.

Iдея I. В. Скрипника переходу до пiдпослiдовностей у класичному означеннi однознач-
ного псевдомонотонного оператора [9], розвинена для диференцiально-операторних рiв-
нянь та включень I порядку в нескiнченновимiрних просторах з +-коерцитивними
Wλ0-псевдомонотонними вiдображеннями у роботах [10 – 15], дала змогу дослiджувати
суттєво ширший клас прикладних задач. Зокрема, дана методологiя в поєднаннi з не-
коерцитивною теорiєю [1, 10, 15], яку ми вперше переносимо на еволюцiйнi включення
II порядку, дозволяє суттєво розширити клас „некоерцитивних,” „немонотонних” задач
iз суттєво багатозначними вiдображеннями, для яких можна одержати розв’язнiсть. За-
уважимо, що при даному перенесеннi за рахунок багатозначностi виникають принциповi
технiчнi складнощi, якi не є характерними для диференцiально-операторних рiвнянь.

Бiльш того, доведення розв’язностi ґрунтується на методi сингулярних збурень [2, 15],
що дозволяє одержати ряд апрiорних оцiнок для розв’язкiв, за допомогою яких можна
вивчати властивостi одержаних розв’язкiв (наприклад, динамiку). Як приклад, що iлю-
струє запропонований пiдхiд, розглядається клас задач iз нелiнiйними операторами, для
якого доводиться розв’язнiсть. Одержанi результати є новими як для включень, так i для
рiвнянь.

Зауважимо, що для диференцiально-операторних рiвнянь II порядку питання розв’яз-
ностi вивчалось авторами у роботах [16, 17].

2. Постановка задачi. Нехай H — гiльбертiв простiр зi скалярним добутком (·, ·) над
полем дiйсних чисел, (V1, ‖ · ‖V1) i (V2, ‖ · ‖V2) — деякi рефлексивнi сепарабельнi банаховi
простори над полем дiйсних чисел, неперервно вкладенi в H так, що

V := V1 ∩ V2 є щiльною у просторах V1, V2 i H,

до того ж одне з вкладень Vi ⊂ H є компактним. Зауважимо, що топологiчно спряжений
простiр до H вiдносно бiлiнiйної форми (·, ·) ототожнимо iз самим H. Тодi будемо мати

V1 ⊂ H ⊂ V ∗
1 , V2 ⊂ H ⊂ V ∗

2

з неперервними i щiльними вкладеннями, де (V ∗
i , ‖ · ‖V ∗

i
) — топологiчно спряжений до Vi

простiр вiдносно канонiчної бiлiнiйної форми

〈·, ·〉Vi
: V ∗

i × Vi → R, i = 1, 2,

яка збiгається на H × V зi скалярним добутком (·, ·) в H. Розглянемо функцiональнi про-
стори

Xi = Lri(S;H) ∩ Lpi(S;Vi), Y = L2(S;H),

де S = [0, T ], T > 0, 1 < pi ≤ ri < +∞, i = 1, 2, max{r1; r2} ≥ 2. Простори Xi —
рефлексивнi банаховi простори з нормами ‖y‖Xi = ‖y‖Lpi (S;Vi) + ‖y‖Lri (S;H). Розглянемо
рефлексивний (це випливає з [1], гл. 1) банахiв простiр X = X1 ∩ X2 з нормою ‖y‖X =
= ‖y‖X1 + ‖y‖X2 . Ототожнимо простори Lqi(S;V ∗

i ) + Lr′i
(S;H) i X∗

i . Аналогiчно
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X∗ = X∗
1 + X∗

2 ≡ Lq1(S;V ∗
1 ) + Lq2(S;V ∗

2 ) + Lr′1
(S;H) + Lr′2

(S;H), Y ∗ ≡ Y,

де ri
−1 + r′i

−1 = pi
−1 + qi

−1 = 1.
Зауважимо, що простiр X неперервно та щiльно вкладений в Y, зокрема норма ‖ · ‖Y

є неперервною вiдносно ‖ · ‖X на X.
Визначимо на X∗ ×X форму двоїстостi:

〈f, y〉 =
∫
S

(f11(τ), y(τ))H dτ +
∫
S

(f12(τ), y(τ))H dτ +
∫
S

〈f21(τ), y(τ)〉V1
dτ+

+
∫
S

〈f22(τ), y(τ)〉V2
dτ =

∫
S

(f(τ), y(τ)) dτ,

де f = f11 +f12 +f21 +f22, f1i ∈ Lr′i
(S;H), f2i ∈ Lqi(S;V ∗

i ). Зазначимо, що для будь-якого
f ∈ X∗

‖f‖X∗ = inf
f = f11 + f12 + f21 + f22 :

f1i ∈ Lr′
i
(S;H), f2i ∈ Lqi(S;V ∗

i ), i = 1, 2

max

{
‖f11‖Lr′1

(S;H);

‖f12‖Lr′2
(S;H); ‖f21‖Lq1 (S;V ∗

1 ); ‖f22‖Lq2 (S;V ∗
2 )

}
.

Нехай A,B : X ⇒ X∗ — багатозначнi, у загальному випадку, вiдображення. Ста-
виться задача Кошi про розв’язнiсть диференцiально-операторного включення з некоер-
цитивними багатозначними вiдображеннями Вольтерри Wλ0-псевдомонотонного типу

y′′ + Ay′ + By 3 f,
(1)

y(0) = a0, y′(0) = 0̄, y ∈ C(S;V ), y′ ∈ C(S;H),

де a0 ∈ V та f ∈ X∗ — довiльнi фiксованi елементи, похiдна y′ елемента y ∈ X розгля-
дається у сенсi простору скалярних розподiлiв D∗(S;V ∗) = L(D(S);V ∗

w) з V = V1 ∩ V2, V ∗
w

— простiр V ∗ з топологiєю σ(V ∗, V ) [1].
Бiльш точнi умови на оператори A та B розглянемо в теоремi 1 та наслiдку 1. Розв’яз-

нiсть задачi (1) будемо доводити методом сингулярних збурень. Для цього розглянемо,
взагалi кажучи, багатозначне двоїсте вiдображення

J(y) =
{
ξ ∈ X∗ | 〈ξ, y〉X = ‖ξ‖2

X∗ = ‖y‖2
X

}
∀y ∈ X.

На пiдставi теореми 4 та твердження 8 з [18, с. 202, 203] для довiльного f ∈ X∗ вiдобра-
ження

J−1(f) = {y ∈ X | f ∈ J(y)} = {y ∈ X | 〈f, y〉X = ‖f‖2
X∗ = ‖y‖2

X}

також визначене на всьому просторi X i є максимально монотонним багатозначним вi-
дображенням.
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Розглянемо апроксимуюче включення

−ε
d

dt
J−1

(
d2

dt2
yε

)
+

d2

dt2
yε + A

(
d

dt
yε

)
+ B(yε) 3 f (2)

та простiр

W = {y ∈ X | y′ ∈ X∗}.

На W введемо норму графiка похiдної

‖y‖W = ‖y‖X + ‖y′‖X∗ для будь-якого y ∈ W.

Рефлексивний банахiв простiр W компактно вкладений в Y, тобто норма ‖·‖Y є компакт-
ною вiдносно ‖ · ‖W на W [2].

Будемо говорити, що y ∈ X з
d

dt
y ∈ W — розв’язок задачi (1) — отримано ме-

тодом сингулярних збурень, якщо
{

y,
d

dt
y

}
— слабка границя деякої пiдпослiдовностi{

yεnk
,

d

dt
yεnk

}
k≥1

послiдовностi
{

yεn ,
d

dt
yεn

}
n≥1

(εn ↘ 0 при n → ∞) у просторi X×W,

де для кожного n ≥ 1 yεn ∈ X з
d

dt
yεn ∈ W — розв’язок задачi (4).

3. Класи вiдображень. Нехай Y — деякий банахiв простiр, Y ∗ — його топологiчно
спряжений, 〈·, ·〉Y : Y ∗ × Y → R — спарювання, A : Y ⇒ Y ∗ — строге багатозначне вi-
дображення. Для нього визначимо верхню [A(y), ω]+ = sup

d∈A(y)
〈d,w〉X i нижню [A(y), ω]_ =

= inf
d∈A(y)

〈d, w〉X опорнi функцiї, де y, ω ∈ X, а також верхню ‖A(y)‖+ = sup
d∈A(y)

‖d‖X∗ i ниж-

ню ‖A(y)‖_ = inf
d∈A(y)

‖d‖X∗ норми. Розглянемо пов’язанi з ним вiдображення coA : Y ⇒

⇒ Y ∗ та
∗
co A : Y ⇒ Y ∗, визначенi спiввiдношеннями (coA)(y) = co(A(y)) та (

∗
co A(y)) =

∗
co

(A(y)) вiдповiдно, де ∗— ∗-слабке замикання в Y ∗, co (A(y)) — опукла оболонка множини
A(y).

Позначимо через Cv(Y ) сiм’ю всiх непорожнiх замкнених опуклих обмежених пiдмно-
жин iз простору Y.

Твердження 1 [10]. Нехай A, B : Y ⇒ Y ∗. Тодi справджуються наступнi спiввiдношен-
ня:

1) [A(y), v1 + v2]+ ≤ [A(y), v1]+ + [A(y), v2]+,
[A(y), v1 + v2]− ≥ [A(y), v1]− + [A(y), v2]−,
[A(y), v1 + v2]+ ≥ [A(y), v1]+ + [A(y), v2]−,
[A(y), v1 + v2]− ≤ [A(y), v1]+ + [A(y), v2]− ∀y, v1, v2 ∈ Y ;

2) [A(y), v]+ = −[A(y),−v]−,
[A(y) + B(y), v]+(−) = [A(y), v]+(−) + [B(y), v]+(−) ∀y, v ∈ Y ;

3) [A(y), v]+(−) = [
∗
co A(y), v]+(−) ∀y, v ∈ Y ;
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4) [A(y), v]+(−) ≤ ‖A(y)‖+(−)‖v‖Y ,
dH

(
A(y), B(y)

)
≥
∣∣‖A(y)‖+(−) − ‖B(y)‖+(−)

∣∣,
‖A(y)−B(y)‖+ ≥

∣∣‖A(y)‖+ − ‖B(y)‖−
∣∣,

де dH(·, ·) — метрика Хаусдорфа.

Твердження 2 [10]. Включення d ∈
∗
co A(y) виконується тодi i тiльки тодi, коли

[A(y), v]+ ≥ 〈d, v〉Y ∀ v ∈ Y.

Твердження 3 [10]. Нехай a(· , · ) : (D ⊂ Y ) × Y → R = R ∪ {+∞}. Для кожного
y ∈ D ⊂ Y функцiонал Y 3 w 7→ a(y, w) є додатно однорiдним, опуклим та напiвнепе-
рервним знизу тодi i тiльки тодi, коли iснує багатозначне вiдображення A : Y ⇒ Y ∗

таке, що D(A) = D та

a(y, w) = [A(y), w]+ ∀ y ∈ D(A), w ∈ Y.

Означення 1. Оператор A : X ⇒ X∗ називають оператором типу Вольтерри,
якщо для довiльного t ∈ S iз рiвностi u(s) = v(s) для майже всiх s ∈ [0, t] u, v ∈ X

випливає, що (
∗
co A(u))(s) = (

∗
co A(v))(s) для майже всiх s ∈ [0, t] у тому сенсi, що

[A(u), ξt]+ = [A(v), ξt]+ ∀ξt ∈ X таких, що ξt(s) = 0 для майже всiх s ∈ S\[0, t].

Означення 2. Строге багатозначне вiдображення A : Y ⇒ Y ∗ називають:
+(-)-коерцитивним, якщо iснує дiйсна функцiя γ : R+ → R, обмежена знизу на обме-

жених в R+ множинах, така, що γ(s) → +∞ при s → +∞ та

[A(y), y]+(−) ≥ γ(‖y‖Y )‖y‖Y ∀y ∈ Y ;

обмеженим, якщо для кожного L > 0 iснує таке l > 0, що

‖A(y)‖+ ≤ l ∀y ∈ Y : ‖y‖Y ≤ L;

локально обмеженим, якщо для довiльного фiксованого y ∈ Y iснують такi сталi
m > 0 та M > 0, що

‖A(ξ)‖+ ≤ M для всiх ξ ∈ Y : ‖y − ξ‖Y ≤ m.

скiнченновимiрно локально обмеженим, якщо для будь-якого скiнченновимiрного пiд-
простору F ⊂ Y A

∣∣
F

є локально обмеженим на (F, ‖ · ‖Y ).

Вищезгадане багатозначне вiдображення задовольняє властивiсть (Π), якщо для де-
якої непорожньої обмеженої пiдмножини B ⊂ Y, для деякого k > 0 i для деякого селек-
тора d d(y) ∈ A(y) ∀y ∈ B з нерiвностi

〈d(y), y〉Y ≤ k ∀y ∈ B

випливає iснування K > 0 такого, що

‖d(y)‖Y ∗ ≤ K ∀y ∈ B.
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Означення 3. Будемо говорити, що дiйсна функцiя двох змiнних C : R+ × R+ → R
належить класу Φ, якщо C(r1; · ) : R+ → R є неперервною функцiєю при кожному r1 ≥ 0,
до того ж

τ−1C(r1; τr2) → 0 при τ → 0 + ∀r1, r2 ≥ 0.

Нехай тепер W — деякий нормований простiр iз нормою ‖·‖W . Припустимо, що вкла-
дення W ⊂ Y є неперервним. Нехай також ‖· ‖′W — деяка (напiв-)норма на Y, компактна
вiдносно ‖· ‖W на W та неперервна вiдносно ‖ · ‖Y на Y.

Зауваження 1. Далi, yn ⇀ y в Y буде означати, що yn слабко збiгається до y в рефлек-
сивному банаховому просторi Y.

Означення 4. Строге багатозначне вiдображення A : Y ⇒ Y ∗ називають:
радiально напiвнеперервним знизу (р.н.н.зн.), якщо

lim
t→0+

[A(y + tξ), ξ]+ ≥ [A(y), ξ]− ∀y, ξ ∈ Y ;

радiально напiвнеперервним зверху (р.н.н.зв.), якщо для будь-яких y, ξ ∈ Y дiйсна
функцiя t → [A(y + tξ), ξ]+ є напiвнеперервною зверху справа у точцi t = 0;

оператором з напiвобмеженою варiацiєю на W (з (Y, W )-н.о.в.), якщо

∃C ∈ Φ ∀R ≥ 0 ∀y1, y2 ∈ Y : ‖y1‖Y ≤ R, ‖y2‖Y ≤ R

виконується нерiвнiсть

[A(y1), y1 − y2]− ≥ [A(y2), y1 − y2]+ − C(R; ‖y1 − y2‖′W );

оператором з N -напiвобмеженою варiацiєю на W (з N -н.о.в. на W ), якщо

∃C ∈ Φ ∀R ≥ 0 ∀y1, y2 ∈ Y : ‖y1‖Y ≤ R, ‖y2‖Y ≤ R

виконується нерiвнiсть

[A(y1), y1 − y2]− ≥ [A(y2), y1 − y2]− − C(R; ‖y1 − y2‖′W );

λ-псевдомонотонним на W (wλ-псевдомонотонним), якщо для будь-якої послiдов-
ностi {yn}n≥0 ⊂ W такої, що yn ⇀ y0 в W при n → +∞, iз нерiвностi

lim
n→∞

〈dn, yn − y0〉Y ≤ 0, (3)

де dn ∈
∗
co A(yn) для будь-якого n ≥ 1, випливає iснування пiдпослiдовностей {ynk

}k≥1 з
{yn}n≥1 та {dnk

}k≥1 з {dn}n≥1, для яких

lim
k→∞

〈dnk
, ynk

− w〉Y ≥ [A(y0), y0 − w]− ∀w ∈ Y ; (4)
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λ0-псевдомонотонним на W (wλ0-псевдомонотонним), якщо для будь-якої послiдов-

ностi {yn}n≥0 ⊂ W такої, що yn ⇀ y0 в W, dn ⇀ d0 в Y ∗ при n → +∞, де dn ∈
∗
co A(yn)

для будь-якого n ≥ 1, iз нерiвностi (3) випливає iснування пiдпослiдовностей {ynk
}k≥1 з

{yn}n≥1 та {dnk
}k≥1 з {dn}n≥1, для яких виконується (4).

Зауваження 2. Iдея переходу до пiдпослiдовностi в означеннi однозначного псевдомо-
нотонного оператора була запропонована в роботi [9].

Лема 1 [10]. Будь-який строгий багатозначний оператор A : Y ⇒ Y ∗ з (Y ;W )-
напiвобмеженою варiацiєю є обмеженозначним, локально обмеженим i задовольняє вла-
стивiсть (Π). Якщо додатково A — р.н.н.зн., то вiн є λ0-псевдомонотонним на W.

Нехай Y = Y1 ∩ Y2, де (Y1, ‖ · ‖Y1) i (Y2, ‖ · ‖Y2) — деякi рефлексивнi банаховi простори.

Означення 5. Пару вiдображень A : Y1 → Cv(Y ∗
1 ) i B : Y2 → Cv(Y ∗

2 ) називають
s-взаємно обмеженою, якщо для будь-якого M > 0, для будь-якої обмеженої множини
D ⊂ Y i для будь-яких селекторiв dA ∈ A i dB ∈ B iснує K > 0 таке, що iз

y ∈ D i 〈dA(y), y〉Y1 + 〈dB(y), y〉Y2 ≤ M

випливає

або ‖dA(y)‖Y ∗
1
≤ K, або ‖dB(y)‖Y ∗

2
≤ K.

Зауваження 3. Обмежене строге багатозначне вiдображення A : Y ⇒ Y ∗ задоволь-
няє умову (Π); λ-псевдомонотонне на W вiдображення є λ0-псевдомонотонним на W. Обер-
нене твердження має мiсце для обмежених багатозначних вiдображень.

Якщо один iз операторiв пари (A;B) обмежений, то пара (A;B) є s-взаємно обмеже-
ною. Бiльш того, якщо кожен з (A;B) задовольняє умову (Π), то їх сума також задоволь-
няє умову (Π) та пара (A;B) є s-взаємно обмеженою.

Нехай тепер W = W1∩W2, де (W1, ‖ · ‖W1) i (W2, ‖ · ‖W2) — банаховi простори такi, що
Wi ⊂ Yi з неперервним вкладенням.

Лема 2 [14]. Нехай A : Y1 → Cv(Y ∗
1 ) i B : Y2 → Cv(Y ∗

2 ) — s-взаємно обмеженi
λ0-псевдомонотоннi на W1 i вiдповiдно на W2 багатозначнi вiдображення. Тодi C :=
:= A + B : Y → Cv(Y ∗) — λ0-псевдомонотонне на W вiдображення.

Далi припускатимемо виконання такої умови для A : X ⇒ X∗ :

Означення 6. Багатозначне вiдображення A : X ⇒ X∗ задовольняє умову (H), якщо
для довiльних y ∈ X, n ≥ 1, {di}n

i=1 ⊂ A(y), та Ej ⊂ S, j = 1, n, таких, що Ej — вимiрнi

множини, ∪n
j=1Ej = S, Ei ∩ Ej = ∅ ∀i 6= j, i, j = 1, n, iснує елемент d ∈

∗
co A(y), де

d(τ) =
∑n

j=1 dj(τ)χEj (τ), i χEj (τ) =
{

1, τ ∈ Ej ,
0 у противному разi.

Зауважимо, що внаслiдок леми 1 [19] з того, що A : X → H(X∗), випливає, що A
задовольняе умову (H). Обернене твердження виконується для вiдображень, якi дiють з
X в Cv(X∗) (детальнiше див. [19, с. 196, 197]).

4. Основний результат. У цьому пунктi будемо використовувати позначення для про-
сторiв, введенi в п. 2.
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Теорема 1. Нехай λA ≥ 0 є фiксованим, p0 = min{p1, p2}, I : X → X∗ — тотожне вiд-
ображення, простiр V компактно вкладений у банахiв простiр V0 i вкладення V0 ⊂ V ∗ є
неперервним. Припустимо, що A+λAI : X → Cv(X∗) — +-коерцитивний, р.н.н.зн. бага-
тозначний оператор Вольтерри з (X;W )-н.о.в. з ‖ · ‖′W = ‖ · ‖Lp0 (S;V0), який задовольняє
умову (H); B : Y → Cv(Y ∗) — багатозначний оператор Вольтерри, який задовольняє
умову (H), умову зростання

∃ c1, c2 ≥ 0 ∀y ∈ Y : ‖By‖+ ≤ c1‖y‖Y + c2 (5)

та умову неперервностi

dH(B(z), B(z0)) → 0, якщо z → z0, (6)

де dH(·; ·) — метрика Хаусдорфа в Cv(Y ∗).
Тодi для довiльних a0 ∈ V та f ∈ X∗ iснує принаймнi один розв’язок u ∈ X задачi

(1), отриманий методом сингулярних збурень, до того ж u′ ∈ W.

Доведення. Як i при доведеннi теореми VII.1.1 з [1], зведемо еволюцiйне включення з
(1) до включення першого порядку. Нехай R : X → X (вiдповiдно Y → Y ) — оператор
Вольтерри, визначений спiввiдношенням

(Rv)(t) = a0 +

t∫
0

v(s)ds ∀v ∈ X ( вiдповiдно ∀v ∈ Y ) ∀t ∈ S.

R є лiпшиц-неперервним оператором з X в X (вiдповiдно з Y в Y ). Якщо u — розв’язок
задачi (1) i u′ ∈ W, то v = u′ буде розв’язком задачi

v′ + A(v) + B(Rv) 3 f,
(7)

v(0) = 0̄, v ∈ W.

Навпаки, якщо v ∈ W — розв’язок задачi (7), то u = Rv ∈ X — розв’язок задачi (1)
такий, що u′ ∈ W.

Розглянемо багатозначний оператор

A := A + B ◦R : X → Cv(X∗)

та λ = λA + λB, λB = 1 + c1 c3, де c3 — стала Лiпшиця для оператора R : Y → Y. Для
довiльного y ∈ X i майже всiх t ∈ S покладемо

yλ(t) = e−λty(t), fλ(t) = e−λtf(t), (Aλyλ)(t) = e−λt(Ay)(t) + λyλ(t),

тобто (dλ ∈ Aλ(yλ)) ⇔ (∀w ∈ X 〈dλ, w〉X ≤ [A(y) + λy,wλ]+). Зауважимо, що Aλ(yλ) є
непорожньою, оскiльки iснує dλ ∈ Aλ(yλ), яке можна вибрати так:

dλ(t) = e−λtd(t) + λyλ(t) для d ∈ A(y) та майже всiх t ∈ S.
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Тодi Aλ : X → Cv(X∗) та v ∈ W є розв’язком задачi (7) тодi i тiльки тодi, коли vλ ∈ W є
розв’язком задачi

v′λ + Aλvλ 3 fλ, vλ(0) = 0̄. (8)

Перевiримо, що Aλ : X → Cv(X∗) задовольняє такi умови:
α1) Aλ є +-коерцитивним на X;
α2) Aλ є λ0-псевдомонотонним на W ;
α3) Aλ є локально обмеженим на X;
α4) Aλ задовольняє умову (Π) на X.
Перевiримо умову α1). Зафiксуємо y ∈ X. Оскiльки ‖yλ‖X ≤ ‖y‖X , то

‖yλ‖−1
X [Aλyλ, yλ]+ ≥ ‖y‖−1

X sup
ζ(y)∈A(y)

∫
S

e−2λt
(
ζ(y)(t) + λAy(t), y(t)

)
dt+

+ ‖y‖−1
X inf

ζ(y)∈B(Ry)

∫
S

e−2λt
(
ζ(y)(t) + λBy(t), y(t)

)
dt.

Спочатку оцiнимо перший доданок. Зауважимо, що

[(A + λAI)y, y]+ ≥ γ̂(‖y‖X)‖y‖X ∀y ∈ X,

де в якостi γ̂ : R+ → R можна вибрати обмежену знизу на обмежених в R+ множинах
неспадну функцiю таку, що γ̂(r) → +∞ при r → ∞. Оскiльки A — оператор типу Воль-
терри, то для фiксованого y ∈ X

sup
ζ∈A

t∫
0

(
ζ(y)(τ) + λAy(τ), y(τ)

)
dτ ≥ γ̂(‖y‖Xt)‖y‖Xt ∀t ∈ S,

де ‖y‖Xt = ‖yt‖X , yt(τ) = y(τ) для майже всiх τ ∈ [0, t] та yt(τ) = 0 для майже всiх
τ ∈ (t, T ]. Нехай

gζ(τ) =
(
ζ(y)(τ) + λAy(τ), y(τ)

)
, ζ ∈ A, τ ∈ S,

h(t) = γ̂(‖y‖Xt)‖y‖Xt , t ∈ S.

Для всiх t ∈ S h(t) ≥ min{γ̂(0), 0}‖y‖X та

sup
ζ∈A

t∫
0

gζ(τ)dτ ≥ h(t) ∀t ∈ S.

Для довiльних y ∈ X та майже всiх t ∈ S по аналогiї з означенням Aλ(yλ) покладемо

(A1y)(t) =
[
e−2λt − e−2λT

] (
(Ay)(t) + λAy(t)

)
,
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(A2y)(t) = e−2λT
(
(Ay)(t) + λAy(t)

)
,

(Ây)(t) = e−2λt
(
(Ay)(t) + λAy(t)

)
.

Тому внаслiдок твердження 1

[Ây, y]+ ≥ e−2λT h(T ) + 2λT sup
ζ∈A

inf
s∈S

e−2λs

s∫
0

(
ζ(y)(τ) + λAy(τ), y(τ)

)
dτ.

На пiдставi умови (H) для A легко показати, що для всiх y ∈ X виконується нерiвнiсть

sup
ζ∈A

inf
s∈S

e−2λs

s∫
0

(
ζ(y)(τ) + λAy(τ), y(τ)

)
dτ ≥ −C1‖y‖X ,

де C1 = max{−γ̂(0), 0} ≥ 0 не залежить вiд y ∈ X.
Звiдси одержуємо

‖y‖−1
X sup

ζ∈A

T∫
0

e−2λτ
(
ζ(y)(τ) + λAy(τ), y(τ)

)
dτ ≥ e−2λT γ̂(‖y‖X)− 2λC1T. (9)

Тепер оцiнимо другий доданок. Як i в попередньому випадку, оскiльки B ◦R — опера-
тор типу Вольтерри, то

inf
ζ∈B◦R

t∫
0

(
ζ(y)(τ) + λBy(τ), y(τ)

)
dτ ≥ −(c2 + c1‖R0̄‖Y )c4‖y‖X > −∞ ∀t ∈ S,

де c4 > 0 така, що ‖ · ‖Y ≤ c4‖ · ‖X . Тодi

inf
ζ∈B◦R

T∫
0

e−2λτ
(
ζ(y)(τ) + λBy(τ), y(τ)

)
dτ ≥ −e−2λT (c2 + c1‖R0̄‖Y )c4‖y‖X+

+ 2λ

T∫
0

e−2λs inf
ζ∈B◦R

s∫
0

(
ζ(y)(τ) + λBy(τ), y(τ)

)
dτds ≥

≥ −(c2 + c1‖R0̄‖Y )c4‖y‖X ∀y ∈ X.

Таким чином, використовуючи нерiвнiсть (9), маємо

‖yλ‖−1
X [Aλyλ, yλ]+ ≥ e−2λT γ̂(‖yλ‖X)− 2λC1T − (c2 + c1‖R0̄‖Y )c4 ∀y ∈ X,

оскiльки ‖y‖X ≥ ‖yλ‖X . Отже, Aλ : X → Cv(X∗) є +-коерцитивним.
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Перевiримо умову α2). Для довiльного y ∈ X i майже всiх t ∈ S покладемо(
A1

λyλ

)
(t) = e−λt(Ay)(t) + λAyλ(t),

(
A2

λyλ

)
(t) = e−λt(B(Ry))(t) + λByλ(t).

Зауважимо, що A1
λ(yλ) + A2

λ(yλ) = Aλ(yλ) ∀y ∈ X.
Спочатку покажемо, що A1

λ — р.н.н.зн. оператор з (X;W )-н.о.в. Радiальна напiвне-
перервнiсть знизу легко перевiряється. Доведемо напiвобмеженiсть варiацiї. За умовою
теореми для всiх R > 0, y, ξ ∈ X таких, що ‖y‖X ≤ R, ‖ξ‖X ≤ R, виконується

[A(y)−A(ξ) + λAy − λAξ, y − ξ]− + CA(R; ‖y − ξ‖′W ) ≥ 0.

Покладемо ĈA(R; t) = max
τ∈[0,t]

CA(R; τ) для всiх R, t ≥ 0 (ĈA ∈ Φ),

zt(τ) =


z(τ), 0 ≤ τ ≤ t,

0̄, t < τ ≤ T,
для майже всiх t ∈ S i всiх z ∈ X.

Нехай ζ, η ∈ A — фiксованi селектори. Оскiльки A — оператор типу Вольтерри, то

t∫
0

(
ζ(y)(τ) + λAy(τ)− η(ξ)(τ)− λAξ(τ), y(τ)− ξ(τ)

)
dτ + ĈA

(
R; ‖y − ξ‖′Wt

)
≥

≥ [(A + λAI)(yt)− (A + λAI)(ξt), yt − ξt]− + ĈA(R; ‖yt − ξt‖′W ) ≥ 0 ∀t ∈ S,

тому що ‖yt‖X ≤ ‖y‖X та ‖yt − ξt‖′W ≤ ‖y − ξ‖′W . Тут ‖ · ‖′Wt
= ‖ · ‖Lp0 ([0,t];V0).

Покладемо

g(τ) = (ζ(y)(τ) + λAy(τ)− η(ξ)(τ)− λAξ(τ), y(τ)− ξ(τ)) , τ ∈ S,

h(t) = ĈA

(
R; ‖y − ξ‖′Wt

)
, t ∈ S.

Зауважимо, що функцiя S 3 t → h(t) є монотонно неспадною та
t∫
0

g(τ)dτ ≥ −h(t) ∀t ∈ S.

Отже,
T∫

0

e−2λτg(τ)dτ = e−2λT

T∫
0

g(τ)dτ + 2λ

T∫
0

e−2λτ

τ∫
0

g(s) ds dτ ≥ −h(T ).

Таким чином,

[A1
λyλ, yλ − ξλ]− ≥ [A1

λξλ, yλ − ξλ]+ − ĈA(R; ‖y − ξ‖Lp0 (S;V0)). (10)

Розглянемо ваговий простiр Lp0,λ(S;V0), що складається з вимiрних функцiй yλ : S → V0,
для яких iнтеграл

∫
S eλtp0‖yλ(t)‖p0

V0
dt є скiнченним. Тодi

‖y − ξ‖Lp0 (S;V0) =

∫
S

eλtp0‖yλ(t)− ξλ(t)‖p0

V0
dt

1/p0

= ‖yλ − ξλ‖Lp0,λ(S;V0).
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Тому з нерiвностi (10) отримуємо

[A1
λyλ, yλ − ξλ]− ≥ [A1

λξλ, yλ − ξλ]+ − ĈA(R; ‖yλ − ξλ‖Lp0,λ(S;V0)).

Доведення (X;W )-н.о.в. для A1
λ : X → Cv(X∗) завершує той факт, що вкладення W ⊂

⊂ Lp0,λ(S;V0) є компактним [2] (теорема 1.5.1).
Оскiльки довiльний р. н. н. зн. багатозначний оператор з (X;W )-н. о. в. є λ0-псевдомо-

нотонним на W [15] (твердження 1.2.23), то маємо шукане твердження для A1
λ.

Тепер розглянемо A2
λ. Спочатку покажемо, що A2

λ — р.н.н.зв. оператор з N -н.о.в. на W.
Радiальна напiвнеперервнiсть зверху легко перевiряється. Доведемо напiвобмеженiсть
варiацiї.

Як i в роботi [16], можна перевiрити, що (B ◦R) : X → Cv(X∗) — оператор з N -н.о.в.
на W з ‖ · ‖′W = ‖ · ‖Y . За CB(R, t) для всiх R ≥ 0 та t ≥ 0 можна взяти

CB(R, t) = t sup
z1, z2 ∈ X : ‖zi‖X ≤ R,
‖z1 − z2‖Y ≤ t, i = 1, 2

dH(B(Rz1);B(Rz2)).

Тодi для деякого CB ∈ Φ та всiх R > 0, y, ξ ∈ X таких, що ‖y‖X ≤ R, ‖ξ‖X ≤ R, випливає

[B(Ry) + λBy, y − ξ]− − [B(Rξ) + λBξ, y − ξ]− + CB(R; ‖y − ξ‖Y ) ≥ 0.

Покладемо ĈB(R; t) = max
τ∈[0,t]

CB(R; τ) для всiх R, t ≥ 0 (ĈB ∈ Φ). Оскiльки B ◦ R —

оператор типу Вольтерри, то

inf
ζ∈B◦R

t∫
0

(
ζ(y)(τ) + λBy(τ), y(τ)− ξ(τ)

)
dτ−

− inf
η∈B◦R

t∫
0

(
η(ξ)(τ)− λBξ(τ), y(τ)− ξ(τ)

)
dτ + ĈB (R; ‖y − ξ‖Yt) ≥ 0 ∀t ∈ S.

Тут ‖ · ‖Yt = ‖ · ‖L2([0,t];H).

Покладемо

gζ(τ) =
(
ζ(τ), y(τ)− ξ(τ)

)
, ζ ∈ X∗, τ ∈ S,

h(t) = ĈB (R; ‖y − ξ‖Yt) , t ∈ S.

Зауважимо, що функцiя S 3 t → h(t) є монотонно неспадною та

inf
ζ∈B(Ry)+λBy

t∫
0

gζ(τ) dτ − inf
η∈B(Rξ)+λBξ

t∫
0

gη(τ)dτ ≥ −h(t) ∀t ∈ S.
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Отже, для фiксованого ζ ∈ B(Ry) + λBy

T∫
0

e−2λτ
(
ζ(τ), y(τ)− ξ(τ)

)
dτ − inf

η∈B(Rξ)+λBξ

T∫
0

e−2λτ
(
η(τ), y(τ)− ξ(τ)

)
dτ =

= sup
η∈B(Rξ)+λBξ

T∫
0

e−2λτ
(
ζ(τ)− η(τ), y(τ)− ξ(τ)

)
dτ.

Тому внаслiдок твердження 1

e−2λT sup
η∈B(Rξ)+λBξ

T∫
0

(
ζ(τ)− η(τ), y(τ)− ξ(τ)

)
dτ+

+ sup
η∈B(Rξ)+λBξ

T∫
0

[
e−2λτ − e−2λT

](
ζ(τ)− η(τ), y(τ)− ξ(τ)

)
dτ ≥

≥ −e−2λT h(T ) + 2λT sup
η∈B(Rξ)+λBξ

inf
s∈S

e−2λs

s∫
0

(
ζ(τ)− η(τ), y(τ)− ξ(τ)

)
dτ.

За допомогою умови (H) для B легко показати, що для всiх y ∈ X виконується нерiв-
нiсть

sup
η∈B(Rξ)+λBξ

inf
s∈S

e−2λs

s∫
0

(
ζ(τ)− η(τ), y(τ)− ξ(τ)

)
dτ ≥ −h(T ).

Отже,

inf
ζ∈B(Ry)+λBy

T∫
0

e−2λτ
(
ζ(τ), y(τ)− ξ(τ)

)
dτ−

− inf
η∈B(Rξ)+λBξ

T∫
0

e−2λτ
(
η(τ), y(τ)− ξ(τ)

)
dτ ≥ −

[
e−2λT + 2λT

]
ĈB (R; ‖y − ξ‖Y ) .

Покладемо C̃B(R; t) =
[
e−2λT + 2λT

]
ĈB(R; t), R, t ≥ 0 (C̃B ∈ Φ). Тодi

[A2
λyλ, yλ − ξλ]− − [A2

λξλ, yλ − ξλ]− ≥

≥ −C̃B(R; ‖y − ξ‖Y ) = −C̃B(R; ‖y − ξ‖L2(S;H)). (11)

Розглянемо ваговий простiр L2,λ(S;H), що складається з вимiрних функцiй yλ : S → H,
для яких iнтеграл

∫
S e2λt‖yλ(t)‖2

Hdt є скiнченним. Тодi

‖y − ξ‖L2(S;H) = ‖yλ − ξλ‖L2,λ(S;H).
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Тому з (11) отримуємо

[A2
λyλ, yλ − ξλ]− ≥ [A2

λξλ, yλ − ξλ]− − C̃B(R; ‖yλ − ξλ‖L2,λ(S;H)).

Доведення N -н.о.в. для A2
λ : X → Cv(X∗) завершує той факт, що вкладення W ⊂

⊂ L2,λ(S;H) є компактним. Це безпосереднiй наслiдок компактностi вкладення W ⊂ Y.
Перевiримо тепер λ0-псевдомонотоннiсть A2

λ на W. Нехай yλ,n → yλ слабко в W (тому
yλ,n → yλ сильно в Yλ := L2,λ(S;H)), A2

λ(yλ,n) 3 dλ,n → dλ ∈ X∗ слабко в X∗ i

lim
n→∞

〈dλ,n, yλ,n − yλ〉 ≤ 0.

Використовуючи властивiсть N -напiвобмеженої варiацiї на W оператора A2
λ, робимо вис-

новок, що для кожного vλ ∈ X

lim
n→∞

〈dλ,n, yλ,n − vλ〉 ≥ lim
n→∞

[A2
λ(yλ,n), yλ,n − vλ]− ≥

≥ lim
n→∞

[
A2

λ(vλ), yλ,n − vλ

]
− − C̃B(R; ‖yλ − vλ‖Yλ

). (12)

Оцiнимо спочатку перший член правої частини в (12). Функцiя Yλ 3 hλ 7→ [A2
λ(vλ), hλ]−

є неперервною для будь-якого vλ ∈ X ⊂ Yλ. Тому з (12) випливає, що

〈dλ,n, yλ,n − yλ〉 → 0,

а тому

lim
n→∞

〈dλ,n, yλ − vλ〉 ≥ [A2
λ(vλ), yλ − vλ]− − C̃B(R; ‖yλ − vλ‖Yλ

) ∀vλ ∈ X.

Замiнивши в останнiй нерiвностi vλ на twλ + (1 − t)yλ, де wλ ∈ X, t ∈ [0, 1], а потiм
подiливши результат на t i перейшовши до границi при t → 0+, завдяки радiальнiй напiв-
неперервностi зверху для A2

λ знайдемо

lim
n→∞

〈dλ,n, yλ,n − wλ〉 ≥ [A2
λ(yλ), yλ − wλ]− ∀wλ ∈ X.

Таким чином, λ0-псевдомонотоннiсть A2
λ на W доведено.

Для доведення λ0-псевдомонотонностi Aλ на W використаємо лему 2. Зауважимо, що
пара вiдображень (A1

λ, A2
λ) є s-взаємообмеженою, оскiльки вiдображення A2

λ обмежене
внаслiдок умови зростання (5) та обмеженостi тотожного вiдображення.

Умови α3) та α4) випливають iз обмеженостi A2
λ, (X;W )-н.о.в. A1

λ та леми 1.
Оскiльки вiдображення Aλ : X → Cv(X∗) задовольняє умови α1) – α4), то з (теоре-

ми 3.1) [20] випливає, що iснує vλ ∈ W — розв’язок задачi (8).
Теорему доведено.

Наслiдок 1. Нехай p2 ≥ 2, λA ≥ 0 є фiксованим, I : X → X∗ — тотожне вiдображен-
ня, p0 = min{p1, p2}, простiр V компактно вкладений у банахiв простiр V0 i вкладення
V0 ⊂ V ∗ є неперервним. Припустимо, що A + λAI : X → Cv(X∗) — +-коерцитивний,
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р.н.н.зн. багатозначний оператор Вольтерри з (X;W )-н.о.в. з ‖ · ‖′W = ‖ · ‖Lp0 (S;V0), який
задовольняє умову (H); B : Y → Cv(Y ∗) — багатозначний оператор Вольтерри, який
задовольняє умову (H), умову зростання (5) та умову неперервностi (6); C : X → X∗

— оператор з властивiстю

(Cu)(t) = C0u(t) ∀u ∈ X ∀t ∈ S,

де C0 : V2 → V ∗
2 — лiнiйний, обмежений, самоспряжений, монотонний оператор.

Тодi для довiльних a0 ∈ V та f ∈ X∗ iснує принаймнi один розв’язок задачi

y′′ + Ay′ + By + Cy 3 f,

y(0) = a0, y′(0) = 0̄, y ∈ C(S;V ), y′ ∈ C(S;H),

отриманий методом сингулярних збурень, до того ж y′ ∈ W.

5. Приклад. Нехай Ω — обмежена область iз Rn з регулярною межею ∂Ω, S = [0;T ],
Q = Ω × S, ΓT = ∂Ω × S, 1 < p = p1 = p2, Φ : R → R — неперервна функцiя, що
задовольняє умову зростання

∃ c1, c2 > 0 ∀t ∈ R : |Φ(t)| ≤ c1|t|+ c2,

та знакову умову

∃ c3 > 0 ∀t, s ∈ R : (Φ(t)− Φ(s))(t− s) ≥ −c3(s− t)2.

Нехай однозначнi неперервнi функцiї S ×R 3 (t, y) → θi(t, y) ∈ R+, i = 1, 2, задовольня-
ють умову

∃ c1, c2 ≥ 0 ∀t ∈ S, x ∈ R : −c2(1 + |x|) ≤ θ1(t, x) ≤

≤ θ2(t, x) ≤ c1(1 + |x|).

Для довiльного f ∈ X∗ = L2(S;L2(Ω)) + Lq(S;W−1,q(Ω)) розглянемо задачу

∂2y(x, t)
∂t2

−
n∑

i=1

∂

∂xi

(∣∣∣∣∂2y(x, t)
∂xi∂t

∣∣∣∣p−2 ∂2y(x, t)
∂xi∂t

)
+
∣∣∣∣∂y(x, t)

∂t

∣∣∣∣p−2 ∂y(x, t)
∂t

+

+ Φ
(

∂y(x, t)
∂t

)
−∆y(x, t)+

+ [θ1(t, y(x, t)); θ2(t, y(x, t))] 3 f(x, t) майже скрiзь на Q, (13)

y(x, 0) = 0,
∂y(x, t)

∂t

∣∣∣
t=0

= 0 майже скрiзь на Ω,

y(x, t) = 0 майже скрiзь на ∂Ω.
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За оператор A : Lp(S;W 1,p
0 (Ω)) → Lq(S;W−1,q(Ω)) вiзьмемо (Au)(t) = A(u(t)) [16, 17],

де
A(ϕ) = A1(ϕ) + A2(ϕ) ∀ϕ ∈ C2

0 (Ω̄),

A1(ϕ) = −
n∑

i=1

∂

∂xi

(∣∣∣∣ ∂ϕ

∂xi

∣∣∣∣p−2 ∂ϕ

∂xi

)
+ |ϕ|p−2ϕ, A2(ϕ) = Φ(ϕ);

за оператор B : L2(Q) → L2(Q) —

B(u) = {v ∈ L2(Q)|θ1(t, u(x, t)) ≤ v(x, t) ≤ θ2(t, u(x, t)) для майже всiх (x, t) ∈ Q},

а за оператор C : L2(S;H1
0 (Ω)) → L2(S;H−1(Ω)) — оператор з властивiстю

(Cu)(t) = C0u(t), де C0(v) = −∆v, v ∈ H1
0 (Ω).

Покладемо H = L2(Ω), V1 = W 1,p
0 (Ω), V2 = H1

0 (Ω) i розглянемо

X = Lp(S;V1) ∩ L2(S;H) ∩ L2(S;V2), X∗ = Lq(S;V ∗
1 ) + L2(S;H),

Y = L2(S;H) = L2(Q).

Лема 3. За наведених вище умов задача (13) має розв’язок y ∈ C(S;V ), y′ ∈ C(S;H),
y′′ ∈ X∗, одержаний методом сингулярних збурень.
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