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Л. А. Кириллова

Одес. эконом. ун-т

We study the asymptotics of unbounded solutions of the equations y′′ = α0p(t)ϕ(y), where α0 ∈ {−1, 1},
p : [a, ω[→]0,+∞[, is a continuous function, −∞ < a < ω ≤ +∞, and ϕ : [y0,+∞[→]0,+∞[ is a twice
continuously differentiable function that, in some sense, is close to the power function.

Дослiджується питання про асимптотику необмежених розв’язкiв диференцiальних рiвнянь
вигляду y′′ = α0p(t)ϕ(y), де α0 ∈ {−1, 1}, p : [a, ω[→]0,+∞[, −∞ < a < ω ≤ +∞, — непе-
рервна функцiя, а ϕ : [y0,+∞[→]0,+∞[ — двiчi неперервно диференцiйовна функцiя, у деякому
сенсi близька до степеневої.

Рассматривается дифференциальное уравнение

y′′ = α0p(t)ϕ(y), (1)

где α0 ∈ {−1, 1}, p : [a, ω[→]0,+∞[, −∞ < a < ω ≤ +∞ — непрерывная функция,
ϕ : [y0,+∞[→]0,+∞[ — дважды непрерывно дифференцируемая функция, удовлетворя-
ющая условиям

lim
y→+∞

ϕ(y) =
{

либо 0,
либо +∞,

lim
y→+∞

yϕ′′(y)
ϕ′(y)

= σ /∈ {0,±∞}. (2)

Из условий (2) следует

lim
y→+∞

yϕ′(y)
ϕ(y)

= σ + 1. (3)

Этому условию заведомо удовлетворяет степенная функция ϕ(y) = yσ+1. В этом слу-
чае уравнение (1) называют обобщенным уравнением Эмдена – Фаулера. Асимптоти-
ческое поведение его решений достаточно подробно исследовано в работах [1 – 6] (см.
также монографию [7, с. 326 – 401], гл.V).

В случае, когда функция ϕ отлична от степенной и в некотором смысле близка к
функциям со свойством (3), для уравнения (1) в [8] получены лишь отдельные резуль-
таты об асимптотическом поведении неограниченных решений.

Решение y уравнения (1), заданное на промежутке [ty, ω[⊂ [a, ω[, будем называть
Pω(λ0)-решением, если оно удовлетворяет следующим условиям:

lim
t↑ω

y(t) = +∞, lim
t↑ω

y′(t) =
{

либо 0,
либо +∞,

lim
t↑ω

(y′(t))2

y′′(t)y(t)
= λ0. (4)
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Вопрос об асимптотике Pω(λ0)-решений уравнения (1) при λ0 /∈ {0, 1,±∞} исследован
в [9]. Наиболее сложными для изучения являются Pω(λ0)-решения, для которых λ0 =
= 0, 1,±∞. Настоящая статья посвящена Pω(1)-решениям уравнения (1).

Введем вспомогательное обозначение:

Φ(y) =

y∫
Y0

dz

ϕ(z)
, где Y0 =



y0, если

+∞∫
y0

dz

ϕ(z)
= +∞,

+∞, если

+∞∫
y0

dz

ϕ(z)
= +∞.

(5)

Из (3) следует, что при y → +∞ ϕ(y) представима в виде yσ+1+o(1). Поэтому
∫ +∞

y0

dz

ϕ(z)
расходится, если σ < 0, и сходится, если σ > 0. В силу (5) Φ строго монотонна на проме-
жутке [y0,+∞[ и

lim
y→+∞

Φ(y) =


+∞, если σ < 0,

0, если σ > 0.

Отсюда следует, что для функции Φ существует обратная функция Φ−1, заданная на про-

межутке [0,+∞[, если σ < 0, или на промежутке [cϕ, 0[, где cϕ = −
∫ +∞

y0

dz

ϕ(z)
, если σ > 0,

причем

lim
z→+∞

Φ−1(z) = +∞ при σ < 0, lim
z↑0

Φ−1(z) = +∞ при σ > 0. (6)

Теорема. Для существования Pω(1)-решений уравнения (1) необходимо и достаточ-
но выполнение следующих условий:

α0 = 1, σI(t) < 0 при t ∈]a, ω[, lim
t↑ω

p(t)
∫ t

A2

I(τ) dτ

(I(t))2
= 1, (7)

где

I(t) =

t∫
A1

p(τ) dτ,

(8)

A1 =



a, если

ω∫
a

p(τ) dτ = +∞,

ω, если

ω∫
a

p(τ) dτ < +∞,

A2 =



a, если

ω∫
a

|I(τ)| dτ = +∞,

ω, если

ω∫
a

|I(τ)| dτ < +∞.
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20 Л. А. КИРИЛЛОВА

Более того, каждое такое решение допускает при t ↑ ω асимптотические представле-
ния

y(t)
ϕ(y(t))

=
σ2I2(t)

p(t)
[1 + o(1)],

y′(t)
y(t)

= − p(t)
σI(t)

[1 + o(1)]. (9)

Доказательство. Необходимость. Пусть y : [ty, ω[→ [y0,+∞[ — Pω(1)-решение урав-
нения (1). Тогда в силу третьего из условий (4)

lim
t↑ω

(y′(t))2

y′′(t)y(t)
= 1. (10)

Поскольку y сохраняет знак в левой окрестности ω, отсюда, согласно (1), следует первое
из условий (7). Далее, так как(

y′(t)
ϕ(y(t))

)′
=

y′′(t)
ϕ(y(t))

[
1− (y′(t))2

y′′(t)y(t)
y(t)ϕ′(y(t))

ϕ(y(t))

]
,

ввиду (3) и (10) (
y′(t)

ϕ(y(t))

)′
= −σ

y′′(t)
ϕ(y(t))

[1 + o(1)] при t ↑ ω.

Поэтому с учетом (1) получаем(
y′(t)

ϕ(y(t))

)′
= −σp(t)[1 + o(1)] при t ↑ ω.

Интегрируя это соотношение по промежутку [ty, t] ⊂ [ty, ω[, имеем

y′(t)
ϕ(y(t))

− y′(ty)
ϕ(y(ty))

= −σ

t∫
ty

p(τ) [1 + o(1)]dτ. (11)

Если
∫ ω

a
p(τ) dτ = +∞, то (11) запишется в виде

y′(t)
ϕ(y(t))

= −σ

t∫
a

p(τ) dτ [1 + o(1)].

В случае, когда
∫ ω

a
p(τ) dτ < +∞, lim

t↑ω

y′(t)
ϕ(y(t))

= const. Покажем, что значением этого

предела может быть только нуль. Действительно, если бы lim
t↑ω

y′(t)
ϕ(y(t))

= c 6= 0, то из (1)

получили бы равенство

y′′(t)
y′(t)

=
p(t)
c

[1 + o(1)] при t ↑ ω.
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Интегрируя это равенство по промежутку [ty, t] ∈ [ty, ω[, имеем

ln
∣∣∣∣ y′(t)
y′(ty)

∣∣∣∣ =
1
c

t∫
ty

p(τ)[1 + o(1)] dτ.

Однако последнее соотношение противоречит второму из условий (4). Поэтому c = 0 и
(11) в данном случае принимает вид

y′(t)
ϕ(y(t))

= −σ

t∫
ω

p(τ) dτ [1 + o(1)] при t ↑ ω.

Таким образом, с учетом обозначения I(t) имеем

y′(t)
ϕ(y(t))

= −σI(t)[1 + o(1)] при t ↑ ω. (12)

Поскольку y′(t) > 0 в некоторой левой окрестности ω, отсюда следует второе из усло-
вий (7).

Проинтегрировав теперь (12) по промежутку [ty, t] ∈ [ty, ω[, получим

y(t)∫
y(ty)

dz

ϕ(z)
= −σ

t∫
ty

I(τ)[1 + o(1)] dτ. (13)

В силу первого из условий (4) интеграл слева при σ < 0 расходится, и поэтому (13) при-
мет вид

y(t)∫
y0

dz

ϕ(z)
= −σ

t∫
a

I(τ) dτ [1 + o(1)].

Если σ > 0, то ввиду первого из условий (4)

+∞∫
y(ty)

dz

ϕ(z)
= −σ

ω∫
ty

I(τ)[1 + o(1)] dτ = const.

В этом случае (13) запишем в виде

y(t)∫
+∞

dz

ϕ(z)
= −σ

t∫
ω

I(τ) dτ [1 + o(1)].

Поэтому с учетом (5) будем иметь

Φ(y(t)) = −σ

t∫
A2

I(τ) dτ [1 + 0(1)] при t ↑ ω, (14)

где A2 определено в (8).
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22 Л. А. КИРИЛЛОВА

Соотношение (10) ввиду (1) и (12) равносильно условиям

lim
t↑ω

[σI(t)ϕ(y(t))]2

y(t)p(t)ϕ(y(t))
= 1 и lim

t↑ω

y′(t) [−σI(t)ϕ(y(t))]
y(t)p(t)ϕ(y(t))

= 1.

Из этих двух предельных соотношений следуют первое и второе асимптотические пред-
ставления (9).

Осталось установить справедливость последнего из условий (7).
В силу (12)

y′(t) = −σI(t)ϕ(y(t))[1 + o(1)] при t ↑ ω. (15)

Используя правило Лопиталя, находим

lim
y→+∞

y

Φ(y)ϕ(y)
= lim

y→+∞

(
y

ϕ(y)

)′

Φ′(y)
= lim

t→+∞

1
ϕ(y)

(
1− yϕ′(y)

ϕ(y)

)
1

ϕ(y)

= −σ. (16)

Поэтому в силу (15) и первого из условий (4)

y′(t) =
I(t)y(t)
Φ(y(t))

[1 + o(1)] при t ↑ ω.

Отсюда, учитывая (14), получаем

y′(t)
y(t)

= − 1
σ

I(t)

 t∫
A2

I(τ) dτ

−1

[1 + o(1)] при t ↑ ω.

Сравнивая последнее соотношение со вторым из представлений (9), приходим к выводу,
что выполняется третье из условий (7). Необходимость установлена.

Достаточность. Предположим, что выполняются условия (8). Полагая β = −signσ,
уравнение (1) с помощью преобразования

Φ(y(t)) = −σ

t∫
A2

I(τ) dτ [1 + z1(x)],

(17)

y′(t)
y(t)

= − I(t)

σ

∫ t

A2

I(τ) dτ

[1 + z2(x)], x = β ln

∣∣∣∣∣∣
t∫

A2

I(τ) dτ

∣∣∣∣∣∣
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сводим к системе дифференциальных уравнений

z′1 = β

[
−1− z1 +

F (x, z1)
σ2 (1 + z2)

]
,

(18)

z′2 = β

[
−P (x)

(
1 + z2 +

σ

F (x, z1)

)
+

σ + 1
σ

+
σ + 2

σ
z2 +

z2
2

σ

]
,

в которой

F (x, z1) =
Y (t(x), z1)∫ t(x)

A2

I(τ) dτ ϕ(Y (t(x), z1))
, Y (t, z1) = Φ−1

−σ

t∫
A2

I(τ) dτ (1 + z1)

 ,

P (x) =
p(t(x))

∫ t(x)

A2

I(τ) dτ

I2(t(x))
.

В силу второго и третьего из условий (7) σ

∫ t

A2

|I(τ)| dτ < 0. Поэтому, учитывая пра-

вила выбора пределов интегрирования, указанные в (8), имеем

A1 = A2 =


a, если σ < 0,

ω, если σ > 0.

С учетом выбора β функция x(t) имеет свойство lim
t↑ω

x(t) = +∞. Выберем число t0 ∈ [a, ω[

так, чтобы β ln
∣∣∣∣∫ t0

A2

I(τ) dτ

∣∣∣∣ ≥ 1 и в случае σ > 0 выполнялось неравенство

2σ

ω∫
t0

ω∫
t0

p(z) dz dτ ≤
+∞∫
y0

dz

ϕ(z)
.

Теперь, зафиксировав произвольным образом δ ∈]0, 1[, рассмотрим полученную систему
дифференциальных уравнений на множестве

Ω = [x0,+∞[×D, где x0 = β ln

∣∣∣∣∣∣
t0∫

A2

I(τ) dτ

∣∣∣∣∣∣ , D = {(z1, z2) : |zi| ≤ δ, i = 1, 2}.

На этом множестве правые части системы (18) являются непрерывными функциями по
переменной x и дважды непрерывно дифференцируемыми по переменным z1, z2.
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24 Л. А. КИРИЛЛОВА

Разложив при каждом фиксированном x ∈ [x0,+∞[ функции F (x, z1) и
1

F (x, z1)
по

формуле Тейлора с остатком в форме Лагранжа в окрестности z1 = 0 до второго порядка
включительно, перепишем эту систему в виде

z′1 = F1(x) + A11(x)z1 + A12(x)z2 + R1(x, z1, z2),
(19)

z′2 = F2(x) + A21(x)z1 + A22(x)z2 + R2(x, z1, z2),

где

F1(x) = β

[
−1 +

F (x, 0)
σ2

]
, F2(x) = β

[
−P (x)

(
1 +

σ

F (x, 0)

)
+

σ + 1
σ

]
,

A11(x) = β

[
−1 +

1
σ

(M1(x, 0)− 1)
]

, A12(x) = β
F (x, 0)

σ2
,

A21(x) = β

[
−σ2 P (x)

F 2(x, 0)
(1−M1(x, 0))

]
, A22(x) = β

[
−P (x)

(
1 +

σ

F (x, 0)

)
+

σ + 2
σ

]
,

R1(x, z1, z2) = β

[
1
σ

(M1(x, 0)− 1)z1z2+

+
1

2F (x, θ1)
(−M1(x, θ1)−M1(x, θ1)M2(x, θ1) + M2

1 (x, θ1))z2
1(1 + z2)

]
,

R2(x, z1, z2) = β

[
z2
2

σ
− σ2P (x)

F 2(x, 0)
(1−M1(x, 0))z1z2 −

σ3P (x)
F 3(x, θ2)

(M2
1 (x, θ2)+

+ M1(x, θ2)M2(x, θ2)− 3M1(x, θ2) + 2)z2
1(1 + z2)

]
,

M1(x, θ) =
Y (t(x), θ)ϕ′(Y (t(x), θ))

ϕ(Y (t(x), θ))
, M2(x, θ) =

Y (t(x), θ)ϕ′′(Y (t(x), θ))
ϕ′(Y (t(x), θ))

,

|θi| ≤ |z1|, i = 1, 2.

В силу выбора δ и свойств (6) функции Φ−1 lim
x→+∞

Y (t(x), θ) = +∞ при |θ| ≤ δ. Поэто-

му, учитывая (2) и (3), имеем

lim
x→+∞

M1(x, θ) = σ + 1, lim
x→+∞

M2(x, θ) = σ при |θ| ≤ δ. (20)

Кроме того, с использованием правила Лопиталя находим

lim
x→+∞

F (x, 0) = lim
t↑ω

[
Y (t, 0)

ϕ(Y (t, 0))

]′
I1(t)

= σ2.
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Отсюда и из последнего из условий (7) следует

lim
x→+∞

Fi(x) = 0, i = 1, 2,

и предельная матрица коэффициентов линейной части системы (19) имеет вид

A = lim
x→+∞

 A11(x) A12(x)

A21(x) A22(x)

 =

 0 β

β

σ

β

σ

 .

Использовав для функции F (x, z1) при каждом фиксированном x ∈ [x0,+∞[ формулу
Лагранжа в окрестности z1 = 0, получим представление

1
F (x, z1)

=
1

F (x, 0)
1

1 +
σ

F (x, 0)
(M1(x, ξ)− 1)z1

,

из которого следует, что существуют x1 ≥ x0, δ1 ∈]0, δ] такие, что функция
1

F (x, z1)
огра-

ничена при x ∈ [x1,+∞[, |z1| ≤ δ1. Учитывая этот факт, (20) и третье из условий (7),
приходим к выводу, что

lim
|z1|+|z2|→0

Ri(x, z1, z2)
|z1|+ |z2|

= 0, i = 1, 2, равномерно по x ∈ [x1,+∞[.

Записывая для матрицы A характеристическое уравнение det[A− µE2] = 0, где E2 —
единичная матрица второго порядка, получаем

σµ2 − βµ− 1 = 0.

Поскольку σ 6= 0, корни этого уравнения имеют вид µ1,2 =
β ±

√
1 + 4σ

2σ
. Значит, харак-

теристическое уравнение не имеет корней с нулевой действительной частью, поэтому
для системы дифференциальных уравнений (19) выполнены все условия теоремы 2.1 из
[10]. Согласно этой теореме система (19) имеет хотя бы одно решение {zi}2i=1 : [x2,
+∞[−→ R2, x2 ≥ x1, стремящееся к нулю при x → +∞. Ему в силу замен (17) соот-
ветствует решение y уравнения (1), допускающее при t ↑ ω асимптотические представ-
ления

Φ(y(t)) = −σ

t∫
A2

I(τ) dτ [1 + o(1)],
y′(t)
y(t)

= − I(t)

σ

∫ t

A2

I(τ) dτ

[1 + o(1)]. (21)

В силу последнего из условий (7) второе из записанных соотношений можно представить
в виде второй формулы (9).
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26 Л. А. КИРИЛЛОВА

С учетом (16) заметим, что

Φ(y(t)) = − y(t)
σϕ(y(t))

[1 + o(1)] при t ↑ ω.

Отсюда, согласно последнему из условий (7), первое из соотношений (21) запишется в
виде первого из представлений (9).

Используя установленные асимптотические представления для отношений
y(t)

ϕ(y(t))
,

y′(t)
y(t)

и условия (8), нетрудно убедиться в том, что y является Pω(1)-решением уравне-

ния (1).
В качестве иллюстрации полученного результата рассмотрим дифференциальное

уравнение со степенно-логарифмической нелинейностью вида

y′′ = α0e
γtQ(t)yσ+1 lnµ y, (22)

где α0 ∈ {−1, 1}, γ 6= 0, σ 6= 0, Q : [a,+∞[→]0,+∞[ — непрерывно дифференцируемая
функция, удовлетворяющая условию

lim
t→+∞

tQ′(t)
Q(t)

= q0 = const.

В данном случае ω = +∞, p(t) = eγtQ(t), ϕ(y) = yσ+1 lnµ y.

Поскольку
∫ +∞

a
eγtQ(t) dt =

∫ +∞

a
eγttq0+o(1) dt расходится при γ > 0 и сходится при

γ < 0, то

A1 =

{
a, если γ > 0,

+∞, если γ < 0,
(23)

и I(t) =
∫ t

A1

eγτQ(τ) dτ.

Согласно правилу Лопиталя

lim
t→+∞

eγtQ(t)
γI(t)

= lim
t→+∞

γeγtQ(t) + eγtQ′(t)
γeγtQ(t)

= lim
t→+∞

[
1 +

tQ′(t)
Q(t)

1
γt

]
= 1.

Поэтому

I(t) ∼ 1
γ

eγtQ(t) при t → +∞. (24)

Аналогично получаем

A2 =

{
a, если γ > 0,

+∞, если γ < 0,
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и

t∫
A2

I(τ) dτ ∼ 1
γ2

eγtQ(t) при t → +∞. (25)

Уравнение (22) имеет P+∞(1)-решения тогда и только тогда, когда выполняются усло-
вия (7). Второе из этих условий, ввиду (23), принимает вид неравенства γσ < 0. Выпол-
нение же последнего из условий (7) непосредственно следует из (24) и (25).

При выполнении указанных условий каждое такое решение y : [ty,+∞[→]0,+∞[ до-
пускает при t → +∞ асимптотические представления

(y(t))σ lnµ y(t) =
γ2

σ2eγtQ(t)
[1 + o(1)] при t → +∞, (26)

y′(t)
y(t)

= −γ

σ
[1 + o(1)] при t → +∞. (27)

Интегрируя (27) по промежутку [ty, t] ⊂ [ty,+∞[, получаем

y(t) = e−
γ
σ

t+ε(t), где lim
t→+∞

ε(t) = 0. (28)

Подставляя это значение y(t) в (26), находим

eσε(t) =
(
− σ

γt

)µ γ2

σ2Q(t)
[1 + o(1)] при t → +∞.

Отсюда следует

ε(t) = − 1
σ

ln[tµQ(t)] + ln
(
−σ

γ

)µ−2
σ

+ ε1(t), где lim
t→+∞

ε1(t) = 0.

Подставляя это уточнение ε(t) в (28), получаем асимптотическое представление для
y(t) в виде

y(t) =
(
−σ

γ

)µ−2
σ

e−
γ
σ

tt−
µ
σ [Q(t)]−

1
σ [1 + o(1)]. (29)

Из этого представления и (27) для y′(t) получим представление вида

y′(t) =
(
−σ

γ

)µ−σ−2
σ

e−
γ
σ

tt−
µ
σ [Q(t)]−

1
σ [1 + o(1)]. (30)

Таким образом, для существования P+∞(1)-решений уравнения (22) необходимо и до-
статочно, чтобы α0 = 1 и σγ < 0. Более того, для каждого такого решения имеют место
при t → +∞ асимптотические представления (29), (30).
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Выводы. В [11] для нелинейных дифференциальных уравнений со степенными нели-
нейностями был выделен класс так называемых Pω(λ0)-решений, допускающий установ-
ление точных асимптотических формул при всех возможных значениях λ0.

В работе [9] идея этого подхода была распространена на случай уравнения (1). При
этом были полностью исследованы Pω(λ0)-решения, для которых λ0 /∈ {0, 1,±∞}. Осо-
бенность случаев λ0 ∈ {0, 1,±∞} заключается в существенном изменении характера
роста Pω(λ0)-решений.

В настоящей статье установлены необходимые и достаточные условия существова-
ния Pω(1)-решений уравнения (1), а также асимптотические при t ↑ ω формулы для
отношений y(t)/ϕ(y(t)) и y′(t)/y(t). Как показано на примере уравнения (22), полученные
представления в случае конкретного вида функции ϕ позволяют установить асимптоти-
ческие формулы непосредственно для y и y′.
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