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For an integro-differential inclusion with Hukuhara derivative, we introduce the notion of a quasisolution
and give conditions for the set of quasisolutions to coincide with the set of the usual solutions. We also
prove theorems on relaxations of the usual solutions and on compactness of the set of such solutions.

Для iнтегро-диференцiального включення з похiдною Хукухари введено поняття квазiрозв’яз-
ку i наведено умови, за яких множина квазiрозв’язкiв збiгається з множиною звичайних розв’яз-
кiв, а також доведено теореми про релаксацiю звичайних розв’язкiв i компактнiсть їхньої мно-
жини.

1. Введение. Понятие дифференциального уравнения с производной Хукухары было вве-
дено в работе [1] как обобщение обычного дифференциального уравнения на многознач-
ный случай. Исследования данного уравнения проводились в работах [2 – 5], а получен-
ные результаты были применены при исследовании, например, свойств множества
достижимости обычного дифференциального включения в банаховом пространстве [6]
или свойств решений нечеткого дифференциального уравнения [7 – 10].

В дальнейшем в работе А. В. Плотникова [11] было введено понятие дифференциаль-
ного включения с производной Хукухары как обобщение обычного дифференциального
включения и дифференциального уравнения с производной Хукухары. Свойства данного
типа включения исследовались в работах [5, 12 – 16].

Данная работа является продолжением исследований, опубликованных в [17]. В ней
вводится понятие квазирешения и доказывается теорема о связи квазирешений с обыч-
ными решениями, а также доказываются теорема о релаксации и компактность мно-
жества обычных решений для такого типа включений.

2. Основные определения и обозначения. Пусть comp(Rn)(conv(Rn)) — пространство
непустых компактных (и выпуклых) подмножеств евклидова пространства Rn с метри-
кой Хаусдорфа

h(A,B) = min{r ≥ 0|A ⊂ Sr(B), B ⊂ Sr(A)},

где A,B ∈ comp(Rn);Sr(x) — шар радиуса r ≥ 0 с центром в x ∈ Rn; Sr(A) = A+ Sr(0).
Обозначим через cc(Rn)(cocc(Rn)) пространство, состоящее из всех непустых ком-
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пактных (и выпуклых) подмножеств пространства conv(Rn) с метрикой

d(A,B) = max{max
a∈A

min
b∈B

h(a, b),max
b∈B

min
a∈A

h(a, b)},

а через tend(A) минимальное подмножество множества A ∈ cc(Rn) такое, что

conv tend(A) ≡ convA,

где convA — выпуклая оболочка множества A ∈ cc(Rn).
Рассмотрим интегро-дифференциальное включение

DhX ∈ F

t,X, t∫
0

Φ(s,X(s))ds

 , X(0) = X0, (1)

где DhX(t) — производная Хукухары от многозначного отображения X(·) в точке t ∈
∈ [0, T ], т. е. существует ∆-окрестность точки t такая, что (t − ∆, t + ∆) ⊂ [0, T ] и для
любых t′, t′′ ∈ (t−∆, t+ ∆) и t′ < t′′ существует множество G(t′, t′′) ∈ conv(Rn), которое
называется разностью Хукухары множеств X(t′′) и X(t′),

G(t′, t′′) = X(t′′)
h
− X(t′),

такое, что

X(t′′) = X(t′) +G(t′, t′′)

и выполняется тождество

lim
∆→0+

h(∆−1 × (X(t+ ∆)
h
− X(t)), DhX(t)) = lim

∆→0+

h(∆−1 × (X(t)
h
− X(t−∆)), DhX(t));

Φ(·, ·) : R1 × conv(Rn) → cc(Rm), F (·, ·, ·) : R1 × conv(Rn) × cocc(Rm) → cc(Rn) —
многозначные отображения, интеграл в (1) понимается в смысле Ауманна – Хукухары [5,
11, 13].

Определение 1. Абсолютно непрерывное многозначное отображение X(·) называ-
ется обычным решением интегро-дифференциального включения (1), если оно удов-
летворяет (1) почти всюду на [0, T ].

Обозначим через O(F ) множество обычных решений интегро-дифференциального
включения (1).

Определение 2. Абсолютно непрерывное многозначное отображение X(·) называ-
ется квазирешением интегро-дифференциального включения (1), если существует пос-
ледовательность многозначных отображений {Xk(·)}∞k=1 такая, что:

1) Xk(·) абсолютно непрерывно на [0, T ], k = 1, 2, . . . ;
2) h(DhXk(t), 0) ≤ m(t), t ∈ [0, T ], k = 1, 2, . . . , m(·) ∈ L1[0, T ] ;
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3) lim
k→∞

Xk(t) = X(t), t ∈ [0, T ] ;

4) lim
k→∞

dist

DhXk(t), F

t,Xk(t),

t∫
0

Φ(s,Xk(s))ds

 = 0 почти всюду на [0, T ], где

dist(a,B) = min
b∈B

h(a, b), a ∈ conv(Rn), B ∈ cc(Rn).

Обозначим черезQ(F ) множество квазирешений интегро-дифференциального вклю-
чения (1).

3. Основной результат. Сначала покажем, что при некоторых условиях, накладывае-
мых на правую часть системы (1), множество квазирешений и множество обычных ре-
шений совпадают.

Теорема 1. Пусть многозначные отображения F (·, ·, ·) и Φ(·, ·) удовлетворяют сле-
дующим условиям:

1) F (·, X, Y ) измеримо для всех (X,Y ) ∈ conv(Rn)× cocc(Rm) на [t0, T ] ;
2) F (t, ·, Y ) непрерывно для всех (t, Y ) ∈ [0, T ]× cocc(Rm) на Rn ;
3) F (t,X, ·) непрерывно для всех (t, x) ∈ [0, T ]× conv(Rn) на cocc(Rm) ;
4) Φ(·, x) измеримо для всех X ∈ conv(Rn) на [0, T ] ;
5) Φ(t, ·) непрерывно для всех t ∈ [0, T ] на conv(Rn) ;
6) существует m(·) ∈ L1[0, T ] такая, что

d(F (t,X, Y ), 0) ≤ m(t), (t,X, Y ) ∈ [0, T ]× conv(Rn)× cocc(Rm);

7) существует k(·) ∈ L1[0, T ] такая, что

d(Φ(t,X), 0) ≤ k(t), (t,X) ∈ [0, T ]× conv(Rn).

Тогда O(convF ) = Q(F ) = Q(convF ).

Доказательство. Очевидно, что Q(F ) ⊂ Q(convF ). Покажем, что

Q(convF ) ⊂ O(convF ).

ПустьX(·) ∈ Q(convF ). Тогда существует последовательность многозначных отобра-
жений {Xi(·)}∞i=1, сходящаяся к X(·), такая, что:

1) Xi(·) абсолютно непрерывны на [0, T ], i = 1, 2, . . .;
2) h(Dh(Xi(t), 0) ≤ m(t), t ∈ [0, T ], i = 1, 2, . . . , m(·) ∈ L1[0, T ];
3) lim

i→∞
Xi(t) = X(t), t ∈ [0, T ];

4) lim
i→∞

dist

DhXi(t), F

t,Xi(t),

t∫
0

Φ(s,Xi(s))ds

 = 0 почти всюду на [0, T ].

Обозначим

ψi(t) =

t∫
0

Φ(s,Xi(s))ds, ψ(t) =

t∫
0

Φ(s,X(s))ds.
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Из непрерывности многозначного отображения Φ(t, ·) по X следует, что

lim
i→∞

d(Φ(t,Xi(t)),Φ(t,X(t))) = 0

для почти всех t ∈ [0, T ], а следовательно, и

lim
i→∞

d(ψi(t), ψ(t)) = 0

для t ∈ [0, T ].
Из непрерывности многозначного отображения F (t, ·, ·) по X и Y следует, что

lim
i→∞

d(convF (t,Xi(t), ψi(t)), convF (t,X(t), ψ(t))) = 0

для почти всех t ∈ [0, T ].
Выберем произвольное ε > 0 и определим

Ti =

t ∈ [0, T ]|dist

DhXi(t), convF

t,X(t),

t∫
0

Φ(s,X(s))ds

 > ε

 .

Очевидно, что lim
i→∞

meas(Ti) = 0.

Поскольку convF (t,X(t), ψ(t)) измеримо на [0, T ], существует измеримый многознач-
ный селектор G(·) такой, что

G(t) ∈ convF (t,X(t), ψ(t)), h(G(t), 0) ≤ m(t)

для почти всех t ∈ [0, T ].
Определим

Ui(t) =

{
DhXi(t) для почти всех t ∈ [0, T ]\Ti,

G(t) для t ∈ Ti,

которые удовлетворяют включениюUi(t) ∈ Sε(convF (t,X(t), ψ(t))) почти всюду на [0, T ],
и абсолютно непрерывные функции Vi(·), для которых почти всюду на [0, T ] DhVi(t) =
= Ui(t).

Следовательно,

Vi(t2)
h
− Vi(t1) ∈

t2∫
t1

Sε

convF

t,X(t),

t∫
0

Φ(s,X(s))ds

 dt

для любых t1, t2 ∈ [0, T ] таких, что t1 ≤ t2.
Поскольку lim

i→∞
h(Vi(t), X(t)) = 0, то

X(t2)
h
− X(t1) ∈

t2∫
t1

Sε

convF

t,X(t),

t∫
0

Φ(s,X(s))ds

 dt.
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Из абсолютной непрерывности X(·) и [17] следует, что для почти всех t ∈ [0, T ]

DhX(t) ∈ Sε

convF

t,X(t),

t∫
0

Φ(s,X(s))ds

 .

Далее, так как ε — произвольное число, то

DhX(t) ∈ convF

t,X(t),

t∫
0

Φ(s,X(s))ds


для почти всех t ∈ [0, T ], т. е. X(·) ∈ O(convF ).

Теперь пусть X(·) ∈ O(convF ). Покажем, что X(·) ∈ Q(F ).
Из предположений теоремы следует, что F (·, X(·), ψ(·)) измерима на [0, T ] и сущест-

вуют система непересекающихся компактных подынтервалов {Ik
i }, а также множество

N ⊂ [0, T ], meas(N) = 0 такие, что [0, T ] =
⋃
i
Ik
i

⋃
N и:

1) DhX(t) ∈ convF

t,X(t),

t∫
0

Φ(s,X(s))ds

 почти всюду на [0, T ];

2) h(DhX(t), DhX(τ)) ≤ 1/k;
3) d(F (t,X(t), ψ(t)), F (τ,X(τ), ψ(τ))) ≤ 1/k,

где t, τ ∈ Ik
i , i = 1, 2, . . . , и k ∈ N — произвольное.

Определим Uk(·) и F̃k(·) следующим образом:

Uk(t) =
{
DhX(ti), t ∈ Ik

i , i = 1, 2, . . . ,
0, t ∈ N,

F̃k(t) =
{
F (ti, X(ti), ψ(ti)), t ∈ Ik

i , i = 1, 2, . . . ,
0, t ∈ N,

где ti ∈ Ik
i , i = 1, 2, . . . .

Тогда h(Uk(t), DhX(t)) ≤ 1/k, h(F̃k(t), F (t,X(t), ψ(t))) ≤ 1/k для почти всех t ∈ [0, T ].
Поскольку

DhX(ti) ∈ convF (ti, X(ti), ψ(ti))

и
tend(F (ti, X(ti), ψ(ti))) = tend(convF (ti, X(ti), ψ(ti))),

существует такое множество Sk
i ∈ cc(Rn), что DhX(ti) ∈ Sk

i и tend(Sk
i ) ⊂ F (ti, X(ti),

ψ(ti)).
Положим

Sk(t) =

{
Sk

i при t ∈ Ik
i ,

0 при t ∈ N.

Тогда Uk(t) ∈ Sk(t), tend(Sk(t)) ⊂ F̃k(t), |Uk(t)| ≤ |Sk(t)| ≤ m(t) почти всюду на [0, T ].
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Разобьем сегмент [0, T ] на m подсегментов [aj−1, aj ], j = 1,m, где aj = Tj/m, таких,
что aj − aj−1 < 1/k, j = 1,m.

Обозначим R(U, I) =
∫

I
U(s)ds, где I — измеримое множество из R1. Существует

такое многозначное отображение Wk(·), что Wk(t) ∈ tend(Sk(t)) почти всюду на [0, T ] и
R(Uk, [aj−1, aj ]) = R(Wk, [aj−1, aj ]) для каждого j.

Пусть Yk(t) = R(Wk, [0, T ]) + X(0). Тогда DhYk(t) = Wk(t) ∈ Sk(t), h(Dhyk(t), 0) ≤
≤ m(t) почти всюду на [0, T ], а также

dist(DhYk(t), F (t, x(t), ψ(t))) ≤ 1/k

почти всюду на [0, T ].
Пусть t ∈ [0, T ]. Тогда существует j ∈ {1, . . . ,m} такое, что t ∈ [aj−1, aj ] и, следова-

тельно,

h(Yk(t), X(t)) ≤ h(R(Wk, [aj−1, t]), R(Uk, [aj−1, t]))+

+ h(R(Uk, [0, T ]), R(DhX, [0, T ])) ≤ . . . ≤ 2

t∫
aj−1

m(s)ds+ T/k.

Отсюда получаем lim
k→∞

h(Yk(t), X(t)) = 0 для всех t ∈ [0, T ] и lim
k→∞

dist(DhYk(t), F (t,X(t),

ψ(t))) = 0 для почти всех t ∈ [0, T ]. Но так как для любого k ∈ N и почти всех t ∈ [0, T ]

DhYk(t) ∈ S1/k(F (t,X(t), ψ(t))), F (t,X(t), ψ(t)) ⊂ S1/k(F (t, Yk(t), ψk(t))),

то
DhYk(t) ∈ S2/k(F (t, Yk(t), ψk(t))).

Следовательно, для почти всех t ∈ [0, T ]

lim
k→∞

dist(DhYk(t), F (t, Yk(t), ψk(t))) = 0.

Тем самым X(·) ∈ Q(F ).

Теорема доказана.

Воспользуемся полученным результатом для доказательства теоремы релаксации.

Теорема 2. Пусть выполняются условия теоремы 1, а также условие
8) F (t, ·, ·) и Φ(t, ·) удовлетворяют условию Липшица с константами l1, l2 > 0, т. е.

h(F (t,X1, Y1), F (t,X2, Y2)) ≤ l1(h(X1, X2) + d(Y1, Y2)),

d(Φ(t,X1),Φ(t,X2)) ≤ l2h(X1, X2)

и X(·) ∈ O(convF ).
Тогда существует последовательность {Xk(·)}∞k=1, которая сходится кX(·) иXk(·) ∈

∈ O(F ), k = 1,∞.
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Доказательство. Согласно теореме 1 решение X(·) является также квазирешением
системы (1), т. е. существует последовательность абсолютно непрерывных многозначных
отображений {Yk(·)}∞k=1 такая, что:

1) lim
k→∞

Yk(t) = X(t), t ∈ [0, T ];

2) lim
k→∞

ρk(t) = 0 для почти всех t ∈ [0, T ], где

ρk(t) = dist

DhYk(t), F

t, Yk(t),

t∫
0

Φ(s, Yk(s))ds

 .

Из результатов [17] следует, что существуют абсолютно непрерывные функции
Xk(·) ∈ O(F ), k = 1,∞, такие, что:

1) Xk(t0) = X0;

2) h(Xk(t), Yk(t)) ≤ h(Xk(0), Yk(0))el(t
2+t) +

t∫
0

el[(t−s)2+(t−s)]ρk(s)ds, где t ∈ [0, T ],

l = max{l1, l1 · l2} k = 1,∞.
Поскольку lim

k→∞
h(Xk(0), Yk(0)) = 0 и lim

k→∞
ρk(t) = 0 для почти всех t ∈ [0, T ], то

lim
k→∞

[
h(Xk(0), Yk(0))el(t

2+t) +

t∫
0

el[(t−s)2+(t−s)]ρk(s)ds

]
= 0 для всех t ∈ [0, T ].

Следовательно,
lim

k→∞
Xk(t) = X(t)

для всех t ∈ [0, T ].
Теорема доказана.

Теперь докажем одно из важнейших свойств множества обычных решений — его ком-
пактность.

Теорема 3. Пусть многозначные отображения F (·, ·, ·) и Φ(·, ·) удовлетворяют сле-
дующим условиям:

1) F (·, X, Y ) измеримо для всех (X,Y ) ∈ conv(Rn)× cocc(Rm) на [0, T ] ;
2) F (t, ·, ·) непрерывно для всех t ∈ [0, T ] на conv(Rn)× cocc(Rm) ;
3) Φ(·, X) измеримо для всех X ∈ conv(Rn) на [0, T ] ;
4) Φ(t, ·) непрерывно для всех t ∈ [0, T ] на conv(Rn) ;
5) существует m(·) ∈ L1[0, T ] такая, что

d(F (t,X, Y ), 0) ≤ m(t), (t,X, Y ) ∈ [0, T ]× conv(Rn)× cocc(Rm);

6) существует k(·) ∈ L1[0, T ] такая, что

d(Φ(t,X), 0) ≤ k(t), (t,X) ∈ [0, T ]× conv(Rn);

7) для всех (t,X, Y ) ∈ [0, T ]× conv(Rn)× cocc(Rm) множество F (t,X, Y ) выпукло.
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Тогда множество обычных решений интегро-дифференциального включения (1) ком-
пактно в пространстве CM [0, T ].

Доказательство. Пусть {Xn(·)}∞n=1 — последовательность обычных решений системы
(1), т. е. почти для всех t ∈ [0, T ]

DhXn(t) ∈ F

t,Xn(t),

t∫
0

Φ(s,Xn(s))ds

 .

Тогда [16] для любых t, τ ∈ [0, T ] таких, что t > τ, имеем

Xn(t)
h
− Xn(τ) ∈

t∫
τ

F

ξ,Xn(ξ),

ξ∫
0

Φ(s,Xn(s))ds

 dξ.

Следовательно, для любых t > τ, t, τ ∈ [0, T ],

h(Xn(t), Xn(τ)) ≤

∣∣∣∣∣∣
t∫

τ

m(s)ds

∣∣∣∣∣∣ .
Тем самым последовательность {Xn(·)}∞n=1 является равномерно ограниченной и рав-

ностепенно непрерывной на [0, T ], а тогда согласно теореме Асколи – Арцела [18] суще-
ствует ее подпоследовательность {Xnk

(·)}∞k=1, равномерно сходящаяся на [0, T ] к некото-
рому абсолютно непрерывному многозначному отображению X(·).

Из условий 2, 4 и 7 получим

X(t)
h
− X(τ) ∈ lim

k→∞
sup

t∫
τ

F

ξ,Xnk
(ξ),

ξ∫
0

Φ(s,Xnk
(s))ds

 dξ ⊂

⊂
t∫

τ

lim
k→∞

supF

ξ,Xnk
(ξ),

ξ∫
0

Φ(s,Xnk
(s))ds

 dξ ⊂

⊂
t∫

τ

F

ξ,X(ξ),

ξ∫
0

Φ(s,X(s))ds

 dξ

для всех t, τ ∈ [0, T ] таких, что t > τ .
Следовательно, X(·) является обобщенным решением системы (1) и на основании ре-

зультатов [17] имеем

DhX(t) ∈ F

t,X(t),

t∫
0

Φ(s,X(s))ds


для почти всех t ∈ [0, T ], т. е. X(·) ∈ O(F ).

Теорема доказана.
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