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We investigate boundary-value problems for aLyapunov-type equation in the space Lp(I,L(H)). Necessary
and sufficient conditions of solvability of the corresponding boundary-value problem are obtained both
in linear and nonlinear cases. Solutions of the linear boundary-value problem are constructed by using
a generalized Green’s operator. For finding approximate solutions of the nonlinear equation, we propose
iterative Newton –Kantorovich-type algorithms.

Дослiджуються крайовi задачi для рiвняння типу Ляпунова у просторi Lp(I,L(H)). Отримано необ-
хiднi та достатнi умови розв’язностi вiдповiдної крайової задачi як у лiнiйному, так i в нелiнiйному
випадках. За допомогою узагальненого оператора Грiна побудовано розв’язки лiнiйної крайової
задачi. Для знаходження наближених розв’язкiв нелiнiйного рiвняння запропоновано збiжнi iтера-
тивнi алгоритми типу Ньютона –Канторовича.

Вступ. Рiвняння Ляпунова посiдає одне з центральних мiсць у якiснiй теорiї диференцiаль-
них рiвнянь. Крайовi задачi для рiвняння Ляпунова та Рiккатi дослiджувалися в скiнчен-
новимiрному та нескiнченновимiрному просторах, як у неперервному, так i дискретному
випадках у багатьох роботах. Зазначимо такi роботи, як [1 – 8].

Дана робота є певним продовженням робiт [6, 7]. Дослiджується бiфуркацiя розв’язкiв
для рiвняння Ляпунова у просторi iнтегровних iз p-м степенем операторiв. У цьому по-
лягає основна вiдмiннiсть цiєї роботи вiд iснуючих. Для отримання основних результатiв
застосовується розвинення методу Ляпунова –Шмiдта [9]. Розглядаються крайовi задачi
для нелiнiйного рiвняння Ляпунова зi значеннями не в звичайному функцiональному про-
сторi, а в просторi операторiв, що мають iнтегровну з p-м степенем норму, тобто належать
простору Lp(I,L(H)). Вони належать до класу еволюцiйних рiвнянь [10 – 12]. Наведено
достатнi умови, за яких розв’язок належить до вiдповiдного простору, та показано певнi
апрiорнi нерiвностi. Розглядаються резонанснi, нерегулярнi (некоректнi) задачi. У скiнчен-
новимiрному випадку такi задачi дослiджувалися, наприклад, у зазначених вище недавнiх
роботах [1 – 4]. У нескiнченновимiрному випадку вони мало дослiдженi. Вiдомо, що для
розв’язання операторно-диференцiальних рiвнянь потужним виявився апарат теорiї напiв-
груп, прощо свiдчать, наприклад, класичнi роботи [13 – 15] та [16 – 19], де також вивчалися
деякi класи нерегулярних вироджених операторно-диференцiальних задач Кошi. У данiй
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роботi до дослiдження крайових задач застосовується апарат теорiї узагальнено-обернених
операторiв [20 – 23] у поєднаннi з методами теорiї напiвгруп та апрiорнi нерiвностi. Такi
задачi мають широке коло застосувань як у задачах теорiї стiйкостi руху, так i в задачах
прикладної механiки [24].

1. Постановка задачi. Розглянемо крайову задачу

Ż(t, ε) = A(t)Z(t, ε)− Z(t, ε)B(t) + εR(Z(t, ε), t, ε) + Φ(t), (1)

`Z(·, ε) = α+ εJ(Z(·, ε), ε), (2)

де Z = Z(t, ε) —невiдома оператор-функцiя з простору Lp(I;L(H)), похiдна якої належить
також Lp(I,L(H)), A(t), B(t) — обмеженi оператор-функцiї з простору L(Lp(I;L(H))),
Φ(t) —iнтегровна з p-степенем оператор-функцiя з простору Lp(I,L(H)), R(Z(t, ε), t, ε) —
нелiнiйна оператор-функцiя; α—елемент простору H, J(Z(·, ε), ε) —нелiнiйний обмеже-
ний оператор; ε — малий параметр; оператор ` — лiнiйний неперервний, що переводить
розв’язки (1) у простiр Гiльберта H1, ` : W 1

p (I,L(H))→ H1, I ⊂ R,

Lp(I,H) :=

x : I → H, ‖x‖Lp(I,H) =

∫
I

‖x(t)‖pHdt

 1
p

<∞

 .

Тодi

Lp(I,L(H)) :=

{
X : I → L(H), X(t) ∈ L(H) ∀t ∈ I, ‖X‖Lp(I,L(H)) =

=

(∫
I

‖X(t)‖pL(H)dt

) 1
p

<∞

}
,

W 1
p (I,H) = {z : I → H, z ∈ Lp(I,H); ż ∈ Lp(I,H)} ,

L(H) —простiр лiнiйних та обмежених операторiв, що дiють iз гiльбертова простору H у
себе:

L(H) = {A : H → H,A лiнiйний та неперервний} .
Задача полягає у знаходженнi розв’язкiв крайової задачi (1), (2), якi при ε = 0 перетворю-
ються в один iз розв’язкiв породжуючої лiнiйної крайової задачi.

2. Лiнiйна задача. При ε = 0 отримаємо породжуючу крайову задачу

Ż(t, ε) = A(t)Z(t)− Z(t)B(t) + Φ(t), (3)

`Z(·) = α. (4)

Розглянемо лiнiйний операторKt
τ , якийпереводить оператор-функцiю Φ = Φ(t) з простору

Lp(I,L(H)) в оператор-функцiю Kt
τ [Φ] ∈ Lp(I × I,L(H)) вигляду

Kt
τ [Φ] = U(t)U−1(τ)Φ(τ)V −1(t)V (τ), (5)

де U(t), V (t) — еволюцiйнi оператори операторних рiвнянь

Ẋ(t, τ) = A(t)X(t, τ), X(τ, τ) = I, X(t) := X(t, 0), (6)

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2018, т. 21, № 4



НЕЛIНIЙНI КРАЙОВI ЗАДАЧI ДЛЯ РIВНЯННЯ ЛЯПУНОВА У ПРОСТОРI Lp 525

Ẏ (t, τ) = B(t)Y (t, τ), Y (τ, τ) = I, Y (t) := Y (t, 0), (7)

вiдповiдно. Очевидно, що V −1(t) задовольняє операторно-диференцiальному рiвнянню

Ẏ (t, τ) = −Y (t, τ)B(t), Y (τ, τ) = I, Y (t) = Y (t, 0).

За допомогою цього оператора можна зобразити загальний розв’язок рiвняння (4) у виглядi

Z(t) = Kt
0[M ] +

t∫
0

Kt
τ [Φ] dτ, (8)

де довiльний оператор M належить L(H). Будемо вимагати, щоб для ядра операторного
рiвняння виконувалася нерiвнiсть∫

I

∫
I

∥∥U(t)U−1(τ)
∥∥q
L(H)

∥∥V −1(t)V (τ)
∥∥q
L(H)

dτdt ≤ C, C > 0,

або аналог нерiвностi Гельдера,

∀Φ ∈ Lp(I,L(H))

∫
I

∫
I

∥∥Kt
τ [Φ]

∥∥
L(H)

dτdt ≤ c||Kt
τ ||Lq(I×I,L(H))‖Φ‖Lp(I,L(H)),

1

p
+

1

q
= 1, c > 0 — деяка стала, причому

||Kt
τ ||Lq(I×I,L(H)) =

∫
I

∫
I

∥∥Kt
τ

∥∥q
L(H)

dτdt

1
q

<∞. (9)

Застосовуючинерiвностi до зображення (8), отримаємо (проiнтегрувавшинорму ‖Z(t)‖pL(H)

по вiдрiзку I ) нерiвнiсть

‖Z‖Lp(I,L(H)) ≤ K‖M‖L(H) +K1‖Φ‖Lp(I,L(H))

або
‖Z‖Lp(I,L(H)) ≤ K‖Z(0)‖L(H) +K1‖DZ‖Lp(I,L(H)),

де

K = p

√√√√∫
I

||Kt
0||pdt, K1 = c

q

√√√√√√
∫
I

∫
I

‖Kt
τ‖
q
L(H) dτdt

1
q

,

DZ(t) := Z ′(t)−A(t)Z(t) + Z(t)B(t) = Φ(t).

Пiдставимо (8) у крайову умову (4) та отримаємо операторне рiвняння вiдносно операто-
ра M :

LM = α− `
(·)∫
0

K(·)
τ [Φ] dτ, (10)
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де оператор L дiє за правилом LM = `K·0[M ] : L(H) → H. Припустимо, що оператор L
є узагальнено-оборотним. Тодi, як показано в [11], вiн є нормально розв’язним i iснують
обмеженi проектори PYL : H → YL та PY : H → Y, якi iндукують розбиття L(H) i H у
прямi топологiчнi суми замкнених пiдпросторiв

L(H) = N(L)⊕XL,

H = YL ⊕R(L).

Внаслiдок нормальної розв’язностi оператора L рiвняння (10) є розв’язним [9] тодi i тiльки
тодi, коли його права частина задовольняє умову

PYL

α− ` (·)∫
0

K(·)
τ [Φ]dτ

 = 0. (11)

Тут PYL —проектор на ядро оператора L∗, спряженого до оператора L. Ця умова гарантує
належнiсть правої частини рiвняння (10) множинi значень оператора L :α− ` ·∫

0

K·τ [Φ]dτ

 ∈ R(L).

При виконаннi умови розв’язностi (11) операторне рiвняння (10) має множину розв’яз-
кiв вигляду

M = L−

α− ` (·)∫
0

K(·)
τ [Φ]dτ

+ PN(L)C,

де C — довiльний лiнiйний обмежений оператор C ∈ L(H), PN(L) — проектор на ядро
оператора L. Пiдставивши оператор M у зображення (8), отримаємо загальний розв’язок
задачi (3), (4) у виглядi

Z0(t, C) = Kt
0[PN(L)C] + (G[Φ, α])(t), (12)

де узагальнений оператор Грiна визначається таким чином:

(G[Φ, α])(t) =

∫ t

0
Kt
τ [Φ]dτ −Kt

0

L−` (·)∫
0

K(·)
τ [Φ]dτ

+ Kt
0[L
−α].

Отже, отримали наступну теорему.
Теорема 1. Нехай оператор L є узагальнено-оборотним. Крайова задача (3), (4) має роз-

в’язки тодi i тiльки тодi, коли виконується умова (11). При цьому розв’язки крайової зада-
чi (3), (4) мають вигляд (12).
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Зауваження. Увипадку, коли оператор-функцiї A(t) та B(t) спiвпадають (A(t) = B(t)),
крайову задачу (3), (4) можна переписати у виглядi

Ż(t, ε) = [A(t), Z(t)] + Φ(t),

`Z(·) = α,

де
[A(t), Z(t)] = A(t)Z(t)− Z(t)A(t),

та вiдповiднi формули для зображення розв’язкiв набувають бiльш простого вигляду. У
цьому випадку оператор-функцiя Kt

τ дiє на Φ(t) таким чином:
Kt
τ [Φ] = U(t)U−1(τ)Φ(τ)U−1(t)U(τ).

3. Нелiнiйна задача. Знайдемо необхiдну умову iснування розв’язкiв Z(t, ε) крайової
задачi (1), (2), якi при ε = 0 перетворюються в породжуючий розв’язок Z0(t, C) вигля-
ду (12).

Для цього будемо вимагати,щоб оператор-функцiя R(Z, t, ε) та нелiнiйнiсть J(Z(·, ε), ε)
були неперервними в околi породжуючого розв’язку Z0(t, C).

Якщокрайова задача (1), (2) має розв’язок, то згiдно з теоремою1повинна виконуватися
умова розв’язностi

PYL

α+ εJ(Z(·, ε), ε)− `
(·)∫
0

K(·)
τ [εR(Z(τ, ε), τ, ε) + Φ(τ)] dτ

 = 0.

Враховуючи умову розв’язностi (11), отримуємо

εPYL

J(Z(·, ε), ε)− `
(·)∫
0

K(·)
τ [R(Z(τ, ε), τ, ε)] dτ

 = 0.

При ε 6= 0 маємо

PYL

J(Z(·, ε), ε)− `
(·)∫
0

K(·)
τ [R(Z(τ, ε), τ, ε)] dτ

 = 0.

Враховуючинеперервнiсть по t i ε оператор-функцiї R(Z(t, ε), t, ε) та нелiнiйностi J(Z(·, ε), ε),
переходимо до границi при ε→ 0, Z(t, ε)→ Z0(t, C

0). Остаточно одержуємо

F (C0) = PYL

J(Z0(·, C0), 0)− `
(·)∫
0

K(·)
τ

[
R(Z0(τ, C

0), τ, 0)
]
dτ

 = 0 (13)

або

F (C0) = PYL
[
J
(
K

(·)
0 [PN(L)C

0] + (G[Φ, α])(·), 0
)
−

− `
(·)∫
0

K(·)
τ

[
R
(
Kt

0[PN(L)C
0] + (G[Φ, α])(τ), τ, 0

)]
dτ

]
= 0. (14)
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Таким чином, доведено необхiдну умову iснування розв’язкiв нелiнiйної крайової задачi
у просторi Lp(I;L(H)).

Теорема 2 (необхiдна умова). Нехай виконано умову розв’язностi (11) породжуючої кра-
йової задачi (3), (4) та крайова задача (1), (2) має розв’язок Z(t, ε) : Z(·, ε) ∈ Lp(I;L(H)),
Z(t, ·) ∈ C[0; ε0], який перетворюється при ε = 0 в породжуючий розв’язок Z0(t, C

0) вигля-
ду (12) з довiльним оператором C = C0. Тодi оператор C0 ∈ L(H) задовольняє операторне
рiвняння (13). Це рiвняння будемо називати рiвнянням для породжуючих операторiв крайової
задачi (1), (2).

Якщо рiвняння (13) має розв’язок, то породжуючому розв’язку Z0

(
t, C0

)
може вiдпо-

вiдати розв’язок Z(t, ·) ∈ C[0; ε0] : Z(t, 0) = Z0(t, C
0) крайової задачi (1), (2).

Знайдемо достатню умову iснування розв’язкiв Z(t, ε) крайової задачi (1), (2), якi при
ε = 0 перетворюються в породжуючий розв’язок Z0(t, C

0) вигляду (12) з оператором
C = C0 породжуючої крайової задачi (3), (4).

Для отримання достатньої умови iснування розв’язку виконаємо у крайовiй задачi (1),
(2) замiну змiнних

Z(t, ε) = Z0(t, C
0) + Y (t, ε),

в якiй Z0(t, C
0) —породжуючий розв’язок вигляду (12), C0 —лiнiйний та обмежений опе-

ратор з простору L(H), який задовольняє операторне рiвняння для породжуючих операто-
рiв (14).

Враховуючи, що Z0(t, C
0) є розв’язком крайової задачi (3), (4), отримуємо крайову

задачу

Ẏ (t, ε) = A(t)Y (t, ε)− Y (t, ε)B(t) + εR(Z0(t, C
0) + Y (t, ε), t, ε), (15)

`Y (·, ε) = εJ
(
Z0(·, C0) + Y (·, ε), ε

)
. (16)

Застосуємо до крайової задачi (15), (16) теорему 1, в якiй нелiнiйностi

R
(
Z0(t, C

0) + Y (t, ε), t, ε
)
, J

(
Z0(·, C0) + Y (·, ε), ε

)
формально розглядаємо як неоднорiдностi. Крiм того, формально розв’язок крайової зада-
чi (15), (16) можна записати у виглядi

Y (t, ε) = Kt
0[PN(L)C] + Y (t, ε),

Y (t, ε) = ε
(
G
[
R
(
Z0(t, C

0) + Y (t, ε), t, ε
)
, J
(
Z0(·, C0) + Y (·, ε), ε

)])
(t, ε).

Розв’язнiсть крайової задачi (1), (2) еквiвалентна розв’язностi крайової задачi (15), (16).
У подальшому будемо припускати, що нелiнiйностi є строго-диференцiйовними в околi
породжуючого розв’язку. Використовуючи неперервну диференцiйовнiсть нелiнiйностей
в околi породжуючого розв’язку, видiляємо лiнiйну частину за Y i члени нульового порядку
за ε. Справедливi такi розклади:

R
(
Z0(t, C

0) + Y (t, ε), t, ε
)

= R
(
Z0(t, C

0), t, 0
)

+A1(t)Y (t, ε) +R(Y (t, ε), t, ε),

J
(
Z0(·, C0) + Y (·, ε), ε

)
= J

(
Z0(·, C0), 0

)
+ `1Y (·, ε) +R1(Y (·, ε), ε),
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де
A1(t) = A1(t, C

0) = R
(1)
Z (v, t, ε)

∣∣∣
v=Z0(t,C0),ε=0

, `1 = J (1)(Z0, 0),

— похiднi Фреше в точцi
(
Z = Z0(t, C

0), ε = 0
)
, а для членiв бiльш високого порядку

R(Y, t, ε),R1(Y, ε) виконується спiввiдношення

R(0, t, 0) = 0, R(1)
Y (0, t, 0) = 0, R1(0, 0) = 0, R(1)

1 Y (0, 0) = 0.

Таким чином, враховуючи замiну, будемо розглядати крайову задачу

dY (t, ε)

dt
= A(t)Y (t, ε)− Y (t, ε)B(t)+

+ ε
{
R
(
Z0(t, C

0), t, 0
)

+A1(t)Y (t, ε) +R(Y (t, ε), t, ε)
}
,

`Y (·, ε) = ε
{
J
(
Z0(·, C0), 0

)
+ `1Y (·, ε) +R1(Y (·, ε), ε)

}
,

яка має розв’язок

Y (t, ε) = Kt
0

[
PN(L)C

]
+Y (t, ε), C ∈ L(H),

Y (t, ε) = ε

(
G
[
R
(
Z0(t, C

0), t, 0
)

+A1(t)Y (t, ε) +R(Y (t, ε), t, ε),

J
(
Z0(·, C0), 0

)
+ `1Y (·, ε) +R1(Y (·, ε), ε)

])
(t, ε),

a невiдомий оператор C ∈ L(H) визначається з умови розв’язностi крайової задачi (15),
(16):

PYL

[
J(Z0(·, C0), 0) + `1Y (·, ε) +R1(Y (·, ε), ε)−

− `
(·)∫
0

K(·)
τ

[
R(Z0(τ, C

0), τ, 0) +A1(τ)Y (t, ε) +R(Y (τ, ε), τ, ε)
]
dτ

]
= 0.

Пiдставляючи в лiнiйну частину замiсть виразу Y (t, ε) зображення вигляду Kt
0[PN(Q)C] +

+ Y (t, ε) та враховуючи виконання умови (13), отримуємо операторне рiвняння вiдносно
оператора C ∈ L(H) :

PYL

[
J(Z0(·, C0), 0) + `1

(
K

(·)
0

[
PN(L)C

]
+Y (·, ε)

)
+

+R1(Y (·, ε), ε)− `
(·)∫
0

K(·)
τ

[
R(Z0(τ, C

0), τ, 0)+

+A1(τ)
(
Kτ

0

[
PN(L)C

]
+Y (τ, ε)

)
+R(Y (τ, ε), τ, ε)

]
dτ

]
= 0.
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Для знаходження розв’язку Y (t, ·) ∈ C[0; ε0] : Y (t, 0) = 0 крайової задачi (15), (16)
приходимо до еквiвалентної операторної системи

Y (t, ε) = Kt
0

[
PN(L)C

]
+Y (t, ε),

B0C = −PYL

`1Y (·, ε) +R1(Y (·, ε), ε)− `
(·)∫
0

K(·)
τ

[
A1(τ)Y (τ, ε) +R(Y (τ, ε), τ, ε)

]
dτ

,
(17)

Y (t, ε) = ε

(
G
[
R(Z0(t, C

0), t, 0) +A1(t)Y (t, ε) +R(Y (t, ε), t, ε),

J(Z0(·, C0), 0) + `1Y (·, ε) +R1(Y (·, ε), ε)
])

(t, ε),

де оператор B0 визначається таким чином:

B0C := PYL

`1K(·)
0

[
PN(L)C

]
−`

(·)∫
0

K(·)
τ

[
A1(τ)Kτ

0

[
PN(L)C

]]
dτ

. (18)

Припустимо, що оператор B0 є узагальнено-оборотним. Тодi, як показано в [11], вiн є
нормально розв’язнимта iснують обмеженi проектори PN(B0) : L(H)→ N(B0) i PYB0

: H →
→ YB0 , якi iндукують розбиття L(H) i H у прямi топологiчнi суми замкнених пiдпросторiв

L(H) = N(B0)⊕XB0 ,

H = YB0 ⊕R(B0).

Внаслiдок нормальної розв’язностi оператора B0 рiвняння (17) є розв’язним [9] тодi i
тiльки тодi, коли його права частина задовольняє умову

PYB0
PYL

`1Y (·, ε) +R1(Y (·, ε), ε)− `
(·)∫
0

K(·)
τ

[
A1(τ)Y (τ, ε) +R(Y (τ, ε), τ, ε)

]
dτ

 = 0.

Ця умова виконується, якщо, в свою чергу, виконується умова

PYB0
PYL = 0. (19)

При виконаннi умови (19) операторне рiвняння (17) розв’язне. Таким чином, маємо, що
вiдповiдна операторна система еквiвалентна крайовiй задачi (15), (16) у просторi функцiй
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Y (·, ε) ∈ Lp(I,L(H)); Y (t, ·) ∈ C[0; ε0] та має вигляд

Y (t, ε) = Kt
0

[
PN(L)C

]
+Y (t, ε),

C = −B−0 PYL

[
`1Y (·, ε) +R1(Y (·, ε), ε)−

−`
(·)∫
0

K(·)
τ

[
A1(τ)Y (τ, ε) +R(Y (τ, ε), τ, ε)

]
dτ

]
,

Y (t, ε) = ε

(
G
[
R(Z0(t, C

0), t, 0) +A1(t)
(
Kt

0

[
PN(L)C

]
+Y (t, ε)

)
+R(Y (t, ε), t, ε),

J(Z0(·, C0), 0) + `1Y (·, ε) +R1(Y (·, ε), ε)
])

(t, ε).

(20)

Ввiвши до розгляду вектор u = (Y,C, Y )T ∈ (L(H))3, операторну систему (20) можна
подати у виглядi

u =


0 Kt

0[PN(L)·] I

0 0 L1·

0 0 0

u+ g

або
u = Wu+ g,

де

Wu =


0 Kt

0[PN(L)·] I

0 0 L1·

0 0 0

u =


Kt

0[PN(L)C] + Y (t, ε)

L1Y (t, ε)

0

,

L1Y (t, ε) = −B−0 PYL

[
l1Y (·, ε)− `

(·)∫
0

K(·)
τ

[
A1(τ)Y (τ, ε)

]
dτ

]
,

g =



0

−B−0 PYL

{
l1R1(Y (·, ε), ε)− `

∫ (·)

0
K(·)
τ

[
R(Y (τ, ε), τ, ε)

]
dτ

}

ε

(
G
[
R(Z0(t, C

0), t, 0) +A1(t)Y (t, ε)+

+R(Y (t, ε), t, ε), J(Z0(·, C0), 0) + `1Y (·, ε) +R1(Y (·, ε), ε)
])


.

Одержану систему можна переписати у виглядi
u = (I −W )−1g,

де

(I −W )−1 =


I Kt

0[PN(L)·] Kt
0[PN(L)L1·] + I

0 I L1

0 0 I

.
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Тодi

u = (I −W )−1g = (I −W )−1S(ε)u =

=



Kt
0

[
PN(L)

{
−B−0 PYL

{
l1R1 − `

∫ (·)

0
K(·)
τ [R]dτ

}
+

+ εL1

(
G
[
R+A1Y +R, J + `1Y +R1

])
(t, ε)

}]
+

+ ε
(
G
[
R+A1Y +R, J + `1Y +R1

])
(t, ε)

−B−0 PYL

{
`1R1(Y (·, ε), ε)− `

∫ (·)

0
K(·)
τ [R(Y (τ, ε), τ, ε)]dτ

}
+

+ εL1

(
G
[
R+A1Y +R, J + `1Y +R1

])
(t, ε)

ε

(
G
[
R(Z0(t, C

0), t, 0) +A1(t)Y (t, ε)+

+R(Y (t, ε), t, ε), J(Z0(·, C0), 0) + `1Y (·, ε) +R1(Y (·, ε), ε)
])



.

Операторна система (20) належить до класу систем вигляду [25], для розв’язання яких
можна застосувати метод простих iтерацiй.

На основi операторної системи (20) побудуємо iтерацiйний процес для знаходження
розв’язку Y (t, ·) ∈ C[0; ε0], Y (t, 0) = 0 крайової задачi (15), (16).

Виходячи з позначень, отримуємо наступне твердження.
Теорема 3 (достатня умова). Нехай для оператора B0 виконується умова

PN(B∗
0)PN(L∗) = 0.

Тодi для довiльного оператора C = C0 ∈ L(H), що задовольняє рiвняння для породжуючих
операторiв (14), iснує принаймнi один розв’язок крайової задачi (1), (2). Цей розв’язок може
бути знайдений з використанням iтерацiйного процесу

Y k+1(t, ε) = εG
[
R
(
Z0(·, C0) + Yk(·, ε), ·, ε

)
, J(Z0(·, C0) + Yk(·, ε), ε)

]
(t, ε),

Ck = B
−
0

{
PYL`

(·)∫
0

K(·)
τ [A1(τ)Y k(τ, ε) +R(Yk(τ, ε), τ, ε)]dτ−

− PYL
{
l1Y k(·, ε) +R1(Yk(·, ε), ε)

}}
,

Yk+1(t, Ck) = Kt
0[PN(L)Ck] + Y k+1(t, ε),

Zk(t, ε) = Z0(t, C
0) + Yk(t, ε), k = 0, 1, 2, . . . , Y0(t, ε) = 0,

Z(t, ε) = lim
k→∞

Zk(t, ε).

Приклад. Розглянемо нелiнiйну крайову задачу (1), (2) у просторi Lp(I,L(l2)) iз опе-
раторнозначними функцiями, визначеними на вiдрiзку I = [a; b] = [0; 8ln2] у виглядi
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злiченновимiрних матриць A, B, Φ(t) та R(Z, t, ε) такого вигляду:

A = diag

{
1

4
, 0,

1

4
, 0, . . . ,

1

4
, 0, . . .

}
, (21)

B = diag

{
1

2
,
1

2
,
1

2
,
1

2
, . . . ,

1

2
,
1

2
, . . .

}
,

Φ(t) = diag
{
e

1
4
t, e

1
2
t, e

1
4
t, e

1
2
t, . . . , e

1
4
t, e

1
2
t, . . .

}
,

R(Z, t, ε) = diag

{(
z11(t) + z22(t)

)
z33(t), 0,

(
z11(t) + z22(t)

)
z44(t), 0,

(
z55(t) + z66(t)

)
z77(t), 0,

(
z55(t) + z66(t)

)
z88(t), 0, . . .

}
, (22)

i крайовою умовою вигляду

`Z(·) = ((TZ(0)−NZ(8ln2))i,i)i∈N = α = (αi)i∈N,

де

T = diag {1, 0, 1, 0, . . . , 1, 0, . . .} , N = diag {4,−16, 4,−16, . . . , 4,−16, . . .} ,

`1 = 0, J(Z(·)) = 0, α = diag {α11, α22, α33, α44, . . . , αnn, . . .} , αnn ∈ R, n ∈ N.

Таким чином, оператор крайових умов ` переводить оператор-функцiю Z(t) у вектор,
елементами якого є дiагональнi елементи оператора TZ(0)−NZ(8ln2). Неважко показати,
що для норми операторнозначної функцiї Φ(t) справедлива така оцiнка (I = [a; b] =
= [0; 8ln2]) :

‖Φ‖Lp(I,L(l2)) ≤

∫
I

e
pt
2 dt

1
p

= p

√
2

p

(
e

b
2 − e

a
2

)
= 15 p

√
2

p
.

Знайдемо розв’язок породжуючої крайової задачi. Еволюцiйнi оператори рiвнянь (6), (7)
мають вигляд

U(t) = diag
{
e

1
4
t, 1, e

1
4
t, 1, . . . , e

1
4
t, 1, . . .

}
,

V (t) = diag
{
e

1
2
t, e

1
2
t, e

1
2
t, e

1
2
t, . . . , e

1
2
t, e

1
2
t, . . .

}
.

Лiнiйна оператор-функцiя Kt
τ , що переводить оператор-функцiю Φ = Φ(t) з простору

Lp(I,L(l2)) в оператор-функцiю Kt
τ [Φ] ∈ Lp(I × I,L(l2)) за формулою (5), має вигляд

Kt
τ = diag

{
e−

1
4
t+ 1

2
τ , eτ−

1
2
t, e−

1
4
t+ 1

2
τ , eτ−

1
2
t, . . . , e−

1
4
t+ 1

2
τ , eτ−

1
2
t, . . .

}
.

Тодi для будь-якого X ∈ L(l2) та фiксованих t, τ ∈ I справедлива нерiвнiсть∥∥Kt
τX
∥∥
L(l2) ≤

(
e−

1
4
t+ 1

2
τ + eτ−

1
2
t
)
‖X‖L(l2),
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з якої випливає, що
∥∥Kt

τ

∥∥
L(l2) ≤ e−

1
4
t+ 1

2
τ + eτ−

1
2
t. Покажемо, що для Kt

τ виконується
нерiвнiсть (9). Дiйсно,

∥∥Kt
τ

∥∥
Lq(I×I,L(l2)) ≤

∫
I

∫
I

(
e−

1
4
t+ 1

2
τ + eτ−

1
2
t
)q
dτdt

1
q

.

За нерiвнiстю Мiнковського маємо∫
I

∫
I

(
e−

1
4
t+ 1

2
τ + eτ−

1
2
t
)q
dτdt

1
q

≤

∫
I

∫
I

e−
1
4
qt+ 1

2
qτdτdt

1
q

+

∫
I

∫
I

eqτ−
1
2
qtdτdt

1
q

.

Остаточно одержуємо

∥∥Kt
τ

∥∥
Lq(I×I,L(l2)) ≤

q

√
8

q2

(
e

b
2 − e

a
2

)(
e−

a
4 − e−

b
4

)
+ q

√
2

q2

(
eb − ea

)(
e−

a
2 − e−

b
2

)
=

=
45

4

(
q

√
8

q2
+ q

√
2

q2

)
.

Загальний розв’язок рiвняння (1) можна зобразити у виглядi (8) за допомогою довiльного
оператора M, який виберемо у виглядi злiченновимiрної дiагональної матрицi

M = diag {m11,m22,m33,m44, . . . ,mnn, . . .} .

Оператор L дiє за правилом LM = `K·0[M ] = diag {0,m22, 0,m44, . . . , 0,m2n2n, . . .} . Вiн є
узагальнено-оборотним, i iснують проектори PN(L) та PYL :

PN(L) = diag {1, 0, 1, 0, . . . , 1, 0, . . .} , PYL = diag {1, 0, 1, 0, . . . , 1, 0, . . .} .

Умова розв’язностi PYL
[
α+N

∫ 8 ln 2

0
K8 ln 2
τ [Φ]dτ

]
= 0 вигляду (11) виконується для будь-

якого α2n2n ∈ R i α11 = −30, α33 = −30, . . . , α(2n−1)(2n−1) = −30, . . . , ∀n ∈ N. Таким
чином, породжуюча крайова задача (3), (4) розв’язна i має розв’язок:

Z0(t, C) = diag

{(
C11 − 2

)
e−

1
4
t + 2e

1
4
t,−256e−

1
2
t + e

1
2
t,

(
C33 − 2

)
e−

1
4
t + 2e

1
4
t,−256e−

1
2
t + e

1
2
t, . . .

. . . ,
(
C(2n−1)(2n−1) − 2

)
e−

1
4
t + 2e

1
4
t,−256e−

1
2
t + e

1
2
t, . . .

}
. (23)

Перевiримо необхiдну умову. Пiдставивши знайдений породжуючий розв’язок Z0(t, C)
в операторне рiвняння (13) i розв’язавши його вiдносно невiдомих C11, C22, . . . , Cnn, отри-
маємо

C11 =
68417

375
− 20418

225
ln 2, C33 = −12(133120 ln 2− 154563)

10240 ln 2− 43251
, . . . ,
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C(2n−1)(2n−1) =
68417

375
− 20418

225
ln 2, C(2n+1)(2n+1) = −12(133120 ln 2− 154563)

10240 ln 2− 43251
, . . .

для довiльних C2n2n ∈ R, n ∈ N.
Отже, умови теореми 2 виконано.
Перевiримо достатню умову. Побудуємо оператор B0, який визначається за форму-

лою (18). Для цього треба визначити компоненти оператора A1(t), якi знаходяться з роз-
кладу R(Z0(t, C

0) + Y (t, ε), t, ε) = R
(
Z0(t, C

0)t, 0
)

+A1(t)Y (t, ε) +R(Y (t, ε), t, ε) :

A1(t) = diag


10240e−

1
2
t

[(
−158 ln 2 +

970629

5120

)
e

1
4
t +

(
ln 2− 43251

10240

)(
et + 2e

3
4
t − 256

)]
10240 ln 2− 43251

,

10240e−
1
2
t

[(
−158 ln 2 +

970629

5120

)
e

1
4
t +

(
ln 2− 43251

10240

)(
et + 2e

3
4
t − 256

)]
10240 ln 2− 43251

,

1

1125
(−10240 ln 2 + 203001)e−

1
4
t +
(
et + 2e

3
4
t − 256

)
e−

1
2
t,

1

1125
(−10240 ln 2 + 203001)e−

1
4
t +
(
et + 2e

3
4
t − 256

)
e−

1
2
t, . . .

 .

Оператор B0 має вигляд

B0 = diag

{
−900(10240 ln 2− 26943)

10240 ln 2− 43251
, 0,−2048

75
ln 2 +

14417

125
, 0, . . .

− 900(10240 ln 2− 26943)

10240 ln 2− 43251
, 0,−2048

75
ln 2 +

14417

125
, 0, . . .

}
.

Тодi

B−0 = diag

 10240 ln 2− 43251

900(26943− 10240 ln 2)
, 0,

1

−2048

75
ln 2 +

14417

125

, 0, . . .

10240 ln 2− 43251

900(26943− 10240 ln 2)
, 0,

1

−2048

75
ln 2 +

14417

125

, 0, . . .

 .

Проектори вiдповiдно визначаються рiвностями

PN(B0) = diag {0, 1, 0, 1, . . . , 0, 1, . . .} , PYB0
= diag {0, 1, 0, 1, . . . , 0, 1, . . .} .

Умова PYB0
PYL = 0 теореми 3 завжди виконується. Згiдно з теоремою 3 крайова задача (1),

(2) зi злiченновимiрними матрицями A, B, Φ(t) та R(Z, t, ε) у диференцiальному рiвняннi
вигляду (21), (22) i крайовою умовою вигляду (3) має розв’язок, який можна знайти за
допомогою iтерацiйного процесу.
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