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We find a condition that allows to solve a degenerate impulsive problem that does not have a solution by
introducing a control function into both the differential system and the impulsive condition in the case
where the degenerate problem without control can be reduced to a central canonical form.

Получены условия, при которых неразрешимую вырожденную импульсную задачу можно сде-
лать разрешимой с помощью введения функции управления как в дифференциальную систему,
так и в импульсное условие при предположении, что вырожденная дифференциальная система
без управления сводится к центральной канонической форме.

Розглядається iмпульсна задача

B(t)
dx

dt
= A(t)x+ f(t) +A1(t)u, (1)

∆Eix|t=τi = Six(τi − 0) + bi +Miu, t, τi ∈ [a, b], i = 1, . . . , p, (2)

де A(t), B(t) ∈ C3q−2[a, b], A1(t) ∈ Cq−1[a, b] — (n× n)-вимiрнi матрицi, f(t) ∈ Cq−1[a, b]−
n-вимiрна вектор-функцiя, detB(t) = 0 для будь яких t ∈ [a, b]. Розв’язок x = x(t) =
= col (x1(t), . . . , xn(t)) будемо шукати у просторi C1([a, b]|{τi}I) кусково неперервно ди-
ференцiйовних вектор-функцiй з розривами першого роду в точках t = τi, якi задаються
рiвняннями (2); u − n-вимiрний сталий вектор-стовпчик, який задає керування, u ∈ Rn;
Si, i = 1, . . . , p, — (mi × n)-вимiрнi сталi матрицi; Mi, i = 1, . . . , p, — (mi × n)-вимiрнi
сталi матрицi; Ei — (mi×n)-вимiрнi сталi матрицi такi, що rank (Ei+Si) = mi < n, тобто
розв’язок системи визначається однозначним продовженням через точку розриву:

∆Eix|t=τi := Ei(x(τi + 0)− x(τi − 0));
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bi — mi-вимiрний вектор-стовпчик констант, bi ∈ Rmi ; −∞ < a < τ1 < . . . < τi < . . .
. . . < τp < b < ∞, i = 1, . . . , p.

Вiдомо [1], що при розглядi iмпульсної задачi як крайової задачi з „Interface Conditi-
ons” [2] iмпульсна задача (1), (2) без керування

B(t)
dx

dt
= A(t)x+ f(t), (3)

∆Eix|t=τi = Six(τi − 0) + bi, t, τi ∈ [a, b], i = 1, . . . , p, (4)

має r-параметричну сiм’ю лiнiйно незалежних розв’язкiв

x(t, cr) = Xr(t)cr + (G[f, b])(t) (5)

тодi i тiльки тодi, коли неоднорiдностi f(t) ∈ Cq−1[a, b] в диференцiальнiй системi та bi ∈
∈ Rmi в iмпульснiй умовi задовольняють d лiнiйно незалежних умов

PQ∗
d
{b− `x̃ (·)} = 0, (6)

де

x̃(t) =

t∫
a

Xn−s(t)Y
∗
n−s(τ)f(τ)dτ − Φ(t)

q−1∑
k=0

Ik
dk

dtk

(
[Ψ∗(t)L(t)Φ(t)]−1 Ψ∗(t)f(t)

)

— частинний розв’язок неоднорiдної виродженої диференцiальної системи (3) [1, 3];

Q := lXn−s(·) =


−S1Xn−s(τ1)
−S2Xn−s(τ2)
. . . . . . . . . . . .
−SpXn−s(τp)


— (m× (n− s))-вимiрна стала матриця; m = m1 + . . .+mp;

lx̃(·) =


E1x̃(τ1+)− (E1 + S1)x̃(τ1−)
E2x̃(τ2+)− (E2 + S2)x̃(τ2−)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Epx̃(τp+)− (Ep + Sp)x̃(τp−)


— (m × 1)-вимiрний вектор-стовпчик iмпульсної умови; b = col (b1, . . . , bp) ∈ Rm — зада-
ний вектор-стовпчик; Xn−s(t) − (n × (n − s))-вимiрна матриця, складена з n − s лiнiйно
незалежних розв’язкiв однорiдної системи

B(t)
dx

dt
= A(t)x, t ∈ [a, b],
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та Yn−s(t)— (n× (n− s))-вимiрна матриця, складена з n− s лiнiйно незалежних розв’язкiв
спряженої системи

d

dt
B∗(t)y = −A∗(t)y, t ∈ [a, b];

(n × s)-вимiрнi матрицi Φ(t), Ψ(t) складенi з векторiв, якi утворюють жордановi набори
матрицi B(t) вiдносно оператора L(t) i матрицi B∗(t) вiдносно оператора L∗(t):

Φ(t) =
[
ϕ
(1)
1 (t), . . . , ϕ

(s1)
1 (t);ϕ

(1)
2 (t), . . . , ϕ

(s2)
2 (t); . . . ;ϕ(1)

r (t), . . . , ϕ(sr)
r (t)

]
,

Ψ(t) =
[
ψ
(1)
1 (t), . . . , ψ

(s1)
1 (t);ψ

(1)
2 (t), . . . , ψ

(s2)
2 (t); . . . ;ψ(1)

r (t), . . . , ψ(sr)
r (t)

]
.

Фундаментальнi матрицi Xn−s(t) та Yn−s(t) завжди можна визначити так, щоб вико-
нувалась рiвнiсть

Y ∗n−s(t)B(t)Xn−s(t) = En−s.

ТутXr(t) = Xn−s(t)PQr — (n×r)-вимiрна матриця, PQ := En−s−Q+Q— ((n−s)×(n−s))-
ортопроектор, який проектує простiр Rn−s на kerQ. Оскiльки rankPQ = r = (n− s)−n1,
то через PQr ми позначаємо ((n − s) × r)-вимiрну матрицю, що складається з r лiнiйно
незалежних стовпцiв матрицi PQ.

Зазначимо, що, як i в роботах [1, 4], припускаємо, що рiвняння (3) зводиться до цент-
ральної канонiчної форми.

Постановка задачi. Припускаємо, що iмпульсна задача (3), (4) нерозв’язна при довiль-
них bi ∈ Rmi та f(t) ∈ Cq−1[a, b]. Ставиться питання: чи можна так збурити iмпульсну за-
дачу, щоб вона стала розв’язною? Покажемо, що це можна зробити за допомогою введен-
ня керування у виглядi A1(t)u в диференцiальну систему та Miu в iмпульсну умову. Знай-
демо умову на сталий вектор u ∈ Rn,що входить в керування, при якому iмпульсна задача
(1), (2) буде розв’язною при довiльних неоднорiдностях bi ∈ Rmi та f(t) ∈ Cq−1[a, b].

Використавши умову (6), запишемо необхiдну i достатню умову розв’язностi для iм-
пульсної задачi (1), (2) з керуванням у виглядi

PQ∗
d

{
b+Mu− `

( ·∫
a

Xn−s(·)Y ∗n−s(τ)(f(τ) +A1(τ)u)dτ −

− Φ(·)
q−1∑
k=0

Ik
dk

dtk

(
[Ψ∗(t)L(t)Φ(t)]−1 Ψ∗(t) (f(t) +A1(t)u)

)
(·)

)}
= 0, (7)

де M = col (M1, . . . ,Mp) — (m× n)-вимiрна матриця.
Отримаємо алгебраїчну систему вiдносно u:

PQ∗
d

{
−M + `

( ·∫
a

Xn−s(·)Y ∗n−s(τ)A1(τ)dτ +

+ Φ(·)
q−1∑
k=0

Ik
dk

dtk

(
[Ψ∗(t)L(t)Φ(t)]−1 Ψ∗(t)A1(t)

)
(·)

)}
u =
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= PQ∗
d

{
b− `

( ·∫
a

Xn−s(·)Y ∗n−s(τ)f(τ)dτ −

− Φ(·)
q−1∑
k=0

Ik
dk

dtk

(
[Ψ∗(t)L(t)Φ(t)]−1 Ψ∗(t)f(t)

)
(·)

)}
, (8)

яку запишемо у виглядi алгебраїчної системи вiдносно невiдомого керування u ∈ Rn:

Du = PQ∗
d
{b− `x̃(·)}, (9)

де D — (d× n)-вимiрна матриця, що визначається формулою

D := PQ∗
d

{
−M + `

( ·∫
a

Xn−s(·)Y ∗n−s(τ)A1(τ)dτ +

+ Φ(·)
q−1∑
k=0

Ik
dk

dtk

(
[Ψ∗(t)L(t)Φ(t)]−1 Ψ∗(t)A1(t)

)
(·)

)}
.

Оскiльки прямокутна матриця є нетеровим оператором [3, 5 – 9], то алгебраїчна си-
стема (9) розв’язна тодi i тiльки тодi, коли її вiльний член PQ∗

d
{b − `x̃(·)} належить орто-

гональному доповненню N⊥(D) = R(D) пiдпростору N(D∗), тобто коли

PD∗PQ∗
d
{b− `x̃(·)} = 0. (10)

При цiй умовi загальний розв’язок системи (9) має вигляд

u = D+PQ∗
d
{b− `x̃(·)}+ PDu ∀u ∈ Rn,

де D+ — псевдообернена за Муром – Пенроузом (n × d)-вимiрна матриця; PD та PD∗ —
(n × n)- та (d × d)-вимiрнi матрицi — ортопроектори, якi проектують простори Rn та Rd
на нуль-простори N(D) та N(D∗) матриць D та D∗ вiдповiдно:

PD : Rn → N(D), PD∗ : Rd → N(D∗).

Нехай rankPD∗ = d2 (d2 = d − k, k = rankD), тодi (d × d)-вимiрну матрицю PD∗

можна замiнити на (d2 × d)-вимiрну матрицю PD∗
d2

складену з повної системи d2 лiнiйно
незалежних рядкiв матрицi PD∗ . Також (n × n)-вимiрну матрицю PD можна замiнити на
(n × n2)-вимiрну матрицю PDn2

, складену з повної системи n2(n2 = n − k, k = rankD)
лiнiйно незалежних стовпцiв матрицi PD.

Таким чином, справджується наступне твердження.
Теорема. Вироджена диференцiальна система (1) з iмпульсною умовою (2) розв’язна

тодi i тiльки тодi, коли неоднорiдностi bi ∈ Rmi та f(t) ∈ Cq−1[a, b] задовольняють
d2 лiнiйно незалежних умов

PD∗
d2
PQ∗

d
{b− `x̃(·)} = 0, d2 = d− k. (11)
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При цьому стале керування u ∈ Rn визначається формулою

u = D+PQ∗
d
{b− `x̃(·)}+ PDn2

u ∀u ∈ Rn2 . (12)

Наслiдок 1. Якщо rankD = k = n, то вироджена диференцiальна система (1) з iм-
пульсною умовою (2) розв’язна тодi i тiльки тодi, коли вектор-стовпець b− lx̃(·) ∈ Rm
задовольняє d2 лiнiйно незалежних умов

PD∗
d2
PQ∗

d
{b− `x̃(·)} = 0, d2 = d− k.

При цьому керування u ∈ Rn є єдиним та має вигляд u = D+PQ∗
d
{b− `x̃(·)}.

Дiйсно, оскiльки n2 = 0, то PDn2
= 0.

Наслiдок 2. Якщо rankD = k = d, то вироджена диференцiальна система (1) з
iмпульсною умовою (2) розв’язна при будь-яких неоднорiдностях bi ∈ Rmi та f(t) ∈
∈ Cq−1[a, b]. При цьому стале керування u ∈ Rn має вигляд

u = D+PQ∗
d
{b− `x̃(·)}+ PDn2

u ∀u ∈ Rn2 ,

тобто стале керування не єдине та залежить вiд довiльної (n2 = n − d)-вимiрної век-
торної сталої u ∈ Rn2 .

Дiйсно, оскiльки rankD = d, то d2 = d − d = 0, PQ∗
d2
≡ 0, тому умову (11) завжди

виконано.
Зауваження. Якщо умова (11) виконується, то вироджена диференцiальна система (1)

з iмпульсною умовою (2) має розв’язок

x(t, cr) = Xr(t)cr + (G[f +A1u, b+Mu])(t),

де u ∈ Rn визначається рiвнянням (12).

Лiтература

1. Boichuk A., Ruzickova M., Langerova M., Voitushenko E. Systems of singular differential equations with
pulse action // Adv. Difference Equat. — 2013. — 2013. — 186 p.

2. Zettl A. Adjoint and self-adjoint boundary value problems with interface conditions // SIAM J. Appl.
Math. — 1968. — 16, № 4. — P. 851 – 859.

3. Boichuk A. A., Samoilenko A. M. Generalized inverse operators and Fredholm boundary value problems. —
Utrecht; Boston: VSP, 2004. — 317 p.

4. Самойленко А. М., Шкiль М. I., Яковець В. П. Лiнiйнi системи диференцiальних рiвнянь з вироджен-
нями. — Київ: Вища шк., 2000. — 294 с.

5. Boichuk A. A., Shegda L. M. Bifurcation of solutions of singular Fredholm boundary value problems //
Different. Equat. — 2011. — 47, № 4. — P. 453 – 461.

6. Бойчук О. А., Шегда Л. М. Виродженi нелiнiйнi крайовi задачi // Укр. мат. журн. — 2009. — 61, № 9. —
С. 1174 – 1188.

7. Бойчук О. А., Шегда Л. М. Умови бiфуркацiї розв’язкiв вироджених крайових задач // Нелiнiйнi ко-
ливання. — 2009. — 12, № 2. — С. 147 – 154.

8. Boichuk A. A., Pokutnyi A. A., Chistyakov V. F. Application of perturbation theory to the solvability analysis
of differential algebraic equations // Comput. Math. and Math. Phys. — 2013. — 53, № 6. — P. 777 – 788.

9. Самойленко А. М., Бойчук А. А., Каранджулов Л. И. Нетеровы краевые задачи с сингулярным воз-
мущением // Дифференц. уравнения. — 2001. — 37, № 9. — С. 1186 – 1193.

Одержано 15.09.15

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2016, т . 19, N◦ 3


