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For a linear operator D : WF
2 ⊂ Ln

2 → Lm
2 × Rm, generated by the differential equation

d

dt
Fx(t) −

−C(t)x = f(t), Fx(t0) = f0, we prove that its graph is closed and we calculate the adjoint operator
D∗ : WF ′

2 ⊂ Lm
2 ×Rm → Ln

2 . For elements of the linear manifolds WF
2 , WF ′

2 , we give an analogue of the
integration by part formula. We find a criterion for existence of a pseudo-solution of the operator equation
Dx(·) = (f(·), f0), and formulate sufficient conditions for normal solvability of the operator D in terms
of relations between blocks of the matrix C(t). The obtained results are illustrated with examples.

Для линейного оператора D : WF
2 ⊂ Ln

2 → Lm
2 × Rm, порожденного дифференциальным урав-

нением
d

dt
Fx(t) − C(t)x = f(t), Fx(t0) = f0, установлена замкнутость графика, вычислен со-

пряженный оператор D∗ : WF ′

2 ⊂ Lm
2 × Rm → Ln

2 . Для элементов линейных многовидов WF
2 ,

WF ′

2 предложен аналог формулы интегрирования по частям. Получен критерий существова-
ния псевдорешения операторного уравнения Dx(·) = (f(·), f0), сформулированы достаточные
условия нормальной разрешимости оператора D в терминах соотношений для блоков матри-
цы C(t). Полученные результаты проиллюстрированы примерами.

Вступ. Пiд час розв’язання рiзноманiтних задач, що виникають у таких прикладних га-
лузях, як математична економiка, робототехнiка, бiотехнологiї, обробка цифрових зо-
бражень, теорiя керування, теорiя електричних кiл, радiофiзика, хiмiчна та бiологiчна
кiнетика, дослiдники стикаються з системами, стан яких описується диференцiальними
рiвняннями з виродженням

F (t)ẋ(t) + C(t)x(t) + B(t)f(t) = 0. (1)

Системи, записанi у виглядi (1), в лiтературi називають виродженими [1], алгебро-ди-
ференцiальними [2], сингулярними [3 – 5], дескрипторними1 [6 – 9] або ж неявними [10] чи
не розв’язаними вiдносно похiдної [11].

Для автономних систем (1) у випадку регулярностi2 в’язки матриць λF +C плiдним ви-
явилось поняття центральної канонiчної форми, вперше запроваджене в роботах амери-
канських математикiв [5]. А саме [7, c. 14], стацiонарна регулярна система невиродженим

1У цiй роботi будемо використовувати термiн „дескрипторне рiвняння” або ж „дескрипторна система”
для позначення систем типу (2). Вiдмiнностi, що виникають, вказанi нижче (див. зауваження 1).

2В’язку матриць λF + C називають регулярною, якщо det(λ0F + C) 6= 0 для деякого дiйсного λ0.
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лiнiйним перетворенням зводиться до вигляду

ẋ1(t) = Ax1(t) + Kf(t), x2(t) = −Df(t)−
m−1∑
i=1

N iDv(i)(t)),
(

x1

x2

)
= Q−1x(t),

для гладкої вектор-функцiї f(·). Достатнi умови звiдностi (1) до центральної канонiчної
форми запропоновано українськими математиками [1]. Зауважимо, що теорiя сингуляр-
них матричних в’язок застосовувалась ще у [12, c. 348] з метою опису множини розв’язкiв
стацiонарних сингулярних лiнiйних диференцiальних рiвнянь.

У випадку змiнних коефiцiєнтiв поняття центральної канонiчної форми дає iнфор-
мацiю про структуру загального розв’язку системи лише у частинних випадках, напри-
клад [2, с. 8] для

rankF (t) = deg det(λF (t) + C(t)) = const, t ∈ [t0, T ].

У роботах росiйських математикiв [2, 3] вивчається проблема iснування розв’язкiв по-
чаткових та крайових задач для рiвнянь (1) на основi поняття лiвого (правого) регуляри-
зуючого оператора [2]

Λ∗,r[F (t)ẋ(t) + C(t)x(t) + f(t)] = ẋ(t) + Λ∗,r[C(t)]x(t) + Λ∗,r[f(t)],

де Λ∗,r =
∑r

j=0 Lj(t)
(

d

dt

)i

. Iснування лiвого регуляризуючого оператора для автоном-

них систем [2, c. 11] еквiвалентно iснуванню центральної канонiчної форми. У випадку
змiнних коефiцiєнтiв умови iснування лiвого регуляризуючого оператора [2] пов’язанi з
властивостями „продовжених” систем (1), тобто набору, що складається з рiвняння (1) i
його повних похiдних за часом до деякого порядку.

Увагу деяких дослiдникiв зосереджено на вивченнi якiсних питань теорiї дескриптор-
них систем з операторними коефiцiєнтами у просторах Банаха. У роботi [13] вивчається
поведiнка дескрипторної системи з запiзненням у банаховому просторi на основi аналiзу
полюсiв резольвенти операторної в’язки R(t, λ) = (λF (t) + C(t))−1.

Що стосується англомовної лiтератури, то докладну бiблiографiю з таких питань тео-
рiї дескрипторних систем, як проблема iснування та єдиностi розв’язкiв, побудова чисель-
них методiв, керованiсть та спостережуванiсть, можна знайти в оглядових стат-
тях [6, 8].

Постановка задачi. У бiльшостi з названих вище робiт система (1) вивчається на осно-
вi понять центральної канонiчної форми або ж регуляризуючих операторiв, тобто технi-
ка побудови розв’язку базується на зведеннi рiвняння (1) до деякого канонiчного вигляду,
що дозволяє застосовувати методи, розробленi для нормальних звичайних диференцiаль-
них рiвнянь. При цьому обмежується структура вiдповiдного дескрипторного рiвняння.

Альтернативним пiдходом, що використовується у данiй роботi, є вивчення властиво-
стей оператора, породженого лiнiйним дескрипторним рiвнянням

d

dt
Fx(t)− C(t)x(t) = f(t),

(2)
Fx(t0) = f0,
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без припущень про можливiсть зведення до деякого канонiчного вигляду. Операторнi ме-
тоди дають змогу використовувати загальнi властивостi широкого класу дескрипторних
систем, який включає в себе так званi „непричиннi”3 системи (див. [6, 10]).

Нехай у рiвняннi (2) F — (m× n)-матриця, t 7→ C(t) — неперервна (m× n)-матрично-
значна функцiя, f(·) ∈ L2([t0, T ], Rm) := Lm

2 , −∞ < t0 < T < +∞, f0 ∈ Rm. Вiдомо, що
для випадку F = E розв’язком (2) вважають вектор-функцiю x(·) ∈ Ln

2 , яка задовольняє
iнтегральне рiвняння Вольтерри другого роду

x(t) = f0 +

t∫
t0

(C(s)x(s) + f(s))ds.

Рiвняння такого типу має єдиний розв’язок x(·) у класi абсолютно неперервних вектор-
функцiй, причому x(·) майже скрiзь задовольняє (2).

З’ясуємо, що ми будемо розумiти пiд розв’язком (2) у випадку довiльної сталої прямо-
кутної матрицi F = {Fij}m,n

1,1 . Введемо множину

WF
2 := {x(·) ∈ Ln

2 : Fx(·) ∈ Wm
2 },

де символом Wm
2 позначено сукупнiсть усiх абсолютно неперервних вектор-функцiй з Lm

2 ,
похiдна кожної з яких лежить в Lm

2 , Fx — m-вектор-функцiя, i-та компонента якої є лiнiй-
ною комбiнацiєю компонент x(·) з коефiцiєнтами {Fij}n

j=1. Лiнiйна множина WF
2 є скрiзь

щiльною в Ln
2 , бо Wn

2 ⊂ WF
2 . По аналогiї введемо множину

WF ′
2 := {z(·) ∈ Lm

2 : F ′z(·) ∈ Wn
2}.

Визначимо лiнiйний оператор D спiввiдношеннями

Dx(·) =
(

d

dt
Fx(·)− Cx(·), Fx(t0)

)
, x(·) ∈ D(D) := WF

2 ,

де
d

dt
Fx(·) ∈ Lm

2 — похiдна вектор-функцiї Fx(·), Cx(·) ∈ Lm
2 — вектор-функцiя t 7→

7→ C(t)x(t), Fx(t0) — значення4 t 7→ Fx(t) при t = t0. Зауважимо, що для x(·) ∈ WF
2

рiвностi
d

dt
Fx(t) = Fẋ(t) може i не бути.

Пiд розв’язком (2) у випадку довiльної сталої прямокутної матрицi F будемо розумiти
елемент множини WF

2 , що задовольняє операторне рiвняння

Dx(·) = (f(·), f0).

Оператор D означено подiбно до того, як це було зроблено в роботах С. Г. Крейна [14] у
випадку крайових задач для лiнiйних диференцiальних рiвнянь n-го порядку. Як випливає

3У англомовнiй лiтературi для позначення класу таких систем використовують термiн „noncausal”
systems.

4Символ Fx(t) має змiст для довiльного t ∈ [t0, T ], оскiльки внаслiдок включення x(·) ∈ WF
2 вектор-

функцiя t 7→ Fx(t) є абсолютно неперервною, чого в загальному випадку не можна стверджувати про x(·).
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з структури введеного операторного рiвняння, вектор-функцiя x(·) iз простору Ln
2 нале-

жить множинi розв’язкiв (2) при фiксованих початковiй умовi f0 та правiй частинi f(·),
якщо вектор-функцiя Fx(·) є абсолютно неперервною, має похiдну класу Lm

2 , яка майже
скрiзь задовольняє першу рiвнiсть у (2), i виконано другу рiвнiсть (2). Ранiше дескриптор-
нi рiвняння, записанi у виглядi (2), розглядались у [9, 11].

Метою цiєї роботи є дослiдження таких властивостей оператора D, як замкненiсть
та нормальна розв’язнiсть. У термiнах дескрипторних систем будемо вивчати проблему
узагальненої розв’язностi (2), умови неперервної (в метрицi вiдповiдного гiльбертового
простору) залежностi псевдорозв’язку вiд правої частини та початкової умови, набли-
ження розв’язкiв елементами регуляризуючої послiдовностi.

Замкненiсть оператора D. Вигляд спряженого D∗. Введений оператор D, взагалi ка-
жучи, не є фредгольмовим (приклад 3) i навiть нормально розв’язним (приклад 2) на вiд-
мiну вiд оператора звичайного диференцiювання в Ln

2 , але щiльна визначенiсть i замкне-
нiсть (теорема 1) у загальному випадку зберiгаються.

Теорема 1. Для x(·) ∈ WF
2 , z(·) ∈ WF ′

2 має мiсце аналог формули iнтегрування части-
нами

T∫
t0

((
d

dt
Fx(t), z(t)

)
+
(

d

dt
F ′z(t), x(t)

))
dt =

= (Fx(T ), F ′+F ′z(T ))− (Fx(t0), F ′+F ′z(t0)). (3)

Оператор D є замкненим, його спряжений D∗ визначається спiввiдношеннями

D∗(z(·), z0) = L(z(·), z0) := − d

dt
F ′z(·)− C ′z(·),

D(D∗) = D(L) := {(z(·), F ′+F ′z(t0) + d) : z(·) ∈ WF ′
2 , F ′z(T ) = 0, F ′d = 0}.

Доведення. Виберемо x(·) ∈ WF
2 , z(·) ∈ WF ′

2 i застосуємо формулу iнтегрування час-
тинами до абсолютно неперервних вектор-функцiй F+ Fx(·), F ′z(·). Одержимо

T∫
t0

((
d

dt
F+Fx(t), F ′z(t)

)
+
(

F+Fx(t),
d

dt
F ′z(t)

))
dt =

=
(
F+Fx(T ), F ′z(T )

)
−
(
F+Fx(t0), F ′z(t0)

)
.

Згiдно з теоремою Мура – Пенроуза FF+F = F, тому майже скрiзь

F
d

dt
F+Fx(t) =

d

dt
FF+Fx(t) =

d

dt
Fx(t),

звiдки

T∫
t0

(
d

dt
F+Fx(t), F ′z(t)

)
dt =

T∫
t0

(
F

d

dt
F+Fx(t), z(t)

)
dt =

T∫
t0

(
d

dt
Fx(t), z(t)

)
dt
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для кожної абсолютно неперервної, а тому i для довiльної z ∈ Lm
2 .

Подальше доведення проведемо для випадку5 C(t) ≡ 0. Покажемо замкненiсть D.

Для цього зауважимо, що оператор x(·) 7→ d

dt
Fx(·), x(·) ∈ WF

2 , є замкненим. Справдi6,

якщо xn(·) → x,
d

dt
Fxn(·) → z(·), то Fxn(·) є абсолютно неперервною i Fxn(·) → Fx(·),

звiдки внаслiдок замкненостi оператора диференцiювання в Lm
2 одержимо, що Fx(·) є

абсолютно неперервною i
d

dt
Fx(·) = z(·).

Нехай Bxn(·) → (z(·), z0) i xn(·) → x(·). Тодi x(·) ∈ WF
2 ,

d

dt
Fx(·) = z(·) за доведеним i

залишилось показати, що z0 = Fx(t0). Справдi, Fxn(t0) → z0 за припущенням, а з iншого
боку7 (J := (c− t0)−

1
2 ),

‖Fx(t0)− Fxn(t0)‖ ≤ J‖Fxn(·)− Fx(·)‖2 + sup
t∈[t0,c]

∥∥∥∥∥∥
t∫

t0

(
d

dt
Fx(s)− d

dt
Fxn(s)

)
ds

∥∥∥∥∥∥ → 0.

Ми показали замкненiсть щiльно визначеного оператора D, що доводить [15, c. 40]
iснування D∗. Покажемо справедливiсть решти тверджень.

Нехай (z(·), z0) ∈ D(L), x(·) ∈ D(D). Тодi

〈Dx(·), (z(·), z0)〉1 =

T∫
t0

(
d

dt
Fx(t), z(t)

)
dt +

(
Fx(t0), F ′+F ′z(t0)

)
=

= (Fx(T ), F ′+F ′z(T ))−
T∫

t0

(
d

dt
F ′z(t), x(t)

)
dt = 〈L(z(·), z0), x(·)〉2

згiдно з (3), вiдтак L ⊂ D∗ i залишилось довести, що D(D∗) ⊂ D(L). Справдi, нехай
v(·) = D∗(z(·), z0) для деякого (z(·), z0) ∈ D(D∗). Тодi v(·) ⊥ N (D), i оскiльки

F (E − F+F ) = 0 ⇒
(

d

dt
F (E − F+F )x(·), F (E − F+F )x(t0)

)
= (0, 0) ∀x(·) ∈ Wn

2 ,

то майже скрiзь v(·) = F+Fv(·). Але тодi

T∫
t0

(
d

dt
Fx(t), z(t)

)
dt =

T∫
t0

(
F ′+v(t), Fx(t)

)
dt =

T∫
t0

 T∫
t

F ′+v(s)ds,
d

dt
Fx(t)

 dt

5Узагальнення здiйснюється за допомогою стандартних мiркувань про замкненiсть суми замкненого та
обмеженого операторiв, а також про спряжений до суми цих операторiв.

6Збiжнiсть розумiється в сенсi норми ‖ · ‖2 := 〈·, ·〉
1
2
2 простору Ln

2 .
7‖ · ‖ — норма у просторi Rn.
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для всiх x(·) ∈ M := {x(·) ∈ WF
2 : Fx(t0) = 0} i тому

z(·)−
T∫

t

F ′+v(s)ds ⊥ R(L0),

де символом L0 позначено оператор x(·) 7→ d

dt
Fx(·), x(·) ∈ M. Якщо

g(t) =

t∫
t0

FF+ϕ(s)ds, ϕ(·) ∈ Lm
2 ,

то L0g(·) = FF+ϕ(·), i тому FF+ϕ(·) ∈ R(L0) для довiльного ϕ(·) ∈ Lm
2 , звiдки

T∫
t0

z(t)−
T∫

t

F ′+v(s)ds, FF+ϕ(t)

 dt = 0 ∀ϕ(·) ∈ Lm
2 ,

але тодi

F ′

z(t)−
T∫

t

F ′+v(s)ds

 = F ′(E − F ′+F ′)

z(t)−
T∫

t

F ′+v(s)ds

 = 0,

тобто z(·) ∈ WF ′
2 , F ′z(T ) = 0. Таким чином, для довiльного x(·) ∈ WF

2

T∫
t0

((
d

dt
Fx(t), z(t)

)
+
(

d

dt
F ′z(t), x(t)

))
dt = −(Fx(t0), F ′+F ′z(t0))

згiдно з формулою (3). З iншого боку,

T∫
t0

(
d

dt
Fx(t), z(t)

)
dt + (Fx(t0), z0) =

T∫
t0

(D∗(z(·), z0)(t), x(t))dt

i, отже,

(Fx(t0), z0 − F ′+F ′z(t0)) =

T∫
t0

(
D∗(z(·), z0)(t) +

d

dt
Fx(t), x(t)

)
dt

для всiх x(·) ∈ WF
2 i, зокрема, для x(·) ∈ M (див. вище означення M). З того, що cl M =

= Ln
2 , виводимо

(Fx(t0), z0 − F ′+F ′z(t0)) = 0

для всiх x(·) ∈ WF
2 . Тепер зрозумiло, що z0 = F ′+F ′z(t0) + d, F ′d = 0.

Теорему доведено.
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Зауваження 1. Взагалi кажучи (див. приклад 1), оператор x(·) 7→ F
d

dt
x(·), x(·) ∈ Wn

2 ,

не буде замкненим. Це, зокрема, означає, що — F ′ d

dt
⊂
(

d

dt
F

)∗
. З iншого боку, простiр

Wn
2 не завжди є гiльбертовим вiдносно норми графiка

d

dt
F. Дiйсно, якщо Wn

2 гiльберто-

вий, то [15, c. 26] звуження
d

dt
F на Wn

2 є замкненим оператором. Але

d

dt
Fx(·) = F

d

dt
x(·) ∀x(·) ∈ Wn

2 ,

тобто F
d

dt
є звуженням

d

dt
F на Wn

2 .

Приклад 1. Припустимо, що t0 = 0, T = 1, n = 2 i нехай F =
(

1 0
0 0

)
. Розглянемо

оператор F
d

dt
, визначений на Wn

2 . Функцiя Кантора t 7→ k(t) неперервна i майже скрiзь

диференцiйовна на [0, 1], але не є абсолютно неперервною, вiдтак (0, k(·)) 6∈ Wn
2 . З iншо-

го боку, згiдно з теоремою Бернштейна функцiю k(·) можна рiвномiрно по t наблизити
полiномами

Bn(t) :=
n∑
0

k

(
i

n

)(
n
i

)
ti (1− t)n−i.

При кожному n полiном Bn(·) є абсолютно неперервною функцiєю, вiдтак xn(·) :=

:=
(

0
Bn(·)

)
∈ Wn

2 . З iншого боку, F
d

dt
xn(·) = (0, 0) для довiльного n i xn збiгається

в Ln
2 до x(·) := (0, k(·)), звiдки

xn(·) → x(·), F
d

dt
xn(·) → (0, 0)

одночасно. Якщо оператор F
d

dt
замкнений, то x(·) ∈ Wn

2 внаслiдок замкненостi [15, c. 17]

графiка F
d

dt
, але це включення не має мiсця через вибiр x(·), тому оператор F

d

dt
не є

замкненим.

З iншого боку, x(·) ∈ WF
2 , тому для оператора

d

dt
F, визначеного на WF

2 , дiстанемо

xn(·) → x(·), d

dt
Fxn(·) → (0, 0) ⇒ x(·) ∈ WF

2 ,
d

dt
Fx(·) = (0, 0).

Умови нормальної розв’язностi оператораD. Для рiзноманiтних застосувань лiнiйних
диференцiальних рiвнянь надзвичайно важливою є властивiсть нормальної розв’язностi
оператора системи, наявнiсть якої дає змогу говорити про неперервну залежнiсть най-
меншого за нормою розв’язку вiд правої частини. Замкненiсть та щiльна визначенiсть
оператора D дозволяють застосувати методи теорiї некоректних задач [16, 17] пiд час ви-
вчення питання про нормальну розв’язнiсть D (теореми 2, 3).

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2007, т . 10, N◦ 4



ЗАМКНЕНIСТЬ ТА НОРМАЛЬНА РОЗВ’ЯЗНIСТЬ ОПЕРАТОРА . . . 471

У наступнiй теоремi запропоновано критерiй iснування псевдорозв’язку8 рiвняння (2)
для заданих (f(·), f0).

Теорема 2. Крайова задача

d

dt
Fx(t) = C(t)x(t) + z(t) + f(t),

d

dt
F ′z(t) = −C ′(t)z(t) + ε2x(t), (4)

F ′z(T ) = 0, Fx(t0)− F ′+F ′z(t0)− d = f0, F ′d = 0,

має єдиний розв’язок (x(·, ε), z(·, ε), d(ε)) при кожному ε > 0.

Для довiльних (f(·), f0) ∈ Lm
2 × Rm дескрипторне рiвняння

d

dt
Fx(t) = C(t)x(t) + f(t), Fx(t0) = f0, (5)

має псевдорозв’язок x̂(·) тодi i лише тодi, коли

‖x(·, ε)‖2 ≤ C при ε → 0.

Доведення. Зафiксуємо g(·) := (f(·), f0) ∈ Lm
2 × Rm i покажемо, що (4) має єдиний

розв’язок. Виберемо ε > 0 i розглянемо оператор
1
ε
D. Задача проектування

∥∥∥∥1
ε
Dp(·)− g(·)

∥∥∥∥2

1

+ ‖p(·)‖22 → min
p(·)∈D(D)

(6)

вектора (0, g(·)) на графiк оператора
1
ε
D має єдиний розв’язок p̂(·) ∈ D(D) внаслiдок зам-

кненостi
1
ε
D, тому що добуток обмеженого оператора множення на скаляр i замкненого

оператора є замкненим оператором. Оскiльки9

∥∥∥∥1
ε
Dp(·)− g(·)

∥∥∥∥2

1

+ ‖p(·)‖22 = ‖Dx(·)− g(·)‖21 + ε2‖x(·)‖22

для p(·) = εx(·), то на пiдставi викладеного задача оптимiзацiї

‖Dx(·)− g(·)‖21 + ε2‖x(·)‖22 → min
x(·)∈D(D)

8Тут пiд псевдорозв’язком розумiємо вектор x̂(·) ∈ D(D) з найменшою нормою, для якого 〈Dx̂(·) −
−(f(·), f0),Dx(·)〉 = 0 ∀x(·) ∈ D(D).

9Символом ‖ · ‖1 позначено норму гiльбертового простору Lm
2 × Rm.
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має єдиний розв’язок x̂ε(·) ∈ D(D), що задовольняє систему операторних рiвнянь

Dx(·)− z(·) = g(·),

−D∗z(·)− ε2x(·) = 0.

Остання, як легко переконатись, еквiвалентна (4).
Для функцiї

L (ε) := min
x(·)∈D(D)

‖Dx(·)− g(·)‖21 + ε2‖x(·)‖22 = ‖Dx̂ε(·)− g(·)‖21 + ε2‖x̂ε(·)‖22

виконано [16, c. 119] (лема 1.25)

L (0+) = L (0) = min
x(·)∈D(D)

‖Dx(·)− g(·)‖21,

отже,

lim
ε→0

‖Dx̂ε(·)− g(·)‖21 = min
x(·)∈D(D)

‖Dx(·)− g(·)‖21. (7)

Вiдомо [17, с. 124] (теорема 18.5), що збiжнiсть послiдовностi {x̂ε(·)} при ε → 0 еквiва-
лентна iснуванню такого x̂(·) ∈ D(D), що

‖Dx̂(·)− g(·)‖21 = min
x(·)

‖Dx(·)− g(·)‖21.

Нехай f(·) ∈ clR(D). Тодi Dx̂ε(·) → f(·) i множина {Dx̂ε(·)} є обмеженою. Якщо
водночас {x̂ε(·)} теж є обмеженою, то внаслiдок слабкої замкненостi D дiстанемо f(·) ∈
∈ R(D). Iнакше, для f(·) /∈ R(D) норми функцiй {x̂ε(·)} необмежено зростають при ε →
→ 0 на пiдставi (7).

У зв’язку з доведеною теоремою корисною може виявитись така лема.

Лема 1. Для прямокутної (m × n)-матрицi F знайдуться квадратнi матрицi L,R
такi, що

F = LΛR, F+ = R′Λ+L′, LL′ = Em, RR′ = En, Λ =

(
D

1
2 0r,n−r

0m−r,r 0m−r,n−r

)
, (8)

де Em – одинична матриця порядку m, 0k,s — нульова (k× s)-матриця, D — дiагональна
матриця порядку r, утворена додатними власними числами λ1, . . . , λr матрицi FF ′.

Доведення. Спираючись на теорему про сингулярний розклад прямокутної матрицi F

(див. [18, c. 52]), запишемо F = PD
1
2 Q, де P — (m× r)-, Q — (r × n)-прямокутнi матрицi,

P ′P = QQ′ = Er.

Розiб’ємо на блоки матрицю P =
(

Pr,r

Pm−r,r

)
. Стовпчики матрицi P є ортонормо-

ваними, бо P ′P = Er, вiдтак, використавши процедуру ортогоналiзацiї Грама – Шмiдта,
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можемо доповнити їх m − r векторами wk до ортонормованого базису вiдповiдного ев-
клiдового простору. Матрицю T , стовпчиками якої є m − r векторiв wk, подамо у ви-

глядi T =
(

Tr,m−r

Tm−r,m−r

)
. Тодi T ′P = 0, T ′T = Em−r за побудовою. Покладемо L :=

:=
(

Pr,r Tr,m−r

Pm−r,r Tm−r,m−r

)
. Тодi L′L = Em ⇒ LL′ = Em, бо P ′P = Er, T

′P = 0, T ′T =

= Em−r. По аналогiї означимо R :=
(

Qr,r Qr,n−r

Wn−r,r Wn−r,n−r

)
, де Q =

(
Qr,r Qr,n−r

)
,

W =
(

Wn−r,r Wn−r,n−r

)
— матриця, рядками якої є n− r векторiв vk, якi доповнюють

ортонормованi вектори-рядки матрицi Q до ортонормованого базису вiдповiдного евклi-
дового простору. Отже, RR′ = En. Безпосередньо перевiряється, що RΛL = PD

1
2 Q.

Покажемо, що F+ = R′Λ+L′. Обчислимо (LΛR)+. Вiдомо [18, c. 69], що (AB)+ =
= B+A+ лише тодi, коли R(BB′A′) ⊆ R(A′) i водночас R(A′AB) ⊆ R(B) для прямокут-
них матриць A,B. За доведеним L′L = Em, тому R(ΛRR′ΛL′) ⊂ R(L′), R(L′LΛR) =
= R(ΛR), вiдтак (LΛR)+ = (ΛR)+L′, бо L+ = L−1 = L′. Оскiльки RR′ = En, то (ΛR)+ =
= R′Λ+, бо R(RR′Λ′) = R(Λ′) i R(Λ′ΛR) ⊂ R(R).

Лему доведено.
У наступнiй теоремi з-помiж сингулярних систем (2) видiлено клас рiвнянь спецiальної

структури, що породжують нормально розв’язний оператор.

Теорема 3. Нехай L′C(t)R′ =
(

C1 C2

C3 C4

)
, де L,R означено, як у лемi 1, Ci — прямокут-

нi стацiонарнi матрицi узгодженої розмiрностi. Якщо10

sup
1>ε>−1

‖Q(ε)C ′
2‖mod < +∞, Q(ε) := (ε2E + C ′

4C4)−1,

то оператор D має замкнену множину значень.
Доведення. Покажемо, що в умовах теореми норми розв’язкiв крайової задачi (4) за-

лишаються обмеженими при ε → 0. З цiєю метою запишемо (4) у виглядi

d

dt

(
F 0
0 F ′

)(
x(t)
z(t)

)
=
(

C(t) E
ε2 −C ′(t)

)(
x(t)
z(t)

)
+
(

f(t)
0

)
.

Скориставшись (лема 1) рiвнiстю(
Λ 0
0 Λ′

)
=
(

L′ 0
0 R

)(
F 0
0 F ′

)(
R′ 0
0 L

)
,

одержимо еквiвалентне рiвняння

d

dt

(
Λ 0
0 Λ′

)(
p(t)
q(t)

)
=
(

L′C(t)R′ E
ε2 −RC ′(t)L

)(
p(t)
q(t)

)
+
(

g(t)
0

)
,

де покладено p(t) := Rx(t), q(t) := L′z(t), g(t) := L′f(t).

10Для матрицi F покладемо ‖F‖mod :=
P

i,j |Fij |.
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Умови F ′z(T ) = 0, Fx(t0) = F ′+F ′z(t0) + d + f0, F
′d = 0 набудуть вигляду

Λ′q(T ) = 0, Λp(t0) = Λ′+Λ′q(t0) + L′d + L′f0, Λ′L′d = 0.

Якщо тепер врахувати вигляд Λ, то дiстанемо систему алгебро-диференцiальних спiввiд-
ношень

D
1
2 ṗ1(t) = C1p1(t) + C2(t)p2(t) + g1(t) + D− 1

2 v1(t),

0 = C3p1(t) + C4p2(t) + g2(t) + q2(t),

v̇1(t) = ε2p1(t)− C ′
1D

− 1
2 v1(t)− C ′

3q2(t), (9)

0 = ε2p2(t)− C ′
2D

− 1
2 v1(t)− C ′

4q2(t),

p1(t0)−D−1v1(t0) = D− 1
2 g0

1, d2 = g0
2, v1(T ) = 0,

де

v1(t) := D
1
2 q1(t), p(t) :=

(
p1(t)
p2(t)

)
, q(t) :=

(
q1(t)
q2(t)

)
,

g0 := L′f0 =
(

g0
1

g0
2

)
, L′d =

(
0
d2

)
.

Запишемо алгебраїчнi рiвняння окремо(
C4 E
ε2E −C ′

4

)(
p2(t)
q2(t)

)
=
(
−C3p1(t)− g2(t)

C ′
2D

− 1
2 v1(t)

)
(10)

i помножимо (10) злiва на
(

Q(ε)C ′
4 Q(ε)

E − C4Q(ε)C ′
4 −C4Q(ε)

)
. Одержимо

p2(t) = Q(ε)(−C ′
4C3p1(t) + C ′

2D
− 1

2 v1(t)− C ′
4g2(t)),

(11)
q2(t) = (E − C4Q(ε)C ′

4)(−C3p1(t)− g2(t))− C4Q(ε)C ′
2D

− 1
2 v1(t).

Пiдставивши знайденi вирази в (9), дiстанемо двоточкову крайову задачу для невiд’ємно
означеної гамiльтонової системи з параметром

ṗ1(t) = A(ε)p1(t) + R(ε)v1(t) + g(t, ε), p1(t0)−D−1v1(t0) = g0,

(12)
v̇1(t) = −A′(ε)v1(t) + S(ε)p1(t) + `(t, ε), v1(T ) = 0,

де
g0 := D− 1

2 g0
1, `(t, ε) = C ′

3(E − C4Q(ε)C ′
4)g2(t),
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A(ε) = D− 1
2 (C1 − C2Q(ε)C ′

4C3), R(ε) = D−1 + D− 1
2 C2Q(ε)C ′

2D
− 1

2 ,

S(ε) = ε2E + C ′
3(E − C4Q(ε)C ′

4)C3, g(t, ε) = D− 1
2 (g1(t)− C2Q(ε)C ′

4g2(t)).

Використавши теорему [19] про „нижнiй” та „верхнiй” розв’язки, можна показати, що
рiвняння Рiккатi

K̇(t) = A(ε)K(t) + K(t)A′(ε)−K(t)S(ε)K(t) + R(ε), K(t0) = D−1, (13)

має єдиний розв’язок t 7→ K(t, ε), визначений на [t0, T ] при кожному ε > 0, причому
K(t, ε) є невiд’ємно означеною матрицею в областi визначення. Нехай q(·, ε), ϕ(·, ε) зна-
ходяться як розв’язки задач Кошi

ϕ̇(t) = (A(ε)−K(t, ε)S(ε))ϕ(t) + g(t, ε)−K(t, ε)`(t, ε), ϕ(t0) = g0, (14)

q̇(t) = (−A′(ε) + S(ε)K(t, ε))q(t) + S(ε)ϕ(t) + `(t, ε), q(T ) = 0. (15)

Пiдстановкою перевiряється, що

p1(t, ε) = K(t, ε)q(t, ε) + ϕ(t, ε), v1(t, ε) = q(t, ε) (16)

задовольняють (12).
Покажемо, що в умовах теореми норма ϕ(·, ε) залишається обмеженою при ε → 0.

Справдi,

ϕ(t, ε) = Φ(t, t0, ε)f0
1 +

t∫
t0

Φ(t, s, ε)(g(s, ε)−K(s, ε)`(s, ε))ds,

де Φ(t, s, ε) — нормована фундаментальна матриця для (14) при фiксованому ε > 0, i
нам достатньо показати обмеженiсть функцiй, що є елементами матриць Φ(t, s, ε),K(t, ε)
та векторiв g(s, ε), `(s, ε) при ε → 0. Покладемо g(t) := D− 1

2 (g1(t) − C2C
+
4 g2(t)), `(t) :=

:= C ′
3(E − C4C

+
4 )g2(t). Тодi при ε → 0

T∫
t0

(g(t, ε)− g(t), g(t, ε)− g(t)) dt =

=

T∫
t0

(D−1(C2C
+
4 − C2Q(ε)C ′

4)g2(t), (C2C
+
4 − C2Q(ε)C ′

4)g2(t))dt → 0,

тому що Q(ε)C ′
4 → C+

4 при ε → 0. Отже, знайдуться g, ` > 0 такi, що

‖g(·, ε)‖2 ≤ g, ‖`(·, ε)‖2 ≤ `, ε → 0.

Введемо функцiю Kl(·, ε) як розв’язок рiвняння Бернуллi

K̇l(t) = A(ε)Kl(t) + Kl(t)A′(ε) + R(ε), Kl(t0) = D−1.
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Диференцiюючи функцiю t 7→ ((Kl(t, ε)−K(t, ε))p, p), знаходимо

(Kl(t, ε)p, p) ≥ (K(t, ε)p, p), t0 ≤ t ≤ T, ε > 0,

звiдки sp (Kl(t, ε) ≥ sp (K(t, ε)). Нехай ‖F‖sp = sp(FF ′). Тодi для деякого U > 0

1
U
‖K(t, ε)‖mod ≤ ‖K(t, ε)‖sp ≤ sp(K(t, ε)) ≤ ‖Kl(t, ε)‖mod,

бо K(t, ε) — невiд’ємно означена симетрична матриця при t ≥ t0, ε > 0. З того, що
‖A(ε)−A‖mod → 0, ε → 0, для A := D

1
2 (C1 − C2C

+
4 C3), i зображення

Kl(t, ε) = exp((A(ε) + A′(ε))(t− t0)) +

t∫
t0

exp(A(ε)(t− s))R(ε) exp(A′(ε)(t− s))ds

легко вивести, що при достатньо малому ε > 0

‖Kl(t, ε)‖mod ≤ ‖ exp((A + A′)(t− t0))‖mod + 1,

M

t∫
t0

(‖ exp(A(t− s))‖mod + 1)(1 + ‖ exp(A′(t− s))‖mod)ds := K1(t),

де ‖R(ε)‖mod ≤ M. Отже, ‖K(t, ε)‖mod ≤ UK1(t).
Якщо покласти P (t, ε) := A(ε)−K(t, ε)S(ε), то

‖P (t, ε)‖mod ≤ 1 + ‖A‖mod + UK1(t)(‖C ′
3(E − C4C

+
4 )C3‖mod + 1),

звiдки вже легко (див., наприклад, [12, c. 432]) вивести обмеженiсть елементiв Φ(t, s, ε)
при ε → 0.

Аналогiчно доводиться обмеженiсть q(·, ε). Звiдси, зважаючи на рiвностi (10) та (15),
встановлюємо обмеженiсть p1(·, ε), p2(·, ε) при ε → 0. Пригадавши, що x(t, ε) = R′p(t, ε),
i застосувавши теорему 2, дiстанемо потрiбне твердження.

Проiлюструємо теорему 2 на прикладi дескрипторної системи спецiального вигляду,
що породжує iн’єктивний оператор D з незамкненою множиною значень.

Приклад 2. Покладемо

F =
(

1 0
0 0

)
, C(t) ≡

(
1 −1
1 0

)
.

Легко переконатись, що у цьому випадку операторD є iн’єктивним, вiдтакD∗ має щiльну
в Ln

2 множину значень, яка (див. теорему 1) складається з усiх вектор-функцiй вигляду{(
−ż1 − z1 − z2

z1

)
, z1 ∈ W1

2([t0, T ]), z1(T ) = 0, z2 ∈ L2([t0, T ])
}

.
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Звiдси видно, що
(

f1

f2

)
/∈ R(D∗), якщо f2 /∈ W1

2([t0, T ]). Отже, множина значень D∗, а

разом з нею i R(D), не є замкненою. Зауважимо, що умови теореми 3 порушуються, бо
C ′

2(ε
2E + C ′

4C4)−1 = −ε−2.
Покажемо, що i у цьому випадку ми можемо наблизити розв’язок (5) за допомогою

розв’язкiв (12) при (f(·), f0) ∈ R(D). Легко переконатись, що крайова задача (12) запи-
шеться у виглядi

ẋ1(t) = x1(t) + (1 + ε−2)z1(t) + f1(t),

ż1(t) = −z1(t) + (1 + ε2)x1(t) + f2(t), (17)

x1(t0)− z1(t0) = f01, z1(T ) = 0, x2(t) = −ε2z1(t, ε).

Вiдповiдне (13) рiвняння Рiккатi має вигляд

k̇(t) = 2k(t) + (1 + ε−2)− (1 + ε2)k2(t) := U(t, k), k(t0) = 1. (18)

Покладемо

k− :=
ε2 −

√
ε2 + 3ε4 + ε6

ε2 + ε4
, k+ :=

ε2 +
√

ε2 + 3ε4 + ε6

ε2 + ε4
.

Використовуючи теорему Пiкара – Лiндельофа, переконуємось, що для деякого ε0 > 0

k− < k(t, ε) < k+, 0 < ε < ε0, t > t0, (19)

звiдки k̇(t, ε) > 0, t ≥ t0, 0 < ε < ε0, бо U(t, k) = (1 + ε2)(k − k−)(k+ − k). Отже,
k(t, ε) ≥ k(t0, ε) > 0 для t ≥ t0, 0 < ε < ε0.

Позначимо через q(·, ε) розв’язок рiвняння

qtt(t)− 2qt(t) + (1 + ε−2)(1 + ε2)q(t) = 0, qt(t0) = 1 + ε2, q(t0) = 1.

Безпосередньою пiдстановкою встановлюється, що t 7→ qt(t, ε)
(1 + ε2)q(t, ε)

задовольняє (18),

звiдки

q(t, ε) = e
R t

t0
(1+ε2)k(s,ε)

> 0 ⇒ qt(t, ε) ≥ 0, t ≥ t0, 0 < ε < ε0.

Диференцiюванням легко пересвiдчитись, що

ϕ(t, ε) =
et−t0

q(t, ε)

f0
1 +

t∫
t0

(
q(τ, ε)
eτ−t0

f1(τ)− q̇(τ, ε)f2(τ)
eτ−t0(1 + ε2)

)
dτ


є розв’язком (14), а

z(t, ε) = −q(t, ε)
et

T∫
t

es

q(s, ε)
(
f2(s) + (1 + ε2)ϕ(s, ε)

)
ds
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— розв’язком (15), тому x1(t, ε) = k(t, ε)z(t, ε) + ϕ(t, ε), x2(t, ε) = −ε−2z(t, ε).
Якщо покласти f1(t) ≡ 0, f2(t) = −et−t0 , f0

1 = 1, то рiвняння Dx(·) = (f(·), f0) має
єдиний розв’язок

x(t) =
(

x1(t)
x2(t)

)
, x1(t) = −f2(t), x2(t) ≡ 0,

внаслiдок iн’єктивностi D. З iншого боку,

ϕ(t, ε) =
ε2et−t0

(1 + ε2)q(t, ε)
+

et−t0

1 + ε2
, z(t, ε) = −ε2 q(t, ε)

et+t0

T∫
t

e2s

q2(s, ε)
ds.

Покажемо, що x1(·, ε) → x1, x2(·, ε) → 0 у Ln
2 . Функцiя q(·, ε) є зростаючою, вiдтак

et−t0

1 + ε2
< ϕ(t, ε) ≤ et−t0

1 + ε2
+

ε2et−t0

(1 + ε2)q(t0, ε)
, z(t, ε) ≤ −ε2 q(t, ε)

et+t0q2(t, ε)

T∫
t

e2sds,

звiдки, враховуючи рiвнiсть q(t0, ε) = 1 та (19), дiстаємо

T∫
t0

(ϕ(t, ε) + f2(t))2 dt ≤
T∫

t0

(
et−t0

1 + ε2
+

ε2et−t0

(1 + ε2)
− et−t0

)2

dt → 0, ε → 0,

T∫
t0

k2(t, ε)z2(t, ε) dt ≤
T∫

t0

(
−ε2k+ e2T − e2t

2et+t0

)2

dt → 0, ε → 0.

Отже, x1(·, ε) → −f2(·).
Можна переконатись, що

q(t, ε) =
(ε4 +

√
ε2 + 3ε4 + ε6)e

ε2+
√

ε2+3ε4+ε6

ε2
(t−t0)

2
√

ε2 + 3ε4 + ε6
+

+
(
√

ε2 + 3ε4 + ε6 − ε4)e
ε2−

√
ε2+3ε4+ε6

ε2
(t−t0)

2
√

ε2 + 3ε4 + ε6
,

вiдтак норма q(·, ε) необмежено зростає при ε → 0. З iншого боку,

−ε−2z(t, ε) ≤ e2T − e2t

2et+t0q(t, ε)
,

тому x2(·, ε) → 0.
Наступний приклад iлюструє застосування достатнiх умов нормальної розв’язностi

(теореми 3) для дескрипторного рiвняння, не розщепленого на алгебраїчну та диферен-
цiальну складовi.
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Приклад 3. Покладемо

F =


1
2

−1
2

−1
2

1
2

 , C(t) ≡

 −1
2

−1
2

1
2

1
2

 .

Вiдповiдна дескрипторна система запишеться у виглядi

d

dt

(
1
2

x1 −
1
2

x2

)
(t) = −1

2
x1(t)−

1
2

x2(t) + f1(t),

d

dt

(
−1

2
x1 +

1
2

x2

)
(t) =

1
2
x1(t) +

1
2

x2(t) + f2(t),(
1
2

x1 −
1
2

x2

)
(t0) = f0

1 ,

(
−1

2
x1 +

1
2

x2

)
(t0) = f0

2 .

Покладемо

T :=


1√
2

1√
2

− 1√
2

1√
2

 , Λ :=
(

1 0
0 0

)
.

Тодi F = TΛT ′ i T ′C(t)T =
(

0 0
1 0

)
, тому за теоремою 3 вiдповiдний оператор D є

нормально розв’язним, бо C2Q(e) ≡ 0. З iншого боку, замкненiсть множини значень опе-

ратора p(·) 7→ D1p(·) =
(

d

dt
Λp(·)− T ′C(t)Tp(·),Λ p(t0)

)
перевiряється безпосередньо.

Справдi, спряжений оператор дiє за правилом

(z(·), z0) 7→
(
−ż1(t)− z2(t)

0

)
, z2 ∈ L2(t0, T ), z1 ∈ W1

2(t0, T ), z1(T ) = 0,

тому R(D∗
1) = L2(t0, T )× {0} є замкненою множиною одночасно з R(D1).

Зауважимо, що det(λF + C) ≡ 0. Водночас ядро оператора D є нескiнченновимiрним,

бо (F − C(t))T
(

0
f(·)

)
= 0, f(·) ∈ L2(t0, T ).
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