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ГЛОБАЛЬНI РОЗВ’ЯЗКИ СИСТЕМ НЕЛIНIЙНИХ
РIЗНИЦЕВИХ РIВНЯНЬ ТА ЇХ ВЛАСТИВОСТI

Н. А. Богай

Iн-т математики НАН України
Україна, 01601, Київ 4, вул. Терещенкiвська, 3

We found sufficient conditions for existence and uniqueness of a global solution for a certain class of
systems of nonlinear difference equations, and study properties of this solution.

Установлены достаточные условия существования и единственности глобального решения
одного класса систем нелинейных разностных уравнений и исследованы его свойства.

Системи нелiнiйних рiзницевих рiвнянь вигляду

x(t + 1) = Ax(t) + F (t, x(t), x(t− 1), . . . , x(t− k)), (1)

де t ∈ R = (−∞; +∞), A — дiйсна (n × n)-матриця, F : R × Rn × . . . × Rn → Rn, k ≥ 1,
мають широкi застосування в рiзних областях природознавства (див. роботи [1 – 4] i на-
ведену в них бiблiографiю). Це, очевидно, було однiєю iз причин активного розвитку їх
теорiї, яка на даний час має ряд добре розроблених напрямкiв. До них, зокрема, належить
напрямок, основною метою якого є дослiдження питань iснування та єдиностi неперерв-
них N -перiодичних (N — цiле додатне число) розв’язкiв таких рiвнянь [5, 6]. Цього, однак,
не можна стверджувати про вивчення питань iснування та єдиностi глобальних (визначе-
них при всiх t ∈ R) розв’язкiв таких систем рiвнянь, якi займають особливе мiсце в їх
теорiї. Хоча тут також є окремi результати, якi стосуються вивчення цих питань для де-
яких класiв рiвнянь вигляду (1) [7], але в загальному випадку вони дослiдженi мало. Тому
основною метою даної роботи є встановлення достатнiх умов iснування та єдиностi гло-
бального розв’язку системи рiвнянь (1) i дослiдження його властивостей.

1. Спочатку розглянемо випадок, коли власнi значення λi, i = 1, . . . , n, матрицi A i
вектор-функцiя F (t, x0, x1, . . . , xk) задовольняють такi умови:

1) 0 < |λi| < 1, i = 1, . . . , n;
2) вектор-функцiя F (t, x0, x1, . . . , xk) є неперервною за всiма аргументами i задоволь-

няє спiввiдношення

|F (t, x
′
0, x

′
1, . . . , x

′
k)− F (t, x

′′
0 , x

′′
1 , . . . , x

′′
k)| ≤ L

k∑
i=0

|x′
i − x

′′
i |,

де t ∈ R, x
′
i, x

′′
i ∈ Rn, i = 0, 1, . . . , k, L — деяка додатна стала, |x| = max

1≤i≤n
|xi|;

3) sup
t∈R

|F (t, 0, . . . , 0)| = M < ∞.

В цьому випадку має мiсце наступна теорема.

Теорема 1. Нехай виконано умови 1 – 3. Тодi при достатньо малому L iснує єдиний
неперервний i обмежений при t ∈ R розв’язок ϑ(t) системи рiвнянь (1).

c© Н. А. Богай, 2007
ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2007, т . 10, N◦ 3 291



292 Н. А. БОГАЙ

Доведення. Виконуючи в (1) замiну змiнних

x(t) = Cy(t), (2)

де C — деяка неособлива матриця, зводимо систему рiвнянь (1) до вигляду

y(t + 1) = Λy(t) + F̃ (t, y(t), y(t− 1), . . . , y(t− k)), (3)

де Λ = C−1AC = diag (Λ1(λ1), . . . ,Λp(λp)), 1 ≤ p ≤ n; Λi, i = 1, . . . , p, — квадратнi
(ni × ni)-матрицi вигляду

Λi =


λi ε 0 . . . 0
0 λi ε . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . λi

 ,

причому
p∑

i=1
ni = n, ε — як завгодно мала додатна стала i F̃ (t, y(t), y(t− 1), . . . , y(t− k)) =

= C−1F (t, Cy(t), Cy(t− 1), . . . , Cy(t− k)). З огляду на умови 2, 3 легко переконатися, що
вектор-функцiя F̃ (t, y0, y1, . . . , yk) задовольняє такi умови:

2′) |F̃ (t, y
′
0, y

′
1, . . . , y

′
k)− F̃ (t, y

′′
0 , y

′′
1 , . . . , y

′′
k )| ≤ L̃

k∑
i=0

|y′
i − y

′′
i |, L̃ = |C−1||C|L;

3′) sup
t∈R

|F̃ (t, 0, . . . , 0)| = M̃ , M̃ ≤ |C−1|M .

Покажемо, що система рiвнянь (3) має єдиний неперервний i обмежений при t ∈ R
розв’язок w(t). Для цього запишемо систему рiвнянь (3) у виглядi

y(t) = Λy(t− 1) + F̃ (t− 1, y(t− 1), y(t− 2), . . . , y(t− k − 1)) (3′)

i для побудови її неперервного й обмеженого при t ∈ R розв’язку w(t) скористаємося
методом послiдовних наближень. При цьому послiдовнi наближення ym(t), m = 0, 1, . . . ,
визначимо за допомогою наступних спiввiдношень:

y0(t) = 0,

(4)
ym(t) = Λym−1(t− 1) + F̃ (t− 1, ym−1(t− 1), . . . , ym−1(t− k − 1)),m = 1, 2, ... .

Таким чином, побудованi вектор-функцiї ym(t), m = 0, 1, . . ., є неперервними при t ∈
∈ R (випливає з умов теореми). Бiльш того, покажемо, що при всiх t ∈ R i m ≥ 1 викону-
ється нерiвнiсть

|ym(t)| ≤ M̃

1−Θ
, (5)

де Θ = |Λ|+ (k + 1)L̃ < 1 при достатньо малих ε i L.
Дiйсно, за умовою 3′ нерiвнiсть (5) має мiсце при m = 1, оскiльки y1(t) = F̃ (t −

−1, 0, . . . , 0). Розмiрковуючи за iндукцiєю, припустимо, що нерiвнiсть (5) доведено для
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деякого m ≥ 1, i покажемо, що вона не змiниться при переходi вiд m до m + 1. Справдi,
згiдно з (4), (5) i умовами теореми одержуємо

|ym+1(t)| ≤ |Λ| |ym(t− 1)|+ |F̃ (t− 1, ym(t− 1), . . . , ym(t− k − 1))− F̃ (t− 1, 0, . . . , 0)|+

+ |F̃ (t− 1, 0, . . . , 0)| ≤

≤ |Λ| M̃

1−Θ
+ L̃(k + 1)

M̃

1−Θ
+ M̃ =

= M̃

(
1 +

1
1−Θ

(|Λ|+ (k + 1)L̃)
)
≤ M̃

(
1 +

Θ
1−Θ

)
=

M̃

1−Θ
.

Цим самим доведено, що нерiвнiсть (5) має мiсце при всiх t ∈ R i m ≥ 0.
Тепер покажемо, що послiдовнiсть вектор-функцiй ym(t), m = 0, 1, . . . , рiвномiрно

збiгається при всiх t ∈ R до деякої неперервної вектор-функцiї w(t). Для цього, очевидно,
достатньо показати, що при всiх t ∈ R i m ≥ 0 виконується оцiнка

|ym(t)− ym−1(t)| ≤ M̃Θm−1. (6)

Оскiльки на пiдставi (4) при m = 1 маємо

y1(t)− y0(t) = F̃ (t− 1, 0, . . . , 0),

то, беручи до уваги умову 3′, одержуємо

|y1(t)− y0(t)| ≤ M̃,

тобто в цьому випадку оцiнка (6) виконується.
Припустимо, що оцiнку (6) доведено для деякого m ≥ 1, i покажемо, що вона не змi-

ниться при переходi вiд m до m + 1. Дiйсно, на пiдставi (4), (6) i умов теореми знаходимо

|ym+1(t)− ym(t)| ≤ |Λ| |ym(t− 1)− ym−1(t− 1)|+

+ |F̃ (t− 1, ym(t− 1), . . . , ym(t− k − 1))−

− F̃ (t− 1, ym−1(t− 1), . . . , ym−1(t− k − 1))| ≤

≤ |Λ|M̃Θm−1 + L̃(k + 1)M̃Θm−1 =

= M̃Θm−1(|Λ|+ (k + 1)L̃) ≤ M̃Θm.

Таким чином, оцiнка (6) виконується при всiх t ∈ R i m ≥ 0. Тодi з (6) безпосередньо
випливає, що послiдовнiсть вектор-функцiй ym(t), m = 0, 1, . . . , рiвномiрно збiгається до
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деякої вектор-функцiї w(t) = lim
m→+∞

ym(t), яка є розв’язком системи рiвнянь (3′) i задо-
вольняє умову

|y(t)| ≤ M̃

1−Θ
.

В цьому легко переконатись, якщо в (4) i (5) перейти до границi при m → +∞.
Припустимо, що система рiвнянь (3′) має ще один неперервний i обмежений при t ∈ R

розв’язок w̄(t) такий, що w̄(t) 6= w(t). Тодi на пiдставi умов теореми одержуємо

|w(t)− w̄(t)| ≤ |Λ| |w(t− 1)− w̄(t− 1)|+

+ |F̃ (t− 1, w(t− 1), . . . , w(t− k − 1))− F̃ (t− 1, w̄(t− 1), . . . , w̄(t− k − 1))| ≤

≤ |Λ| ‖ w(t)− w̄(t) ‖ +L̃(k + 1) ‖ w(t)− w̄(t) ‖≤

≤ Θ ‖ w(t)− w̄(t) ‖

або ‖ w(t) − w̄(t) ‖≤ Θ ‖ w(t) − w̄(t) ‖, де ‖ w(t) − w̄(t) ‖= sup
t∈R

|w(t) − w̄(t)|. Звiдси

випливає, що w(t) ≡ w̄(t). Отримана суперечнiсть завершує доведення теореми.

Зауваження 1. З огляду на замiну змiнних (2) легко отримати єдиний неперервний i
обмежений при t ∈ R розв’язок ϑ(t) системи рiвнянь (1):

ϑ(t) = Cw(t).

Виконаємо в (3) взаємно однозначну замiну змiнних

y(t) = z(t) + w(t), (7)

де w(t) = lim
m→∞

ym(t) i ym(t), m = 0, 1, . . . , визначаються спiввiдношеннями (4). В резуль-

татi цього дослiдження система рiвнянь (3) зведеться до дослiдження системи

z(t + 1) = Λz(t) + F̄ (t, z(t), z(t− 1), . . . , z(t− k)), (8)

де

F̄ (t, z(t), z(t− 1), . . . , z(t− k)) = F̃ (t, z(t)+

+ w(t), z(t− 1) + w(t− 1), . . . , z(t− k) + w(t− k))−

− F̃ (t, w(t), w(t− 1), . . . , w(t− k)).

При цьому вектор-функцiя F̄ (t, z0, z1, . . . , zk) задовольняє (випливає iз умов 2′, 3′) умови:

2′′) |F̄ (t, z
′
0, . . . , z

′
k)− F̄ (t, z

′′
0 , . . . , z

′′
k )| ≤ L̃

k∑
i=0
|z′

i − z
′′
i |;
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3′′) F̄ (t, 0, . . . , 0) ≡ 0.
Має мiсце наступна теорема.

Теорема 2. Якщо виконано умови 1 , 2 ′′, 3 ′′, то система рiвнянь (8) має сiм’ю непе-
рервних при t ≥ 0 розв’язкiв z(t), якi задовольняють умову

lim
t→+∞

z(t) = 0. (9)

Доведення. Оскiльки для довiльного t ∈ R+ має мiсце рiвнiсть t = [t] + τ , де [t] — цiла
частина t, i τ ∈ [0, 1), то покладемо

z(τ) = ϕ0(τ), z(τ − 1) = ϕ−1(τ − 1), . . . , z(τ − k) = ϕ−k(τ − k), (10)

де ϕ−i(τ − i), i = 0, 1, . . . , k, — довiльнi неперервнi при τ ∈ [0, 1) вектор-функцiї, що
задовольняють умови

lim
τ→1−0

ϕ−i(τ − i) = ϕ1
−i 6= ±∞, i = 0, 1, . . . , k,

ϕ1
−i = ϕ−i+1(−i + 1), i = 1, 2, . . . , k, (11)

ϕ1
0 = Λϕ0(0) + F̄ (0, ϕ0(0), ϕ−1(−1), . . . , ϕ−k(−k)).

Тодi з (8) послiдовно отримуємо

z(τ + 1) = Λz(τ) + F̄ (τ, z(τ), z(τ − 1), . . . , z(τ − k)) = Λϕ0(τ) + F̄ (τ, ϕ0(τ), . . . , ϕ−k(τ − k)),

z(τ + 2) = Λz(τ + 1) + F̄ (τ + 1, z(τ + 1), z(τ), . . . , z(τ − k + 1)),

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

z(τ + k + 2) = Λz(τ + k + 1) + F̄ (τ + k + 1, z(τ + k + 1), . . . , z(τ + 1)), (12)

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

z(t) = z(τ + [t]) = Λz(τ + [t]− 1) + F̄ (τ + [t]− 1, z(τ + [t]− 1), . . . , z(τ + [t]− k − 1)).

Зважаючи на (10) – (12), можна переконатися, що так побудованi розв’язки є непе-
рервними при всiх t ≥ 0. Бiльш того, на пiдставi (12) i умов теореми одержуємо

|z(τ + 1)| ≤ (|Λ|+ L̃(k + 1))N = NΘ,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

|z(τ + k + 1)| ≤ NΘ,

|z(τ + k + 2)| ≤ |Λ|NΘ + L̃(|z(τ + k + 1)|+ . . . + |z(τ + 1)|) ≤
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≤ |Λ|NΘ + L̃(k + 1)NΘ = NΘ2,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

|z(τ + ik + j)| ≤ NΘi+1, i = 0, 1, . . . , j = i + 1, i + 2, . . . , i + k + 1.

Звiдси безпосередньо випливає, що довiльний розв’язок iз сiм’ї (12) задовольняє умо-
ву (9).

Теорему 2 доведено.

Наслiдок 1. Якщо виконано умови теореми 2, то на пiдставi (7) система рiвнянь
(3) має сiм’ю (залежить вiд k + 1 довiльної неперервної вектор-функцiї ϕ−i(τ − i), i =
= 0, 1, . . . , k, що задовольняє умови (11)) неперервних при t ≥ 0 розв’язкiв y(t), для кож-
ного з яких має мiсце спiввiдношення lim

t→+∞
[y(t)− w(t)] = 0.

Наслiдок 2. Якщо виконано умови теореми 1, то на пiдставi (2), (7) система рiв-
нянь (1) має сiм’ю (залежить вiд k + 1 довiльної неперервної вектор-функцiї ϕ−i(τ − i),
i = 0, 1, . . . , k, що задовольняє умови (11)) неперервних при t ≥ 0 розв’язкiв x(t), для
кожного з яких виконується спiввiдношення lim

t→+∞
[x(t)− υ(t)] = 0.

2. У випадку, коли замiсть умови 1 виконується умова
1′) власнi значення λi, i = 1, . . . , n, матрицi A є такими, що |λi| > 1, i = 1, . . . , n, має

мiсце наступна теорема.

Теорема 3. Якщо виконано умови 1 ′, 2 , 3 , то система рiвнянь (1) має єдиний непе-
рервний i обмежений при t ∈ R розв’язок γ(t).

Доведення теореми проводиться за тiєю ж схемою, що i доведення теореми 1. При
цьому послiдовнi наближення до розв’язку γ̃(t) системи рiвнянь (3) визначаються за до-
помогою спiввiдношень

y0(t) = 0,
ym(t) = Λ−1ym−1(t + 1)− Λ−1F̃ (t, ym−1(t), ym−1(t− 1), . . . , ym−1(t− k)), m = 1, 2, . . . .

Зауваження 2. При виконаннi умов теореми 3 питання про iснування i побудову непе-
рервних при t ∈ (a, b) ⊂ R розв’язкiв, якi знаходяться в достатньо малому околi розв’язку
γ̃(t), залишається в даний час вiдкритим.

3. Розглянемо систему рiвнянь вигляду

x(t + 1) = Λ̃x(t) + F1(t, x(t), y(t), x(t− 1), y(t− 1), . . . , x(t− k), y(t− k)),

y(t + 1) = Λ̄y(t) + F2(t, x(t), y(t), x(t− 1), y(t− 1), . . . , x(t− k), y(t− k)),
(13)

де Λ̃ = diag (Λ1(λ1), . . . , Λq(λq)), Λ̄ = diag (Λq+1(λq+1), . . . , Λp(λp)), i припустимо, що ви-
конуються такi умови умови:

а) 0 < |λi| < 1 < |λj |, i = 1, . . . , q, j = q + 1, . . . , p;
б) вектор-функцiї F1(t, x0, y0, x1, y1, . . . , xk, yk), F2(t, x0, y0, . . . , xk, yk) є неперервними

за всiма аргументами i задовольняють спiввiдношення

|Fj(t, x
′
0, y

′
0, . . . , x

′
k, y

′
k)− Fj(t, x

′′
0 , y

′′
0 , . . . , x

′′
k , y

′′
k )| ≤ l

k∑
i=0

(|x′
i − x

′′
i |+ |y′

i − y
′′
i |), j = 1, 2,
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де t ∈ R, x
′
i, y

′
i, x

′′
i , y

′′
i ∈ Rn, i = 0, 1, . . . , k, l — достатньо мала додатна стала;

в) sup
t∈R

|Fj(t, 0, 0, . . . , 0)| = Mj < ∞, j = 1, 2.

Зауважимо, що систему рiвнянь (1) також можна записати у виглядi (13), якщо власнi
значення λi, i = 1, . . . , n, матрицi A задовольняють умову a).

Теорема 4. Якщо виконано умови а) – в), то система рiвнянь (13) має єдиний непе-
рервний i обмежений при t ∈ R розв’язок (η1(t), η2(t)).

Доведення теореми проводиться за допомогою методу послiдовних наближень i май-
же не вiдрiзняється вiд доведення теореми 1. Невелика вiдмiннiсть виникає лише при по-
будовi послiдовних наближень xm(t), ym(t), m = 0, 1, . . ., якi в даному випадку визнача-
ються за допомогою спiввiдношень

x0(t) = 0, y0(t) = 0,

xm(t) = Λ̃xm−1(t− 1)+

+ F1(t− 1, xm−1(t− 1), ym−1(t− 1), . . . , xm−1(t− k − 1), ym−1(t− k − 1)),

ym(t) = Λ̄−1ym−1(t + 1)− Λ̄−1F2(t, xm−1(t), ym−1(t), . . . , xm−1(t− k), ym−1(t− k)),

m = 1, 2 . . . .
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