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The paper deals with a natural Lagrangian system which governs the motion of a rigid body under the acti-
on of superposition of two potential force fields. The first one is a stationary field with quadratic potential,
and the potential of the second one is space-linear and quasiperiodically dependend on time. We find
sufficient conditions under which such a system has a classical hyperbolic quasiperiodic solution locally
minimizing the time-averaged Lagrangian.

Рассматривается натуральная лагранжева система, описывающая движение твердого тела
под действием суперпозиции двух потенциальных силовых полей. Первое поле стационарно и
имеет квадратичный потенциал, а потенциал второго — пространственно линеен и квазипе-
риодически зависисит от времени. Установлены достаточные условия, при выполнении кото-
рых такая система имеет классическое гиперболическое квазипериодическое решение, локаль-
но минимизирующее усредненный по времени лагранжиан.

1. Вступ. Квазiперiодичнi розв’язки систем диференцiальних рiвнянь є одним iз важливих
об’єктiв дослiдження нелiнiйної динамiки [1 – 3]. У цiй роботi дослiджується задача iсну-
вання квазiперiодичних розв’язкiв системи, що описує рухи твердого тiла в евклiдовому
просторi E3 пiд дiєю суперпозицiї потенцiальних полiв двох типiв. Поле першого типу
стацiонарне i визначається квадратичним „гравiтацiйним потенцiалом”

Φ1(x) =
1

2
Bx · x + g · x,

де B : E3 7→ E3 — невироджений знаковизначений оператор, g ∈ E3 — сталий вектор,
а крапкою позначено операцiю скалярного добутку в E3. Такий потенцiал виникає як
апроксимацiя ньютонiвського гравiтацiйного потенцiалу, створеного вiддаленими тiлами
[4 – 8]. Друге поле — квазiперiодичне за часом t i породжене просторово лiнiйним потен-
цiалом

Φ2(t,x) = −F(tω) · x,

де F(·) : Tk 7→ E3 — гладке вiдображення k-вимiрного тора Tk := Rk/2πZk, а ω ∈ Rk —
вектор частот з рацiонально незалежними компонентами. Це поле можна iнтерпретува-
ти як просторово однорiдне змiнне в часi електричне поле, яке дiє на заряди, розподiленi в
тiлi. Без обмеження загальностi мiркувань вважаємо, що вiдображення F(·) має нульове
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середнє

F̄ := (2π)−k
∫
Tk

F(ϕ)dϕ = 0,

оскiльки ненульове середнє можна вважати врахованим у векторi g. Описана механiчна
система є натуральною лагранжевою системою, конфiгурацiйним простором якої є R3 ×
×SO(3).

Природно виникає питання про iснування в такiй системi вимушених квазiперiодич-
них коливань з вектором частот ω. Вiдомо [6, 7], що у випадку F ≡ 0 ця система є iнтег-
ровною, тому для розв’язання сформульованої задачi в рамках теорiї збурень (‖F‖ � 1)
можна застосувати апарат КАМ-теорiї (див., наприклад, [1, 9]). Однак при такому пiдходi
доводиться накладати жорсткi умови на мализну збурення, а також дiофантовi умови не-
сумiрностi на вектор частот. Зазначимо, що методами КАМ-теорiї квазiперiодичнi рухи
твердого тiла дослiджувалися, зокрема, в [10, 11].

Поза рамками теорiї збурень задача iснування узагальнених та класичних майже перi-
одичних (зокрема, квазiперiодичних) розв’язкiв лагранжевих систем в евклiдовому про-
сторi вивчалася багатьма авторами за допомогою варiацiйних методiв, методiв опукло-
го аналiзу та методiв теорiї монотонних операторiв. Вiдповiднi результати та посилання
можна знайти, наприклад, у [12 – 26]. У роботах [27 – 29] розглядалася натуральна лагран-
жева система на рiмановому многовидiM з рiмановою метрикою 〈·, ·〉 .Для такої системи
було встановлено достатнi умови iснування узагальнених квазiперiодичних за Безiкови-
чем розв’язкiв, якi є екстремалями усередненого лагранжiана

L̄[x(·)] := lim
T→∞

1

2T

T∫
−T

[
〈ẋ(t), ẋ(t)〉

2
−Π(t, x(t))

]
dt, (1)

де Π(·, ·) : R × M 7→ R — потенцiальна енергiя, що квазiперiодично залежить вiд часу.
У [28] позитивну вiдповiдь на питання про те, чи є цi розв’язки класичними, було отри-
мано лише для систем на рiманових многовидах недодатної кривини. В [30, 31] вiд вимоги
недодатностi кривини вдалося вiдмовитися, наклавши жорсткiшi умови монотонностi до-
слiджуваної системи.

У [29] дослiджувалася, зокрема, задача про вимушенi квазiперiодичнi коливання сфе-
ричного маятника — лагранжевої натуральної механiчної системи, конфiгурацiйним про-
стором якої є сфера

S2 :=
{
x = (x1, x2, x3) : x2

1 + x2
2 + x2

3 = 1
}
,

а власна потенцiальна енергiя та потенцiальна енергiя квазiперiодичного зовнiшнього
збудження вiдповiдно мають вигляд

Π0(x) = g · (x3 − 1), Π1(t,x) = a(tω)

3∑
i=1

bixi,
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де g = const > 0, bi = const, b3 > 0,

a(·) : ∈ C∞
(
Tk 7→R

)
, max

ϕ∈Tk
|a(ϕ)| = 1,

∫
Tk

a(ϕ) dϕ = 0.

Було показано, що нерiвнiсть g ≥ 2, 42 max
{√

b21 + b22, b3

}
+ b3 гарантує iснування виму-

шених квазiперiодичних коливань x = x∗(tω), де вiдображення x∗(·) : C
(
Tk 7→ S2

)
набу-

ває значень у „верхнiй” пiвсферi S2∩
{
x ∈ R3 : x3 ≥ 0

}
, причому функцiя t 7→ x∗(tω) мiнi-

мiзує вiдповiдний усереднений лагранжiан вигляду (1), де Π = Π0+Π1.У [31] встановлено
умови iснування експоненцiально дихотомiчного квазiперiодичного розв’язку системи,
що описує рух зарядженої частинки по одиничнiй сферi пiд впливом суперпозицiї трьох
силових полiв: поля кулонiвського потенцiалу, квазiперiодичних у часi електричного та
магнiтного полiв.

У цiй роботi ми одержимо аналогiчнi результати щодо динамiки твердого тiла в полi
потенцiалу Φ1(x)+Φ2(tω,x). Неважко переконатися в тому (див. наведене нижче тверд-
ження 1), що рух твердого тiла в полi такого потенцiалу є суперпозицiєю двох рухiв:
руху його центра iнерцiї t 7→ r(t) ∈ R3 та обертального руху навколо центра iнерцiї
t 7→ R(t) ∈ SO(3). Ми покажемо (теорема 1), що при виконаннi низки умов iснує квазiпе-
рiодичний обертальний рух твердого тiла, що описується гiперболiчним квазiперiодич-
ним розв’язком лагранжевої системи на многовидi версорiв (кватернiонiв, модуль яких
дорiвнює 1). Цей розв’язок у класi квазiперiодичних функцiй iз частотним базисом ω є
екстремаллю усередненого лагранжiана обертальних рухiв

L̄rot[R(·)] := lim
T→∞

1

2T

T∫
−T

[
Krot(Ṙ(t))−Πrot(t, R(t))

]
dt, (2)

де Krot(·) : TSO(3) 7→ R+ та Πrot(·, ·) : R×SO(3) — кiнетична та потенцiальна енергiї обер-
тального руху тiла навколо його центра iнерцiї. Гiперболiчнiсть розв’язку означає, що
система у варiацiях вiдносно нього є експоненцiально дихотомiчною на всiй часовiй осi.
Зазначимо, що умови теореми 1 пов’язують мiж собою певну характеристику опуклостi
потенцiальної енергiї, моменти iнерцiї тiла, власнi числа оператора B, рiманову секцiй-
ну кривину многовиду версорiв, надiленого лiвоiнварiантною метрикою, асоцiйованою з
Krot, та амплiтуду „електричного” поля.

2. Лагранжiан системи у кватернiонних параметрах Родрiга – Гамiльтона. Для опису
руху тiла скористаємося кватернiонними параметрами Родрiга – Гамiльтона (див., наприк-
лад, [7, 8]). Нехай H — тiло кватернiонiв, {ek}3k=0 — базис в H, елементи якого характери-
зуються рiвностями

e0ek = eke0 = ek, e2
0 = e0, e2

k = −e0, k = 1, . . . , 3,

e1e2 = e3, e2e3 = e1, e3e1 = e2.

Умовимося довiльний кватернiон q =
∑3

k=0 qkek записувати у виглядi

q = q0 + q, q :=

3∑
k=1

qkek,
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суто уявний кватернiон q називати вектором, для спряженого до q кватернiона викори-

стовувати позначення q∗ := q0 − q, а через |q| :=
√
qq∗ =

√∑3
k=0 q

2
k позначати мо-

дуль кватернiона q. Кватернiон q є вектором тодi i лише тодi, коли q∗ = −q. Вiдомо,
що |pq| = |p| |q| (див., наприклад, [32]). Домовимося також використовувати позначення

a · b := −1

2
(ab + ba), a× b :=

1

2
(ab− ba)

для скалярного та векторного добутку векторiв a,b вiдповiдно. Тодi

ab = −a · b + a× b. (3)

Простiр векторiв природно ототожнювати з евклiдовим простором E3, надiленим крiм
скалярного добутку · векторним добутком ×.

Нагадаємо, що елементи множини H1 := {q ∈ H : |q| = 1} , дифеоморфної 3-сферi S3,
називають версорами. Вони характеризуються властивiстю q−1 = q∗ i утворюють групу
вiдносно операцiї добутку, iзоморфну групi SU(2), яка є унiверсальним дволистим накрит-
тям групи SO(3). Для кожного версора q вiдповiднiсть

a 7→ Q(q)a := qaq∗

визначає ортогональне перетворення простору E3, а вiдображення

Q(·) : H1 7→ SO(3)

є гомоморфiзмом, причому Q(p) = Q(q) тодi й лише тодi, коли p = ±q (див., наприклад,
[32]). Очевидно, що

Q(q)a ·Q(q)b = a · b, Q(q)a×Q(q)b = Q(q)(a× b).

Нехай q̇ ∈ TqH1 — дотичний вектор (вектор миттєвої швидкостi) кривої на H1, випу-

щеної з точки q. З рiвностей
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(q∗q) = q∗q̇ + q̇∗q = 0, (q∗q̇)∗ = q̇∗q = −q∗q̇ випливає,

що

Ω = Ω(q̇) := 2q∗q̇ (4)

є суто уявним кватернiоном, який називають вектором кутової швидкостi. Легко перевi-
ряються використовуванi в подальшому рiвностi

d

dt

∣∣∣∣
t=0

Q(q)a = Q(q)(Ω(q̇)× a), (5)

d

dt

∣∣∣∣
t=0

Q−1(q)a =
[
Q−1(q)a

]
×Ω(q̇). (6)
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Вiльне тверде тiло трактуємо як континуальну систему точок iз голономними в’язями,
заданими рiвнянням

x = Q(q)y + r

у нерухомому просторi E3. Тут вектори y пробiгають замкнену область D̄ рухомого про-
стору, жорстко зв’язаного з тiлом, i, отже, „нумерують” точки тiла, не змiнюючись у про-
цесi руху; вектор r ∈ E3 визначає положення центра iнерцiї тiла у нерухомому просторi;
ортогональне перетворення R = Q(q), де q ∈ H1, визначає орiєнтацiю тiла у просторi.

Таким чином, пара (q, r) вiдiграє роль параметрiв в’язi — узагальнених координат. З
урахуванням формули (5) миттєву швидкiсть точки тiла з „номером” y можна подати у
виглядi

ẋ == Q(q) (Ω× y) + ṙ.

Нехай µ(·) : D̄ 7→ R+ та ρ(·) : D̄ 7→ R+ — функцiї, якi визначають щiльнiсть розподiлiв
у тiлi вiдповiдно маси i „зарядiв”.

Початок координат у рухомому просторi, жорстко зв’язаному з тiлом, виберемо в

центрi iнерцiї. Тодi
∫
µ(y)ydy = 0, i завдяки цьому кiнетична енергiя розпадається в

суму двох незалежних доданкiв

K (Ω, ṙ) = K0(Ω) +K1(ṙ),

K0(Ω) =
1

2

∫
D̄

µ(y)

∣∣∣∣ ddtQy

∣∣∣∣2 dy =
1

2

∫
D̄

µ(y) |Ω× y|2 dy =:
1

2
IΩ ·Ω,

K1(ṙ) =
m|ṙ|2

2
,

де I : E3 7→ E3 — оператор iнерцiї, m =

∫
D̄
µ(y)dy — маса тiла.

З оператором iнерцiї пов’яжемо лiвоiнварiантний скалярний добуток (лiвоiнварiант-
ну метрику) 〈·, ·〉 на H1, який на довiльнiй парi дотичних векторiв ξ, η ∈ TqH1 набуває
значення

〈ξ, η〉 = IΩ(ξ) ·Ω(η) = 4(Iq∗ξ) · q∗η

i визначає на H1 структуру рiманова многовиду. Зокрема, для пари лiвоiнварiантних век-
торних полiв ξa(q) = qa, ξb(q) = qb маємо

〈ξa(q), ξb(q)〉 := 4 (Iq∗ξa(q)) · (q∗ξb(q)) = 4Ia · b := 〈a,b〉 .

Тепер в E3 поряд з | · | виникає ще одна норма ‖ · ‖, визначена рiвнiстю ‖a‖ =
√
‖a,a‖.

Якщо I1, I2, I3 — власнi числа оператора I, записанi в порядку спадання, то цi двi норми
задовольняють очевиднi нерiвностi

2
√
I3|a| ≤ ‖a‖ ≤ 2

√
I1|a|, 2

√
I3|a| |b| ≤ ‖a× b‖ ≤ 2

√
I1|a| |b|.

При обчисленнi силової функцiї без обмеження загальностi вважатимемо, що g = 0.
Справдi, внаслiдок перетворення x 7→ x−B−1g перший потенцiал набуде вигляду Φ1(x) =
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=
1

2
Bx · x + const, а другий отримає незалежний вiд x прирiст. Обома незалежними вiд

x доданками в потенцiалах можна знехтувати, оскiльки вони не впливають на рiвняння
руху. Крiм того, без обмеження загальностi мiркувань далi вважаємо, що власним орто-
базисом симетричного оператора B вiдносно скалярного добутку · є початковий базис
{ek}3k=1, а отже, Bek = bkek, де b1, b2, b3 — власнi числа оператора B.

Введемо ще один симетричний оператор J : E3 7→ E3, асоцiйований iз квадратичною
формою

Ja · a :=

∫
D

µ(y)|a · y|2dy.

Беручи до уваги (3), отримуємо

|a|2
∫
D

µ(y)|y|2dy =

∫
D

µ(y)|ay|2dy =

∫
D

µ(y) |−a · y + a× y|2 dy = Ja · a + Ia · a.

Якщо {fk}3k=1 — власний ортобазис оператора J, то, розклавши y =
∑3

k=1 ykfk, знайдемо
власнi числа i слiд оператора J :

Jk =

∫
D

µ(y)y2
kdy, tr J =

∫
D

µ(y)|y|2dy.

Таким чином, J + I = tr J · Id, звiдки tr I = 2trJ.

Позначимо

ek(q) := Q−1(q)ek ≡ q∗ekq. (7)

Потенцiальна енергiя обертального руху тiла Πrot(·, ·) : R × SO(3) 7→ R визначає силову
функцiю на H1 вигляду

−Πrot(t, Q(q)) = V (q) + W̃ (tω, q),
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де

V (q) := −1

2

∫
D

[µ(y)BQ(q)y ·Q(q)y] dy =

= −1

2

∫
D

µ(y)

[
B

3∑
k=1

(Q(q)y · ek) ek

]
·

[
3∑

k=1

(Q(q)y · ek) ek

]
dy =

= −1

2

3∑
k=1

bk

∫
D

µ(y)
(
Q−1(q)ek · y

)2
dy =

= −1

2

3∑
k=1

bkJek(q) · ek(q) =
1

2

3∑
k=1

bkIek(q) · ek(q)−
[

1

4
trB · tr I

]
=

=
1

8

3∑
k=1

bk ‖ek(q)‖2 −
[

1

4
trB · tr I

]

(останнiй вираз у квадратних дужках, який не впливає на рiвняння руху, у подальшому

задля досягнення рiвностi V (1) = 0 буде замiнено на
1

2
tr(BI)),

W̃ (ϕ, q) := Q(q)z · F(ϕ), z :=

∫
D

ρ(y)ydy. (8)

Силова функцiя поступального руху має вигляд −Πtra(t, r) = Ŵ (tω, r), де

Ŵ (ϕ, r) = −m
2
Br · r + %F(ϕ) · r, % :=

∫
D

ρ(y)dy.

Отже, приходимо до висновку, що, як i у випадку F ≡ 0, розглянутому в [6], має мiсце
таке твердження.

Твердження 1. Рух вiльного твердого тiла в полi з потенцiалом Φ(t,x) = Φ1(x) +
+Φ2(t,x) є суперпозицiєю двох рухiв: поступального руху t 7→ r(t), при якому залеж-
нiсть радiуса-вектора центра iнерцiї тiла вiд часу описується розв’язком лiнiйної сис-
теми

r̈ +Br =
%

m
F(tω), (9)

та обертального руху t 7→ R(t) = Q(q(t)) навколо центра iнерцiї тiла, де вiдображення
q(·) : R 7→ H1 задовольняє лагранжеву систему на H1 з лагранжiаном

Lrot =
1

2
IΩ(q̇) ·Ω(q̇) + V (q) + W̃ (tω, q).
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Тут I — оператор iнерцiї тiла, V (q) :=
1

8

∑3
k=1 bk‖ek(q)‖2−

1

2
tr(IB), де b1, b2, b3 — власнi

числа оператора B, а Ω(q̇), ek(q) та W̃ (ϕ, q) даються формулами (4), (7) та (8).
3. Теорема iснування квазiперiодичного розв’язку. Вище ми припустили, що оператор

B є знаковизначеним. Якщо вiн вiд’ємно визначений, то, як вiдомо, система (9) має єди-
ний обмежений на всiй дiйснiй осi розв’язок, i цей розв’язок квазiперiодичний iз базисним
частотним вектором ω. Якщо ж B додатно визначений, то iснування квазiперiодичних
розв’язкiв системи (9) залежить вiд обмеженостi iнтегралiв

t∫
0

e±i
√
bksF(sω) · ekds,

а отже, вiд арифметичних властивостей чисел
√
bk та компонент вектора ω (див., наприк-

лад, [3]).
Для встановлення умов iснування квазiперiодичного розв’язку системи з лагранжiа-

номLrot ми скористаємося теоремою 2 [30] та теоремою 5 [31]. У розглядуваному випадку
рiвняння руху мають вигляд лагранжевої системи на рiмановому многовидi (H1, 〈·, ·〉):

∇q̇ q̇ = ∇V (q) +∇W̃ (tω, q) =: f(tω, q). (10)

Тут ∇ — зв’язнiсть Левi – Чивiти на H1, асоцiйована з лiвоiнварiантною метрикою 〈·, ·〉 ,
∇V (·) та∇W̃ (ϕ, ·) — градiєнти функцiй V (·) та W̃ (ϕ, ·) вiдповiдно. ЧерезHV (·) таHW̃ (ϕ, ·)
позначимо вiдповiдно гессiани зазначених функцiй. Квазiперiодичний розв’язок системи
(10) шукатимемо в певним чином визначенiй зв’язнiй компонентi пiдрiвневої множини
функцiї V (·), яка (множина) мiстить точку p локального мiнiмуму функцiї V (·). Така точ-
ка iснує внаслiдок компактностi многовиду H1. Оскiльки перетворення параметрiв ви-
гляду q 7→ pq не змiнює лiвоiнварiантну метрику 〈·, ·〉 , то далi без обмеження загальнос-
тi мiркувань вважатимемо, що p = 1. Знайдемо умови, якi гарантують, що ця точка є
невиродженою точкою локального мiнiмуму функцiї V (·), тобто гессiан HV (1) додатно
визначений. Уведемо позначення для найменшого з власних значень гессiана HV (q):

λV (q) := min {〈HV (q)qa, qa〉 : ‖a‖ = 1} .

Твердження 2. Якщо числа b1, b2, b3 попарно рiзнi, то точка q = 1 є стацiонарною
для функцiї V (·) : H1 7→ R тодi й лише тодi, коли репер {ek}3k=1 утворює власний базис
оператора I :

Iek = Ikek, k = 1, 2, 3. (11)

Якщо до того ж справджуються нерiвностi

I1 > I2 > I3, b1 < b2 < b3, (12)

то в точцi q = 1 гессiан функцiї V (·) додатно визначений, причому

λV (1) = min
1≤i<j≤3

{
(bj − bi)(Ii − Ij)

Ik
, k 6= i, j

}
> 0.
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Доведення. Формула (6) при a = ek набирає вигляду

d

dt

∣∣∣∣
t=0

ek(q) = ek(q)×Ω(q̇).

З урахуванням цiєї рiвностi маємо

〈∇V (q), q̇〉 =

3∑
k=1

bkIek(q) · [ek(q)×Ω(q̇)] ,

i умовою стацiонарностi точки q = 1 є рiвнiсть

3∑
k=1

bkIkek · (ek × a) ≡
3∑

k=1

(bkIkek × ek) · a = 0 ∀a ∈ E3 ' T1H1.

Неважко перевiрити, що звiдси й випливають рiвностi (11) за умови, що числа b1, b2, b3
попарно рiзнi.

Далi, нехай t 7→ q(t) — геодезична лiвоiнварiантної метрики 〈·, ·〉 на H1, проведена з
точки q. За означенням уздовж геодезичної справджується рiвнiсть ∇q̇ q̇ = 0, яку можна
записати у виглядi рiвняння Ейлера [1]

d

dt
Ω(q̇) = I−1 [IΩ(q̇)×Ω(q̇)] . (13)

Тодi

d

dt
〈∇V (q), q̇〉 = 〈∇q̇∇V (q), q̇〉 =

3∑
k=1

bk {I [ek(q)×Ω(q̇)] · [ek(q)×Ω(q̇)] +

+Iek(q) · [ek(q)×Ω(q̇)]×Ω(q̇) + Iek(q) · ek(q)× I−1 (IΩ(q̇)×Ω(q̇))
}
.

Поклавши тут q̇ = ξa(q) := qa та взявши до уваги, що Ω(qa) = 2a, дiстанемо

〈HV (q)ξa(q), ξa(q)〉 = 〈∇qa∇V (q), qa〉 =

3∑
k=1

bk
[
‖ek(q)× a‖2 + 〈ek(q), (ek(q)× a)× a〉+

+
〈
ek(q), ek(q)× I−1(Ia× a)

〉 ]
або, якщо скористатися рiвнiстю (ek(q)× a)× a = (ek(q) · a)a− |a|2ek(q),

〈HV (q)ξa(q), ξa(q)〉 =

3∑
k=1

bk

[
‖ek(q)× a‖2 + (ek(q) · a) 〈ek(q),a〉 − |a|2 ‖ek(q)‖2

]
+

+
3∑

k=1

bk
〈
ek(q), ek(q)× I−1(Ia× a)

〉
. (14)

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2018, т . 21, N◦ 1



108 I. О. ПАРАСЮК

Далi, розклавши a =
∑3

i=1 aiei, знайдемо

3∑
k=1

bk ‖ek × a‖2 = 4
[
(b2I3 + b3I2)a2

1 + (b1I3 + b3I1)a2
2 + (b1I2 + b2I1)a2

3

]
,

3∑
k=1

bk(ek · a) 〈ek,a〉 = 4

3∑
k=1

bkIka
2
k,

3∑
k=1

bk
〈
ek, ek × I−1(a× Ia)

〉
= 0,

3∑
k=1

bk ‖ek‖2 = 4
3∑

k=1

bkIk,

а тодi з (14) одержимо

〈HV (1)ξa(1), ξa(1)〉 = 4
∑

1≤i<j≤3
k 6=i,j

(bi − bj)(Ij − Ii)a2
k =

= 4
∑

1≤i<j≤3
k 6=i,j

I−1
k (bi − bj)(Ij − Ii)

(√
Ikak

)2
. (15)

Звiдси, оскiльки виконується рiвнiсть ‖a‖2 = 4
∑3

k=1

(√
Ikak

)2
, випливає формула для

λV (1).

Твердження 2 доведено.
Зауваження 1. На пiдставi доведеного можна дiйти висновку, що при зроблених при-

пущеннях функцiя V (·) має принаймнi шiсть стацiонарних точок. Усi вони невиродже-
нi, тобто морсiвськi, i серед них є точки всiх iндексiв вiд 0 до 3. Щоб обчислити значен-
ня 〈∇qa∇V (q), qa〉 у вiдповiднiй стацiонарнiй точцi p, достатньо у формулi (15) викона-
ти замiну bi 7→ bπ(i), bj 7→ bπ(j), де π : {1, 2, 3} 7→ {1, 2, 3} — перестановка, асоцiйо-
вана зi стацiонарною точкою, а саме, ei(p) = σieπ(i), де числа σi ∈ {+1,−1} такi, що
(e1(p)× e2(p)) · e3(p) = +1.

Уведемо позначення Dv, де v > 0, для тiєї зв’язної компоненти пiдрiвневої множини
V −1([0, v)), яка мiстить точку q = 1 (нагадаємо, що V (1) = 0), i визначимо функцiю

l(v) := min {λV (q) : q ∈ ∂Dv} . (16)

Оскiльки l(0) = λV (1) > 0, то для достатньо малих додатних значень v функцiя l(v)
набуває додатних значень, однак знайдеться таке найменше значення v∗ > 0,що l(v∗) = 0
(у противному разi функцiя V (·) не мала б жодної точки максимуму, а це неможливо через
компактнiсть H1). Очевидно, що

v∗ = sup {v > 0: l(s) > 0 ∀s ∈ [0, v)} . (17)

Достатнi умови iснування гiперболiчного квазiперiодичного розв’язку лагранжевої систе-
ми на H1 з лагранжiаном Lrot встановлює така теорема.
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Теорема 1. Нехай виконуються нерiвностi (12). Покладемо

L := max {〈HV (q)qa, qa〉 : q ∈ cl (Dv∗) , ‖a‖ = 1} ,

K∗ :=
(I1 − I2)2 + [2(I1 + I2)− 3I3] I3

4I1I2I3
,

J :=

[
1√
I3

+

√
I3

2
max

1≤i<j≤3

{
Ii − Ij
Ik
√
IiIj

: k 6= i, j

}]

i для кожного числа K > 0 визначимо

cK := max {c ∈ [0, v∗] : l(v) ≥ (c− v)K ∀v ∈ [0, v∗]} ,

де l(v) i v∗ взято з (16) та (17) вiдповiдно. Якщо знайдеться K ≥ K∗ таке, що

|z| |F(ϕ)|/
√
I3 < ε := min

{
cK
√
K,

2Jc2
KK

L+ 2J2cK

}
∀ϕ ∈ Tk,

то у тiй зв’язнiй компонентi множини V −1([0, cK ]), яка мiстить точку q = 1, система
(10) має єдиний квазiперiодичний розв’язок i цей розв’язок гiперболiчний.

Доведення. Для встановлення iснування квазiперiодичного розв’язку скористаємося
теоремою 5 з [31]. З цiєю метою потрiбно видiлити область D ⊂ H1 i побудувати функ-
цiю U(·) : H1 7→ R так, щоб вони задовольняли умови:

А) межа ∂D областi D є гладкою гiперповерхнею i при цьому

〈ν(q), f(ϕ, q)〉 > 0, λII(q) > 0 ∀(ϕ, q) ∈ Tk × ∂D,

де ν(q) i λII(q) вiдповiдно позначають одиничний вектор зовнiшньої нормалi та мiнiмаль-
ну головну кривину межi в точцi q ∈ ∂D, тобто

λII(q) := min {〈∇ξν(q), ξ〉 : ξ ∈ Tq∂D, ‖ξ‖ = 1} ;

B) iснує функцiя U(·) : H1 7→ R така, що

λU (q) := min {〈HU (q)ξ, ξ〉 : ξ ∈ TqH1, ‖ξ‖ = 1} > 0 ∀q ∈ cl(D),

λII(q) +
1

2
〈∇U(q), ν(q)〉 > 0 ∀q ∈ ∂D,

min
{
〈∇U(q), f(ϕ, q)〉 : (ϕ, q) ∈ Tk × cl(D)

}
< 0;

C) система (10) є U -монотонною в D в сенсi [31], тобто

λf (ϕ, q) +
〈∇U(x), f(ϕ, q)〉

2
> 0 ∀(ϕ, q) ∈ Tk × cl(D),

(18)
µU (q) ≥ 2K(q) ∀q ∈ D,
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де

λf (ϕ, q) := min
{〈
HV+W̃ (ϕ, q)ξ, ξ

〉
: ξ ∈ TqH1, ‖ξ‖ = 1

}
,

µU (q) := min

{
〈HU (q)ξ, ξ〉 − 〈∇U(x), ξ〉2

2
: ξ ∈ TqH1, ‖ξ‖ = 1

}
,

а K∗(q) — максимальна секцiйна (рiманова) кривина рiманового многовиду (H1, 〈·, ·〉) по
двовимiрних площинах дотичного простору TqH1. Обчислення кривини K∗(q) див. у до-
датку (п. 4).

Тепер перейдемо до побудови областiD та функцiї U(·). Для як завгодно малого δ > 0
вiзьмемо c ∈ (cK − δ, cK) i визначимо

D := Dc.

Зауваживши, що

∇∇V V (q) = ‖∇V (q)‖2 , ∇∇V 〈∇V (q),∇V (q)〉 ≥ 2λV (q) ‖∇V (q)‖2 ,

неважко показати, що cl(Dc) \ {1} не мiстить особливих точок векторного поля ∇V (·) i,
бiльш того,

‖∇V (q)‖2 ≥ 2

v∫
0

l(s)ds ≥ (2c− v)vK ∀q ∈ ∂Dv, v ∈ [0, c]; (19)

зокрема,
‖∇V (q)‖ ≥ c

√
K ∀q ∈ ∂Dc.

Аналогiчно

‖∇V (q)‖2 ≤ 2Lv ∀q ∈ ∂Dv. (20)

Оскiльки

ν(q) =
∇V (q)

‖∇V (q)‖
, λII(q) =

λV (q)

‖∇V (q)‖
> 0 ∀q ∈ ∂Dc,

то тепер для виконання умови A) достатньо, щоб

2

c∫
0

l(s)ds >
∥∥∥∇W̃ (ϕ, q)

∥∥∥2
∀(ϕ, q) ∈ Tk × ∂Dc. (21)

Далi, з урахуванням (8), (5) обчислюємо〈
∇W̃ (ϕ, q), q̇

〉
= Q(q) (Ω(q̇)× z) · F(ϕ). (22)
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Покладаючи тут q̇ = qa та використовуючи рiвнiсть Ω(qa) = 2a, легко переконуємося в
тому, що

max
{∥∥∥∇W̃ (ϕ, q)

∥∥∥ : (ϕ, q) ∈ Tk ×H1

}
< ε,

i тепер очевидно, що нерiвнiсть (21) є наслiдком нерiвностi

cK
√
K ≥ ε

за умови, що δ є достатньо малим.
Функцiю U(·) шукаємо у виглядi суперпозицiї y ◦ V (·). Нехай γ(·) : (−1, 1) 7→ H1 —

натурально параметризована геодезична лiвоiнварiантної метрики 〈·, ·〉 така, що γ(0) =
= q, γ′(0) = ξ. Тодi умова (18) набирає вигляду

〈HU (q)ξ, ξ〉 − 1

2
〈∇U(q), ξ〉2 =

d2

ds2

∣∣∣∣
s=0

U ◦ γ(s)− 1

2

[
d

ds

∣∣∣∣
s=0

U ◦ γ(s)

]2

=

=

[
y′(v) 〈HV (q)ξ, ξ〉+

+

(
y′′(v)− [y′(v)]2

2

)
〈∇V (q), ξ〉2

]
v=V (q)

≥ 2K∗ ∀q ∈ Dc.

Якщо покласти
y(v) := −2 ln (cK − v) ,

то остання нерiвнiсть зведеться до

l(v)

cK − v
≥ K ≥ K∗ ∀v ∈ [0, c].

Тепер зрозумiло, що функцiя

U(·) = −2 ln (cK − V (·))

коректно визначена в cl (Dc) i задовольняє на цiй множинi не лише умову (18), але й першi
двi нерiвностi в умовi B). Зазначимо, що цю функцiю з областi cl (Dc) можна розширити
до гладкої функцiї на всьому многовидi H1.

Для перевiрки третьої нерiвностi умови B) обчислимо

〈∇U(q), f(ϕ, q)〉 =
2

cK − V (q)

[
‖∇V (q)‖2 +

〈
∇V (q),∇W̃ (ϕ, q)

〉]
. (23)

Внаслiдок невиродженостi HV (1) для довiльного вектора b iснує вектор a такий, що
HV (1)a = b. З урахуванням рiвностей∇V (1) = 0 та (22) дiстанемо

∇qa
[
‖∇V (q)‖2 +

〈
∇V (q),∇W̃ (ϕ, q)

〉]
q=1

=
〈
HV (1)a,∇W̃ (ϕ, 1)

〉
= (b× z) · F(ϕ).
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Оскiльки вiдображення F(·) : Tk 7→ E3 має нульове середнє й не є тотожно колiнеарним iз
вектором z, то iснує точка ϕ0 ∈ Tk, для якої в малому околi точки q = 1 знайдеться точка
q0 ∈ H1 така, що 〈∇U(q0), f(ϕ0, q0)〉 < 0. Отже, й третя нерiвнiсть умови B) виконується.

Залишилося перевiрити виконання першої нерiвностi умови C). З урахуванням (8),
(22), (5) та (13) знаходимо〈

∇q̇∇W̃ (ϕ, q), q̇
〉

= Q(q) [Ω(q̇)× (Ω(q̇)× z)] · F(ϕ)+

+Q(q)
{
I−1 [IΩ(q̇)×Ω(q̇)]× z

}
· F(ϕ).

Якщо тут покласти q̇ = qa та використати рiвнiсть Ω(qa) = 2a та нерiвнiсть

∣∣I−1 (Ia× a)
∣∣ ≤ 1

8
max

1≤i<j≤3

{
Ii − Ij
Ik
√
IiIj

: k 6= i, j

}
‖a‖2,

то легко переконатися в тому, що

max
{∣∣∣〈∇qa∇W̃ (ϕ, q), qa

〉∣∣∣ : (ϕ, q) ∈ Tk ×H1, ‖a‖ = 1
}
< Jε.

Тепер, беручи до уваги (23), (19) та (20), маємо

λf (ϕ, q) +
〈∇U(q), f(ϕ, q)〉

2
> l(v)− Jε+

1

cK − V (q)

[
‖∇V (q)‖2 +

〈
∇V (q),∇W̃ (ϕ, q)

〉]
≥

≥ (cK − v)K − Jε+
1

cK − v

[
(2cK − v)vK −

√
2Lvε

]
∀q ∈ ∂Dv.

Останнiй вираз набуватиме невiд’ємних значень при всiх v ∈ [0, c], якщо таку ж власти-
вiсть матиме функцiя

G(v) := (cK − v)2K − (cK − v)Jε+ (2cK − v) vK − ε
√

2Lv = Jεv − ε
√

2Lv + (cKK − Jε)cK .

Звiдси дiстаємо умову, яка фiгурує в твердженнi теореми:

2J(cKK − Jε)cK ≥ Lε ⇔ ε ≤
2Jc2

KK

(L+ 2J2cK)
.

Теорему 1 доведено.
Зауваження 2. Як випливає з результатiв [29, 30], знайдений квазiперiодичний розв’я-

зок мiнiмiзує усереднений лагранжiан (2) в певному класi квазiперiодичних за Безiкови-
чем функцiй.

4. Додаток. Для обчислення секцiйної кривини рiманового многовиду (H1, 〈·, ·〉) скорис-
таємося результатами [33].

Твердження 3. Якщо I3 < I2 < I1, то

K∗(q) ≡ K∗ =
(I1 − I2)2 + [2(I1 + I2)− 3I3] I3

4I1I2I3
> 0. (24)
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Доведення. Для довiльної гладкої функцiї f : H1 7→ R справджується рiвнiсть

(ξaξb − ξbξa)f(q) = 〈∇f(q), q(ab− ba)〉 = 〈∇f(q), 2q(a× b)〉 ,

з якої випливає формула для комутатора

[ξa, ξb] := ξaξb − ξbξa = ξ2a×b.

Лiвоiнварiантнi векторнi поля

εk :=
qek

2
√
Ik
, k = 1, 2, 3,

утворюють ортонормальний базис вiдносно скалярного добутку 〈·, ·〉 i з урахуванням рiв-
ностi

[εi, εj ] =
q

2
√
IiIj

ei × ej

задовольняють комутацiйнi спiввiдношення

[ε1, ε2] = λ3ε3, [ε2, ε3] = λ1ε1, [ε3, ε1] = λ2ε2

зi сталими

λ1 =

√
I1

I2I3
, λ2 =

√
I2

I1I3
, λ3 =

√
I3

I1I2
.

Як i в [33], покладемо

µi :=
1

2

3∑
k=1

λk − λi.

Тодi згiдно з теоремою 4.3 [33] секцiйна кривина вздовж площини, породженої парою εi,
εj ,

K(εi, εj) = µ1µ2 + µ1µ3 + µ2µ3 − 2µiµj ,

звiдки шляхом безпосереднiх обчислень дiстаємо

K(εi, εj) =
(Ii − Ij)2 + [2(Ii + Ij)− 3Ik] Ik

4I1I2I3
, k 6= i, j.

Оскiльки K(εi, εj) − K(εi, εk) = (Ij − Ik)(Ij + Ik − Ii)/(I1I2I3) i, як вiдомо, Ij + Ik > Ii
(див., наприклад, [1, с. 125]), то за умови, що I1 > I2 > I3, маємо

max
1≤i<j≤3

K(εi, εj) = K(ε1, ε2) > 0.

Як випливає з теореми 4.3 [33], для довiльної пари векторiв

ξ =

3∑
j=1

ξjεj , η =

3∑
j=1

ηjεj
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справджується рiвнiсть

K(ξ, η) =
∑

1≤i<j≤3

∣∣∣∣ ξi ηi
ξj ηj

∣∣∣∣2K(εi, εj).

Якщо ця пара ортонормована вiдносно скалярного добутку 〈·, ·〉 , то

∑
1≤i<j≤3

∣∣∣∣ ξi ηi
ξj ηj

∣∣∣∣2 = ‖ξ‖2 ‖η‖2 − 〈ξ, η〉2 = 1,

а отже,
K(ξ, η) = θ1K(ε1, ε2) + θ2K(ε1, ε3) + θ3K(ε2, ε3),

де числа θk ∈ [0, 1] задовольняють рiвнiсть
∑3

i=1 θj = 1. Звiдси й випливає, що саме
K(ε1, ε2) є максимальною секцiйною кривиною.

Твердження 3 доведено.
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