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We study the behavior of the mean complete energy of a harmonic oscillator without friction perturbed by
a ”shot noise” type process as t → ∞.

Исследуется поведение при t → ∞ математического ожидания полной энергии гармонического
осциллятора без трения при внешнем возмущении процессом типа „дробный шум”.

1. Вступ. Пiд гармонiчним осцилятором без тертя розумiють тiло маси 1, рух якого опи-
сується диференцiальним рiвнянням другого порядку

ü(t) + k2u(t) = q(t), u(0) = u0, u̇(0) = u̇0, (1)

де q (t) — зовнiшня збурююча сила, u0, u̇0 — початкове положення i початкова швидкiсть
осцилятора, u(t), u̇(t) — положення i швидкiсть осцилятора в момент часу t > 0, k > 0 —

параметр осцилятора (характеризує жорсткiсть пружини осцилятора), E(t) =
1

2
u̇2(t) +

+k2u2(t) — повна енергiя осцилятора.
Рiвняння (1) еквiвалентне системi диференцiальних рiвнянь першого порядку

dx1(t) = kx2(t)dt,

dx2(t) = −kx1(t)dt+ q(t)dt, (2)

u(0) = u0, u̇(0) = u̇0,

де x1(t) = ku(t), x2(t) = u̇(t). Тодi у нових позначеннях

2E(t) = x21(t) + x22(t). (3)

У детермiнованому випадку [1, c. 144], коли зовнiшня збурююча сила в системi (1) q(t)
є невипадковою неперервною i перiодичною з перiодом 2l функцiєю:

1) повна енергiя E(t) ≤ C < ∞ для всiх t ≥ 0, якщо k 6= nπ/l при всiх n = 1, 2, . . .;

2) E(t) ∼ t2 при t → ∞, якщо iснує таке n0, що k = n0π/l i
∫ l

−l
q(t) cosn0π/ltdt та∫ l

−l
q(t) sinn0π/ltdt одночасно не дорiвнюють нулю.
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Модель гармонiчного осцилятора з неперервним випадковим збуренням, у якому
ME(t) ∼ tα, α ∈ {1, 2, 3}, при t → ∞, розглядалась у роботi [2], при ME(t) ∼ tα,
α > 1/2 — у [3, 4].

У данiй роботi дослiджується поведiнка з часом (t → ∞) математичного сподiвання
повної енергiї осцилятора з випадковим зовнiшнiм збуренням „дробовим шумом”
(ν̇([0, t), A) — похiдна пуассонiвської мiри ν([0, t), A) з параметром tΠ(A), де A — бореле-
ва множина на R2, Π(A) — мiра на σ-алгебрi борелевих множин R2, Π(A) < ∞). У цьому
випадку рiвняння (1) потрiбно розумiти як систему двох стохастичних диференцiальних

рiвнянь вигляду (2) при q(t)dt = f(t)

∫
R2

ϕ(v)ν(dt, dv) або q(t)dt = f(t)

∫
R2

ϕ(v)ν̃(dt, dv),

де ν̃(dt, dv) = ν(dt, dv)− dtΠ(dv).

2. Допомiжнi результати.

Лема 1. Нехай f(t) — 2l-перiодична неперервна функцiя на R. Тодi для будь-якого

k ∈ R такого, що @i ∈ N : k =
iπ

l
∃C > 0 :

∣∣∣∣∣ lim
t→∞

(
lim
t→∞

) t∫
0

f(s) sin ks ds

∣∣∣∣∣ ≤ C i

∣∣∣∣∣ lim
t→∞

(
lim
t→∞

) t∫
0

f(s) cos ks ds

∣∣∣∣∣ ≤ C.

Доведення. Маємо∣∣∣∣∣ lim
t→∞

t∫
0

f(s) sin ks ds

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ lim
t→∞

( 2l∫
0

f(s) sin ks ds+

4l∫
2l

f(s) sin ks ds+ . . .

. . . +

2[t/2l]l∫
2([t/2l]−1)l

f(s) sin ks ds+

t∫
2[t/2l]l

f(s) sin ks ds

)∣∣∣∣∣.
Оскiльки f(t) є 2l-перiодичною, то вираз справа можемо записати таким чином:∣∣∣∣∣ lim

t→∞

( 2l∫
0

f(s) sin ks ds+

2l∫
0

f(s) sin k(s+ 2l)ds+ . . .

. . .+

2l∫
0

f(s) sin k (s+ 2 ([t/2l]− 1) l) ds+

t∫
2[t/2l]l

f(s) sin ks ds

)∣∣∣∣∣ ≤

≤

∣∣∣∣∣ lim
n→∞

2l∫
0

f(s) (sin ks+ sin k(s+ 2l) + . . .+ sin k(s+ 2nl)) ds

∣∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣∣ lim
t→∞

t∫
2[t/2l]l

f(s) sin ks ds

∣∣∣∣∣.
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Виконаємо перетворення над сумою пiд iнтегралом

Sn = sin ks+ sin k(s+ 2l) + . . .+ sin k(s+ 2nl) =

= sin ks

(
1 +

n∑
m=1

cos 2mkl

)
+ cos ks

n∑
m=1

sin 2mkl.

Легко перевiрити рiвностi

1 +

n∑
m=1

cos 2mkl =
1

2
+

1

2 sin kl

(
sin kl +

n∑
m=1

[sin(2m+ 1)kl − sin(2m− 1)kl]

)
=

=
1

2
+

sin(2n+ 1)kl

2 sin kl
,

n∑
m=1

sin 2mkl =
1

2 sin kl

n∑
m=1

[cos(2m− 1)kl − cos(2m+ 1)kl] =

=
cos kl − cos(2n+ 1)kl

2 sin kl
.

Тодi

Sn = sin ks
sin kl + sin(2n+ 1)kl

2 sin kl
+ cos ks

cos kl − cos(2n+ 1)kl

2 sin kl
.

Отже, маємо∣∣∣∣∣∣ lim
t→∞

t∫
0

f(s) sin ksds

∣∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣∣

2l∫
0

f(s)
sin ks

2
ds

∣∣∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣∣∣ lim
t→∞

2l∫
0

f(s) sin ks
sin(2n+ 1)kl

2 sin kl
ds

∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣
2l∫
0

f(s) cos ks
cos kl

2 sin kl
ds

∣∣∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣∣∣ lim
t→∞

2l∫
0

f(s) cos ks
cos(2n+ 1)kl

2 sin kl
ds

∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣∣ lim
t→∞

t∫
2[t/2l]l

f(s) sin ks ds

∣∣∣∣∣∣∣ .
Покладемо c := max |f(t)|, тодi∣∣∣∣∣∣∣

t∫
2[t/2l]l

f(s) sin ks ds

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ 2lc ∀t ≥ 0,

∣∣∣∣∣∣
2l∫
0

f(s)
sin ks

2
ds

∣∣∣∣∣∣ ≤ cl,
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2l∫
0

f(s) cos ks
cos kl

2 sin kl
ds

∣∣∣∣∣∣ ≤ cl

∣∣∣∣cos kl

sin kl

∣∣∣∣ .
Вiдомо [5, с. 382], що

lim
n→∞

2l∫
0

f(s) sin ks
sin(2n+ 1)kl

2 sin kl
ds = 0

i

lim
n→∞

2l∫
0

f(s) cos ks
cos(2n+ 1)kl

2 sin kl
ds = 0.

Покладемо C := cl

(
3 +

∣∣∣∣cos kl

sin kl

∣∣∣∣) , що i доводить лему.

Аналогiчно отримуємо твердження для нижньої границi та для∣∣∣∣∣∣ lim
t→∞

(
lim
t→∞

) t∫
0

f(s) cos ks ds

∣∣∣∣∣∣ .
Лему доведено.

3. Основнi результати.

Теорема 1. Нехай u(t) — розв’язок рiвняння (2), в якому q(t)dt = f(t)

∫
R2

ϕ(v)ν̃(dt, dv),

u(0) = u0, u̇(0) = u̇0, ν̃(dt, dv) = ν(dt, dv) − dtΠ(dv), ν(t, A) — пуассонiвська мiра з

Mν(t, A) = tΠ(A), Π(A) — мiра на σ-алгебрi борелевих множин R2,

∫
R2

|ϕ(v)|Π(dv) < ∞,∫
R2

ϕ2(v)Π(dv) < ∞, f(t) — неперервна 2l-перiодична функцiя.

Тодi

lim
t→∞

1

t
ME(t) =

1

4l

2l∫
0

f2(s) ds

∫
R2

ϕ2(v)Π(dv).

Доведення. Фундаментальна матриця розв’язкiв незбуреної системи [6, с. 37]

X(t) =

(
cos kt sin kt
− sin kt cos kt

)
.

Розглянемо процес
y(t) = X−1(t)x(t),

тобто процеси
y1(t) = [x1(t) cos kt− x2(t) sin kt], y1(0) = u0
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та
y2(t) = [x1(t) sin kt+ x2(t) cos kt], y2(0) = u̇0.

За формулою Iто знайдемо dy1(t):

dy1(t) = [−kx1(t) sin kt− kx2(t) cos kt] dt+ [(kx2(t) cos kt+ kx1(t) sin kt] dt+

+

∫
R

(x1(t) cos kt− (x2(t) + f(t)ϕ(v)) sin kt− (x1(t) cos kt− x2(t) sin kt)+

+ f(t)ϕ(v) sin kt)Π(dv)dt+

∫
R

(x1(t) cos kt− (x2(t) + f(t)ϕ(v) sin kt−

− (x1(t) cos kt− x2(t) sin kt))ν̃(dt, dv),

dy1(t) = −f(t)

∫
R

ϕ(v) sin ktν̃(dt, dv).

Отже, y1(t) = −
∫ t

0
f(s) sin ks

∫
R
ϕ(v)ν̃(ds, dv) + u0.

Аналогiчно знаходимо y2(t) =

∫ t

0
f(s) cos ks

∫
R
ϕ(v)ν̃(ds, dv) + u̇0.

Отже, розв’язок системи (2) при q(t)dt =

∫
R2

f(t)ϕ(v)ν̃(dt, dv) має вигляд

x1(t) =− cos kt

t∫
0

f(s) sin ks

∫
R2

ϕ(v)ν̃(ds, dv) + sin kt

t∫
0

f(s) cos ks

∫
R2

ϕ(v)ν̃(ds, dv) + u0,

(4)

x2(t) = sin kt

t∫
0

f(s) sin ks

∫
R2

ϕ(v)ν̃(ds, dv) + cos kt

t∫
0

f(s) cos ks

∫
R2

ϕ(v)ν̃(ds, dv) + u̇0.

Пiдставимо розв’язок (4) у (3):

2E(t) =

− cos kt

t∫
0

f(s) sin ks

∫
R2

ϕ(v)ν̃(ds, dv) + sin kt

t∫
0

f(s) cos ks

∫
R2

ϕ(v)ν̃(ds, dv) + u0

2

+

+

sin kt

t∫
0

f(s) sin ks

∫
R2

ϕ(v)ν̃(ds, dv) + cos kt

t∫
0

f(s) cos ks

∫
R2

ϕ(v)ν̃(ds, dv) + u̇0

2

=

= cos2 kt

 t∫
0

f(s) sin ks

∫
R2

ϕ(v)ν̃(ds, dv)

2

+ u20 + u̇20+
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+ sin2 kt

 t∫
0

f(s) cos ks

∫
R2

ϕ(v)ν̃(ds, dv)

2

−

− 2 cos kt sin kt

t∫
0

f(s) sin ks

∫
R2

ϕ(v)ν̃(ds, dv)

t∫
0

f(s) cos ks

∫
R2

ϕ(v)ν̃(ds, dv)+

+ 2(−u0 cos kt+ u̇0 sin kt)

t∫
0

f(s) sin ks

∫
R2

ϕ(v)ν̃(ds, dv)+

+ 2(u0 sin kt+ u̇0 cos kt)

t∫
0

f(s) cos ks

∫
R2

ϕ(v)ν̃(ds, dv)+

+ sin2 kt

 t∫
0

f(s) sin ks

∫
R2

ϕ(v)ν̃(ds, dv)

2

+cos2 kt

 t∫
0

f(s) cos ks

∫
R2

ϕ(v)ν̃(ds, dv)

2

+

+ 2 cos kt sin kt

t∫
0

f(s) sin ks

∫
R2

ϕ(v)ν̃(ds, dv)

t∫
0

f(s) cos ks

∫
R2

ϕ(v)ν̃(ds, dv) =

=

 t∫
0

f(s) sin ks

∫
R2

ϕ(v)ν̃(ds, dv)

2

+

 t∫
0

cos ks

∫
R2

f(s)ϕ(v)ν̃(ds, dv)+

2

+

+ u20 + u̇20 + 2(−u0 cos kt+ u̇0 sin kt)

t∫
0

f(s) sin ks

∫
R2

ϕ(v)ν̃(ds, dv)+

+ 2(u0 sin kt+ u̇0 cos kt)

t∫
0

f(s) cos ks

∫
R2

ϕ(v)ν̃(ds, dv).

Знайдемо математичне сподiвання повної енергiї E(t). Вiдповiдно до властивостей
стохастичного iнтеграла [7, c. 256]

2ME(t) =M


 t∫

0

∫
R2

f(s) sin ksϕ(v)ν̃(ds, dv)

2

+

+

 t∫
0

∫
R2

f(s) cos ksϕ(v)ν̃(ds, dv)

2
+ u20 + u̇20+ =
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=

t∫
0

∫
R2

M [f(s) sin ksϕ(v)]2 Π(dv)ds+

t∫
0

∫
R2

M [f(s) cos ksϕ(v)]2 Π(dv)ds+ u20 + u̇20 =

=

t∫
0

f2(s) sin2 ks

∫
R2

ϕ(v)2Π(dv)ds+

t∫
0

f2(s) cos2 ks

∫
R2

ϕ(v)2Π(dv)ds+

+ u20 + u̇20 =

t∫
0

f2(s)ds

∫
R2

ϕ2(v)Π(dv) + u20 + u̇20.

Оскiльки f(t) — 2l-перiодична функцiя, то 2l теж буде перiодом f2(t). Запишемо iн-

теграл
∫ t

0
f2(s) ds таким чином:

t∫
0

f2(s)ds=

2l∫
0

f2(s)ds+

4l∫
2l

f2(s)ds+ . . .+

2[t/2l]l∫
2([t/2l]−1)l

f2(s)ds+

t∫
2[t/2l]l

f2(s)ds =

=

[
t

2l

] 2l∫
0

f2(s)ds+

t−2[t/2l]l∫
0

f2(s)ds =

[
t

2l

] 2l∫
0

f2(s)ds+ J1(t),

де J1(t) =

∫ t−2[t/2l]l

0
f2(s)ds. Оскiльки f2(t) неперервна на [0, t− 2[t/2l]l] , то вона обме-

жена на [0, t− 2[t/2l]l] , тому iснує c1 > 0 таке, що |f2(t)| ≤ c1 для будь-якого t ≥ 0. Тому
маємо

|J1(t)| =

∣∣∣∣∣∣∣
t−2[t/2l]l∫

0

f2(s)ds

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ c1 (t− 2[t/2l]l) ≤ c12l ∀t ≥ 0,

lim
t→∞

1

t

t∫
0

f2(s)ds = lim
t→∞

1

t

[
t

2l

] 2l∫
0

f2(s)ds+ lim
t→∞

1

t
J1(t) =

1

2l

2l∫
0

f2(s)ds.

Отже,

lim
t→∞

1

t
2ME(t) =

1

2l

2l∫
0

f2(s)ds

∫
R2

ϕ2(u)Π(du).

Теорему доведено.

Теорема 2. Нехай u(t) — розв’язок рiвняння (2), в якому q(t)dt = f(t)

∫
R2

ϕ(v)ν(dt, dv),

u(0) = u0, u̇(0) = u̇0, ν(t, A) — пуассонiвська мiра з Mν(t, A) = tΠ(A), Π(A) — мiра на
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σ-алгебрi борелевих множин R2,

∫
R2

|ϕ(v)|Π(dv) < ∞,
∫
R2

ϕ2(v)Π(dv) < ∞, f(t) — непе-

рервна 2l-перiодична функцiя.
Тодi:

1) якщо @i ∈ N : k =
iπ

l
, то limt→∞

1

t
ME(t) =

1

4l

∫ 2l

0
f2(s)ds

∫
R2

ϕ2(v)Π(dv);

2) якщо ∃i ∈ N : k =
iπ

l
, то limt→∞

1

t2
ME(t) =

a2i + b2i
8

(∫
R2

ϕ(v)Π(dv)

)2

, де ai =

=
1

l

∫ 2l

0
f(s) sin

iπ

l
sds, bi =

1

l

∫ 2l

0
f(s) cos

iπ

l
sds.

Доведення. Як i при доведеннi теореми 1, можна показати, що розв’язок системи (2)

при q(t) =

∫
R2

f(t)ϕ(v)ν(dt, dv) має вигляд

x1(t) =− cos kt

t∫
0

f(s) sin ks

∫
R2

ϕ(v)ν(ds, dv) + sin kt

t∫
0

f(s) cos ks

∫
R2

ϕ(v)ν(ds, dv) + u0,

(5)

x2(t) = sin kt

t∫
0

f(s) sin ks

∫
R2

ϕ(v)ν(ds, dv) + cos kt

t∫
0

f(s) cos ks

∫
R2

ϕ(v)ν(ds, dv) + u̇0.

Пiдставимо розв’язок (5) у (3):

2E(t) =

− cos kt

t∫
0

f(s) sin ks

∫
R2

ϕ(v)ν(ds, dv)+

+ sin kt

t∫
0

f(s) cos ks

∫
R2

ϕ(v)ν(ds, dv) + u0

2

+

+

sin kt

t∫
0

f(s) sin ks

∫
R2

ϕ(v)ν(ds, dv)+

+ cos kt

t∫
0

f(s) cos ks

∫
R2

ϕ(v)ν(ds, dv) + u̇0

2

.

Знайдемо математичне сподiвання E(t):

2ME(t) = M


− cos kt

t∫
0

f(s) sin ks

∫
R2

ϕ(v)ν(ds, dv) +
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+ sin kt

t∫
0

f(s) cos ks

∫
R2

ϕ(v)ν(ds, dv) + u0

2

+

+

sin kt

t∫
0

f(s) sin ks

∫
R2

ϕ(v)ν(ds, dv) +

+ cos kt

t∫
0

f(s) cos ks

∫
R2

ϕ(v)ν(ds, dv) + u̇0

2
 =

= M


 t∫

0

f(s) sin ks

∫
R2

ϕ(v)ν(ds, dv)

2

+

 t∫
0

f(s) cos ks

∫
R2

ϕ(v)ν(ds, dv)

2
 =

= M


 t∫

0

f(s) sin ks

∫
R2

ϕ(v)ν(ds, dv)

2

+

 t∫
0

f(s) cos ks

∫
R2

ϕ(v)ν(ds, dv)

2
+

+M

2

t∫
0

f(s) sin ks

∫
R2

ϕ(v)ν(ds, dv)

t∫
0

f(s) sin ks

∫
R2

ϕ(v)Π(dv)ds +

+ 2

t∫
0

f(s) cos ks

∫
R2

ϕ(v)ν(ds, dv)

t∫
0

f(s) cos ks

∫
R2

ϕ(v)Π(dv)ds

+

+M


 t∫

0

f(s) sin ks

∫
R2

ϕ(v)Π(dv)ds

2

+

 t∫
0

f(s) cos ks

∫
R2

ϕ(v)Π(dv)ds

2
 =

=

t∫
0

f2(s) sin2 ks

∫
R2

ϕ2(v)Π(dv)ds+

t∫
0

f2(s) cos2 ks

∫
R2

ϕ2(v)Π(dv)ds+

+

 t∫
0

f(s) sin ks

∫
R2

ϕ(v)Π(dv)ds

2

+

 t∫
0

f(s) cos ks

∫
R2

ϕ(v)Π(dv)ds

2

=

=

∫
R2

ϕ2(v)Π(dv)

t∫
0

f2(s)ds+

∫
R2

ϕ(v)Π(dv)

2


 t∫

0

f(s) sin ks ds

2

+

+

 t∫
0

f(s) cos ksds

2

 =

∫
R2

ϕ2(v)Π(dv)I1(t) +

∫
R2

ϕ(v)Π(dv)

2 [
I22 (t) + I23 (t)

]
.
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Випадок 1: @i ∈ N : k =
iπ

l
.

Згiдно з лемою 2 iснує ∃C > 0 таке, що

lim
t→∞

(
lim
t→∞

)(
I22 (t) + I23 (t)

)
= lim

t→∞

(
lim
t→∞

)
 t∫

0

f(s) sin ksds

2

+

 t∫
0

f(s) cos ksds

2
 ≤

≤ lim
t→∞

(
lim
t→∞

) t∫
0

(f(s) sin ks)2ds+ lim
t→∞

(
lim
t→∞

) t∫
0

(f(s) cos ks)2ds ≤ C.

Тому limt→∞
1

t
(I22 (t) + I23 (t)) = 0.

За теоремою 1

lim
t→∞

1

t

∫
R2

ϕ2(v)Π(dv)

t∫
0

f2(s)ds =

∫
R2

ϕ2(v)Π(dv)
1

2l

2l∫
0

f2(s)ds.

Отже, limt→∞
1

t
2ME(t) =

∫
R2

ϕ2(v)Π(dv)
1

2l

∫ 2l

0
f2(s)ds.

Випадок 2: ∃i ∈ N : k =
iπ

l
.

Оскiльки f(t) — 2l-перiодична функцiя, то 2l теж буде перiодом f(t) sin
iπ

l
t. Запише-

мо iнтеграл
∫ t

0
sin

iπ

l
sf(s)ds у виглядi

I2(t) =

t∫
0

f(s) sin
iπ

l
sds =

2l∫
0

f(s) sin
iπ

l
sds+

2l∫
2l

f(s) sin
iπ

l
sds+ . . .

. . .+

2[t/2l]l∫
2([t/2l]−1)l

f(s) sin
iπ

l
sds+

t∫
2[t/2l]l

f(s) sin
iπ

l
sds =

=

[
t

2l

] 2l∫
0

f(s) sin
iπ

l
sds+

t−2[t/2l]l∫
0

f(s) sin
iπ

l
sds =

[
t

2l

]
ail + J2(t),

де J2(t) =

∫ t−2[t/2l]l

0
f(s) sin

iπ

l
sds i, як при доведеннi теореми 1, ∃c2 ≥ 0 : |J2(t)| ≤ c22l

∀t ≥ 0.
Аналогiчно

I3(t) =

t∫
0

f(s) cos
iπ

l
s ds =

[
t

2l

]
bil + J3(t),
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де

J3(t) =

t−2[t/2l]l∫
0

f(s) cos
iπ

l
s ds

i ∃c3 ≥ 0 : |J3(t)| ≤ c32l ∀t ≥ 0.
Тодi

I22 (t) + I23 (t) =

[
t

2l

]2
l2
(
a2i + b2i

)
+ 2

[
t

2l

]
l (aiJ2(t) + biJ3(t)) + J2

2 (t) + J2
3 (t),

lim
t→∞

1

t2
(
I22 (t) + I23 (t)

)
= lim

t→∞

1

t2

[
t

2l

]2
l2
(
a2i + b2i

)
+ lim
t→∞

1

t2
2

[
t

2l

]
l (aiJ2 (t) + biJ3(t)) +

+ lim
t→∞

1

t2
J2
2 (t) + lim

t→∞

1

t2
J2
3 (t) = lim

t→∞

1

4

(
a2i + b2i

)
.

Iнтеграл I1(t) обраховано у теоремi 1 i I1(t) =

[
t

2l

] ∫ 2l

0
f2(s)ds+ J1(t), тому

lim
t→∞

1

t2
I1(t) = 0.

Отже,

lim
t→∞

1

t2
2ME(t) =

∫
R2

ϕ(v)Π(dv)

2

a2i + b2i
4

.
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