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Sufficient conditions are obtained for Frechet differentiability of the invariant torus for a nonlinear system
of difference equations in the space of bounded number sequences. The system under consideration con-
tains a countable of angular and normal variables, and also independent deviations of the discrete argument.

Наведено достатнi умови диференцiйовностi за Фреше iнварiантного тора нелiнiйної системи
рiзницевих рiвнянь у просторi обмежених числових послiдовностей, яка мiстить злiченну кiль-
кiсть кутових i нормальних змiнних, а також незалежнi вiдхилення дискретного аргументу.

Вiдомо, що в теорiї динамiчних систем важливе мiсце вiдводиться дослiдженням їх iнварi-
антних множин i, зокрема, iнварiантних торiв. Останнiм часом опублiковано ряд статей
(див., наприклад, [1 – 8]), присвячених вивченню iнварiантних торiв рiзницевих рiвнянь у
просторах обмежених числових послiдовностей (злiченних систем рiзницевих рiвнянь).
У статтi [7] доведено теореми iснування iнварiантних торiв нелiнiйних систем рiзнице-
вих рiвнянь, що визначенi на нескiнченновимiрному торi i мiстять незалежнi вiдхилення
дискретного аргументу. У данiй роботi ми наводимо достатнi умови диференцiйовностi
за Фреше цих iнварiантних торiв. Аналогiчнi умови для випадку лiнiйних i квазiлiнiйних
злiченних систем рiзницевих рiвнянь одержано авторами у [8]. Зауважимо, що одержа-
нi результати є новими навiть для рiзницевих систем у скiнченновимiрних просторах, якi
визначенi на m-вимiрному торi i не мiстять аргументу, що вiдхиляється.

Розглянемо систему рiвнянь

ϕn+1 = ϕn + a(ϕn, µ),
(1)

xn+1 = P (ϕn+p, µ, xn+k)xn + c(ϕn+g+1, µ),

в якiй ϕ = (ϕ1, ϕ2, ϕ3, . . . ) ∈ M, x = (x1, x2, x3, . . . ) ∈ M, де M — простiр обмежених
числових послiдовностей з нормою ‖x‖ = supi{|xi|}; функцiї a(ϕ, µ) = {a1(ϕ, µ), a2(ϕ, µ),
a3(ϕ, µ), . . . }, c(ϕ, µ) = {c1(ϕ, µ), c2(ϕ, µ), c3(ϕ, µ), . . . } i нескiнченна матриця P (ϕ, µ, x) =
= [pij(ϕ, µ, x)]∞i,j=1 дiйснi та перiодичнi по ϕi, i = 1, 2, 3, . . . , з перiодом 2π; n ∈ Z, Z
— множина цiлих чисел; p, g i k — цiлочисловi параметри, якi зумовлюють вiдхилення
дискретного аргументу; µ ∈ S ⊂ M — параметр, S — вiдкрита куля в M.

Iнтерпретуючи ϕi як кутовi координати, будемо вважати, що система рiвнянь (1) ви-
значена на нескiнченновимiрному торi T∞.
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Надалi вважатимемо, що для будь-якого µ ∈ S, ϕ ∈ T∞, x ∈ D = {x ∈ M|‖x‖ ≤
≤ d = const > 0}, ‖a(ϕ, µ)‖ ≤ A0, ‖c(ϕ, µ)‖ ≤ C0, ‖P (ϕ, µ, x)‖ = supi

∑∞
j=1 |pij(ϕ, µ, x)| ≤

≤ P 0, причому A0, P 0, C0 — додатнi сталi, що не залежать вiд µ ∈ S, ϕ ∈ T∞, x ∈ D0.
Вважатимемо також, що при кожному µ ∈ S вiдображення Φ(ϕ, µ) = ϕ+ a(ϕ, µ) : M →
→ M є оборотним.

Через ϕn(ϕ, µ) позначимо розв’язок першого рiвняння (1) такий, що ϕ0(ϕ, µ) = ϕ ∈
∈ T∞ ∀µ ∈ S.

Iнварiантним тором T (p, g, k, µ) системи рiвнянь (1) називають множину точок x ∈ M:

x = u(p, g, k, µ, ϕ) = (u1(p, g, k, µ, ϕ), u2(p, g, k, µ, ϕ), . . . ), ϕ ∈ T∞,

якщо функцiя u(p, g, k, µ, ϕ) визначена при будь-яких {p, g, k} ⊂ Z, µ ∈ S, ϕ ∈ M, 2π-
перiодична вiдносно ϕi, i = 1, 2, 3, . . . , обмежена за нормою ‖ · ‖ i при будь-яких ϕ ∈ T∞
задовольняє рiвнiсть

u(p, g, k, µ,ϕn+1(ϕ, µ)) = P (ϕn+p(ϕ, µ), µ, u(p, g, k, µ, ϕn+k(ϕ, µ)))×

× u(p, g, k, µ, ϕn(ϕ, µ)) + c(ϕn+g+1(ϕ, µ), µ), n ∈ Z.

Iнварiантний тор T (p, g, k, µ) назвемо диференцiйовним у сенсi Фреше вiдносно (ϕ, µ),
якщо таку властивiсть має породжуюча його функцiя u(p, g, k, µ, ϕ).

Позначимо декартовий добуток M × S через Λ, а множину вiдображень, неперервно
диференцiйовних на Λ за Фреше, через C1

Λ(ϕ, µ). Зрозумiло, що множина Λ є вiдкритою
в множинi M ×M, причому пiд нормою елемента h = (ϕ, µ) ∈ Λ розумiтимемо вираз
h = max{‖ϕ‖, ‖µ‖}, де ‖ϕ‖ i ‖µ‖— норми в просторi M.

Доведемо спочатку два важливих допомiжних твердження.

Лема 1. Нехай на множинiD0 = Λ×Dρ , деDρ = {x ∈ M|‖x‖ < d+ρ}, ρ— як завгодно
мала додатна стала, матриця P (ϕ, µ, x) оборотна, ‖P−1(ϕ, µ, x)‖ ≤ P1 = const > 0 i
справджуються умови:

1){a(ϕ, µ), c(ϕ, µ),Φ−1(ϕ, µ)} ⊂ C1
Λ(ϕ, µ) i P−1(ϕ, µ, x) ∈ C1

D0
(ϕ, µ, x), причому∥∥∥∥da(ϕ, µ)

d(ϕ, µ)

∥∥∥∥ ≤ A∗,

∥∥∥∥dΦ−1(ϕ, µ)
d(ϕ, µ)

∥∥∥∥ ≤ Φ∗,
∥∥∥∥dP−1(ϕ, µ, x)

d(ϕ, µ, x)

∥∥∥∥ ≤ P∗,

∥∥∥∥dc(ϕ, µ)
d(ϕ, µ)

∥∥∥∥ ≤ C∗,

де A∗,Φ∗, P∗, C∗ — додатнi сталi;
2) виконуються нерiвностi

P1 <
1

1 +A∗
, η = C0P∗

∞∑
l=1

P l−1
1 l < 1,

C0P1

1− P1
≤ d.

Тодi при всiх {p, g, k} ⊂ Z, s ∈ Z+ = {1, 2, 3, . . . } функцiї

u(0) =0 ∈ M, u(s) = u(s)(p, g, k, µ, ϕ) =

= −
∞∑
l=1

l−1∏
i=0

P−1(ϕp+i(ϕ, µ), µ, u(s−1)(p, g, k, µ, ϕi+k(ϕ, µ)))c(ϕl+g(ϕ, µ), µ),
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побудованi в теоремi 1 з [7], належать C1
Λ(ϕ, µ), причому∥∥∥∥∥ du(s)

d(ϕ, µ)

∥∥∥∥∥ < κs(p, g, k) ∀(ϕ, µ) ∈ Λ. (2)

Доведення проведемо методом повної математичної iндукцiї. При s = 1 функцiя u(1)

породжує iнварiантний тор лiнiйної системи i не залежить вiд k ∈ Z. Поклавши Φ∗ > 1,
легко одержати оцiнку

∥∥∥∥dϕn(ϕ, µ)
d(ϕ, µ)

∥∥∥∥ ≤


(1 +A∗)n при n ≥ 0;

Φ−n∗ при n < 0.

Використовуючи її, переконуємось у тому, що справджуються такi нерiвностi:

∥∥∥∥dc(ϕl+g(ϕ, µ), µ)
d(ϕ, µ)

∥∥∥∥ ≤

C∗(1 +A∗)l+g при l + g ≥ 0;

C∗Φ
−(l+g)
∗ при l + g < 0,

∥∥∥∥dΩ0
l (p, ϕ, µ)
d(ϕ, µ)

∥∥∥∥ <


ξ1(p)P l−1
1 (1 +A∗)l при p ≥ 0;

ξ2(p)P l−1
1 при p < 0, 0 < l < 1− p;

P l−1
1 (ξ2(p) + ξ1(p)(1 +A∗)l) при p < 0, l ≥ 1− p,

де ξ1(p) =
P∗
A∗

(1 +A∗)p i ξ2(p) =
P∗Φ

−p+1
∗

Φ∗ − 1
не залежать вiд l, ϕ, µ,

Ω0
l (p, ϕ, µ) =

l+p−1∏
i=p

P−1(ϕi(ϕ, µ), µ, 0).

Bвiвши позначення

η(p) = 2(ξ1(p) + ξ2(p)),

C0η(p)(1 +A∗)
1− P1(1 +A∗)

= W0,
P1C∗(1 +A∗)g+1

1− P1(1 +A∗)
= W1, g ≥ −1,

C∗

−g−1∑
l=1

Φ−(l+g)
∗ P l1 +

C∗P
−g
1

1− P1(1 +A∗)
= W2, g < −1,
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κ1(p, g) =


W0 +W1, якщо g ≥ −1;

W0 +W2, якщо g < −1,

одержуємо оцiнку ∥∥∥∥∥ du(1)

d(ϕ, µ)

∥∥∥∥∥ < κ1(p, g) ∀{p, g} ⊂ Z, (ϕ, µ) ∈ Λ.

Припустимо тепер, що сформульоване твердження правильне при всiх s = 2, q, i по-
кажемо його правильнiсть при s = q + 1.

Введемо формальнi позначення:

κs(p, g, k) = κs, Ω0
l (p, g, k, µ, ϕ)s = Ω0

l,s,

∥∥∥∥∥ dΩ0
l,s

d(ϕ, µ)

∥∥∥∥∥ = Ωs,

u(s)(p, g, k, µ, ϕk+i(ϕ, µ)) = u(s)(k + i),

dΩ0
l,sc(ϕl+g(ϕ, µ), µ)

d(ϕ, µ)
= u

(s)
l ,

∥∥∥∥∥dP−1ϕp+i(ϕ, µ), µ, u(s)(k + i)
d(ϕ, µ)

∥∥∥∥∥ = ∆P−1
s (i),

де Ωn
l (p, g, k, µ, ϕ)s — матрицант однорiдного рiвняння

xn+1 = P (ϕn+p(ϕ, µ), µ, u(s−1)(p, g, k, µ, ϕn+k(ϕ, µ)))xn,

який при l > n визначається рiвнiстю

Ωn
l (p, g, k, µ, ϕ)s =

l−1∏
i=n

P−1(ϕp+i(ϕ, µ), µ, u(s−1)(p, g, k, µ, ϕi+k(ϕ, µ))).

У цьому випадку

u(q+1) = −
∞∑
l=1

l−1∏
i=0

P−1(ϕp+i(ϕ, µ), µ, u(q)(i+ k))c(ϕl+g(ϕ, µ), µ).

Неважко переконатися, що справджуються нерiвностi

∆P−1
q (i) ≤ P∗max

{∥∥∥∥dϕp+i(ϕ, µ)
d(ϕ, µ)

∥∥∥∥ , 1,
∥∥∥∥∥du(q)(k + i)

d(ϕ, µ)

∥∥∥∥∥
}
<

< P∗max
{∥∥∥∥dϕp+i(ϕ, µ)

d(ϕ, µ)

∥∥∥∥ , κq ∥∥∥∥dϕk+i(ϕ, µ)
d(ϕ, µ)

∥∥∥∥} ≤
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≤



P∗max{(1 +A∗)p+i, κq(1 +A∗)k+i}, якщо p+ i ≥ 0, k + i ≥ 0;

P∗max{Φ−(p+i)
∗ , κqΦ

−(k+i)
∗ }, якщо p+ i < 0, k + i < 0;

P∗max{(1 +A∗)p+i, κqΦ
−(k+i)
∗ }, якщо p+ i ≥ 0, k + i < 0;

P∗max{Φ−(p+i)
∗ , κq(1 +A∗)k+i}, якщо p+ i < 0, k + i ≥ 0.

(3)

Нагадаємо, що Φ∗ > 1. Не втрачаючи загальностi, будемо вважати, що κq ≥ 1 при
всiх {p, g, k} ⊂ Z.

Кiлькiсть випадкiв, що можуть виникнути, зведемо до чотирьох.

10) p ≥ 0, k ≥ 0.

Оскiльки i ≥ 0, то p+ i ≥ 0, k + i ≥ 0. З (3) випливає

∆P−1
q (i) < P∗κq(1 +A∗)m+i, m = max{p, k}.

Остання нерiвнiсть забезпечує правильнiсть оцiнки

Ωq+1 < P l−1
1 P∗κq

l−1∑
i=0

(1 +A∗)m+i =

= P l−1
1 P∗κq

m+l−1∑
i=m

(1 +A∗)i < κqξ1(m)P l−1
1 (1 +A∗)l,

де ξ1(m) =
P∗
A∗

(1 +A∗)m.

Тодi ряд
∑∞

l=1 ‖u
(q+1)
l ‖ збiгається рiвномiрно вiдносно (ϕ, µ) ∈ Λ, причому його сума

не перевищує κ1
q+1(p, g, k), де

κ1
q+1 =


C0κqξ1(m)(1 +A∗)

1− P1(1 +A∗)
+W1, якщо g ≥ −1;

C0κqξ1(m)(1 +A∗)
1− P1(1 +A∗)

+W2, якщо g < −1.

Отже, u(q+1) ∈ C1
Λ(ϕ, µ), причому

∥∥∥∥∥du(q+1)

d(ϕ, µ)

∥∥∥∥∥ < κ1
q+1 ∀g ∈ Z.
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20) p ≥ 0, k < 0.

У цьому випадку при l < 1−k, i = 0, l − 1 справджуються нерiвностi p+i ≥ 0, k+i < 0.
Тодi з (3) випливають оцiнки

∆P−1
q (i) < P∗max{(1 +A∗)p+i, κqΦ

−(k+i)
∗ },

(4)

Ωq+1 ≤ P l−1
1

l−1∑
i=0

∆P−1
q (i) < P l−1

1 P∗

l−1∑
i=0

{(1 +A∗)p+i + κqΦ−k∗ } <

< ξ1(p)P l−1
1 (1 +A∗)l + P∗κqΦ−k∗ P l−1

1 l.

Якщо ж l ≥ 1− k, то для будь-якого i = 0, l − 1 p+ i ≥ 0, для i = 0,−k − 1 k+ i < 0, для
i = −k, l − 1 k + i ≥ 0. Знову використавши (3), записуємо нерiвностi

Ωq+1 < P l−1
1

−k−1∑
i=0

P∗max{(1 +A∗)p+i, κqΦ
−(k+i)
∗ }+

+ P l−1
1

l−1∑
i=−k

P∗max{(1 +A∗)p+i, κq(1 +A∗)k+i} <

< P l−1
1 P∗

{
Z1 +

l−1∑
i=−k

κq(1 +A∗)p+i
}
<

< P l−1
1 P∗

{
Z1 +

κq(1 +A∗)p+l

A∗

}
, (5)

де

Z1 =
−k−1∑
i=0

{(1 +A∗)p+i + κqΦ−k∗ }

— скiнченна сумма, що не залежить вiд ϕ, µ, l.

З (4), (5) випливають нерiвностi
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∞∑
l=1

∥∥∥u(q+1)
l

∥∥∥ =
−k∑
l=1

∥∥∥u(q+1)
l

∥∥∥+
∞∑

l=−k+1

∥∥∥u(q+1)
l

∥∥∥ <

<
−k∑
l=1

{
C0[ξ1(p)P l−1

1 (1 +A∗)l + P∗κqΦ−k∗ P l−1
1 l] + P l1C∗

∥∥∥∥dϕl+g(ϕ, µ)
d(ϕ, µ)

∥∥∥∥}+

+
∞∑

l=−k+1

{
P l−1

1 C0P∗

[
Z1 +

κq
A∗

(1 +A∗)p+l
]

+ P l1C∗

∥∥∥∥dϕl+g(ϕ, µ)
d(ϕ, µ)

∥∥∥∥} =

=
−k∑
l=1

C0[ξ1(p)P l−1
1 (1 +A∗)l + P∗κqΦ−k∗ P l−1

1 l] +

+
∞∑

l=−k+1

P l−1
1 C0P∗

[
Z1 +

κq(1 +A∗)p+l

A∗

]
+

+
∞∑
l=1

P l1C∗

∥∥∥∥dϕl+g(ϕ, µ)
d(ϕ, µ)

∥∥∥∥ < κ2
q+1(p, g, k),

де

κ2
q+1 = Z2 +

C0P∗Z1

1− P1
+
C0P∗κq(1 +A∗)p+1

A∗(1− P1(1 +A∗))
+


W1, якщо g ≥ −1;

W2, якщо g < −1,

Z2 =
−k∑
l=1

C0{ξ1(p)P l−1
1 (1 +A∗)l + P∗κqΦ−k∗ P l−1

1 l}

— скiнченна сума, що не залежить вiд ϕ, µ.

30) p < 0, k ≥ 0.
Цей випадок аналогiчний до попереднього. При l < 1 − p, i = 0, l − 1 справджуються

нерiвностi k + i ≥ 0, p+ i < 0. Тодi

∆P−1
q (i) < P∗{Φ−p∗ + κq(1 +A∗)k+i},

(6)
Ωq+1 < P∗Φ−p∗ P l−1

1 l + ξ1(k)κqP l−1
1 (1 +A∗)l.

Якщо ж l ≥ 1 − p, то при всiх i = 0, l − 1 k + i ≥ 0, при i = 0,−p− 1 p + i < 0, при
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i = −p, l − 1 p+ i ≥ 0. У цьому випадку одержуємо оцiнку

Ωq+1 < P l−1
1 P∗

{
Z3 +

κq
A∗

(1 +A∗)k+l
}
, (7)

де

Z3 =
−p−1∑
i=0

{
Φ−p∗ + κq(1 +A∗)k+i

}
— скiнченна сума, що не залежить вiд ϕ, µ, l.

З (6), (7) випливає нерiвнiсть

∞∑
l=1

‖uq+1
l ‖ < κ3

q+1(p, g, k),

де

κ3
q+1 = Z4 +

C0P∗Z3

1− P1
+
C0P∗κq(1 +A∗)k+1

A∗(1− P1(1 +A∗))
+

W1, якщо g ≥ −1;

W2, якщо g < −1,

Z4 =
−p∑
l=1

C0{P l−1
1 P∗Φ−p∗ l + ξ1(k)κqP l−1

1 (1 +A∗)l}

— скiнченна сума, що не залежить вiд ϕ, µ.

40) p < 0, k < 0.

Може трапитись, що при цьому: а) p < k, б) p > k, в) p = k. Цi три пiдвипадки
однотипнi, тому розглянемо докладно лише перший з них.

При l < 1 − k та i = 0, l − 1 k + i < 0, p + i < 0. Тодi з (3) випливає ∆P−1
q (i) <

< P∗κqΦn
∗ , де n = max{|p|, |k|} = −p. В свою чергу,

Ωq+1 < P l−1
1 P∗κqΦn

∗

l−1∑
i=0

1 = P l−1
1 P∗κqΦn

∗ l. (8)

Якщо 1− k ≤ l < 1− p, то при всiх i = 0, l − 1 p+ i < 0, при i = 0,−k − 1 k + i < 0,
при i = −k, l − 1 k + i ≥ 0. Тодi

Ωq+1 < P l−1
1 P∗

−k−1∑
i=0

max{Φ−(p+i)
∗ , κqΦ

−(k+i)
∗ }+

+ P l−1
1 P∗

l−1∑
i=−k

max{Φ−(p+i)
∗ , κq(1 +A∗)k+i} <

< P∗κqΦn
∗ (−k)P l−1

1 + P l−1
1 P∗Φ−p∗ (l + k) +

P∗
A∗
κq(1 +A∗)k+lP l−1

1 . (9)
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Нарештi, нехай l ≥ 1− p. Тодi одержуємо

k + i < 0, p+ i < 0 при i = 0,−k − 1,

k + i ≥ 0, p+ i < 0 при i = −k,−p− 1,

k + i > 0, p+ i ≥ 0 при i = −p, l − 1.

З (3) та останнiх спiввiдношень випливають нерiвностi

Ωq+1 < P l−1
1 P∗

{−k−1∑
i=0

max{Φ−(p+i)
∗ , κqΦ

−(k+i)
∗ }+

+
−p−1∑
i=−k

max{Φ−(p+i)
∗ , κq(1 +A∗)k+i}+

+
l−1∑
i=−p

max{(1 +A∗)p+i, κq(1 +A∗)k+i}

}
<

< P l−1
1 P∗

{−k−1∑
i=0

κqΦn
∗ +

−p−1∑
i=−k

(Φ−p∗ + κq(1 +A∗)k+i) +

+
l−1∑
i=−p

κq(1 +A∗)k+i

}
< P l−1

1 P∗

{
Z5 + Z6 +

κq(1 +A∗)k+l

A∗

}
, (10)

де

Z5 =
−k−1∑
i=0

κqΦn
∗ , Z6 =

−p−1∑
i=−k

(Φ−p∗ + κq(1 +A∗)k+i)

— скiнченнi суми, що не залежать вiд ϕ, µ, l.
З (8) – (10) випливає нерiвнiсть вигляду (2)

∞∑
l=1

‖u(q+1)
l ‖ < κ4

q+1(p, g, k),

в якiй

κ4
q+1 = Z7 + Z8 + C0P∗(Z5 + Z6)

P−p1

1− P1
+
C0P∗P

−p
1 κq(1 +A∗)k−p+1

A∗(1− P1(1 +A∗))
+

+

W1, якщо g ≥ −1;

W2, якщо g < −1,
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де

Z7 =
−k∑
l=1

C0P∗κqΦn
∗P

l−1
1 l,

Z8 =
−p∑

l=−k+1

C0

{
P∗κqΦn

∗ (−k)P l−1
1 + P l−1

1 P∗Φ−p∗ (l + k) +

+ P l−1
1 P∗κq

(1 +A∗)k+l

A∗

}

— скiнченнi суми, що не залежать вiд ϕ, µ. Лему доведено.

Лема 2. Нехай виконуються умови леми 1 i для (ϕ, µ) ∈ Λ, {x, x̄} ⊂ Dρ∥∥∥∥dP−1(ϕ, µ, x)
d(ϕ, µ, x)

− dP−1(ϕ, µ, x̄)
d(ϕ, µ, x̄)

∥∥∥∥ ≤ L‖x− x̄‖,

де L = const > 0. Тодi при всiх s ∈ Z+ справджуються нерiвностi

I1 =
∞∑
l=1

‖Ω0
l,s+1 − Ω0

l,s‖
∥∥∥∥dc(ϕl+g(ϕ, µ), µ)

d(ϕ, µ)

∥∥∥∥ ≤ Bηs−1, (11)

‖∆Ωs‖ =

∥∥∥∥∥dΩ0
l,s+1

d(ϕ, µ)
−

dΩ0
l,s

d(ϕ, µ)

∥∥∥∥∥ < I2 + I3 + I4, (12)

де

I2 = P l−1
1 Lηs−1 C

0P1

1− P1

l−1∑
i=0

max
{∥∥∥∥dϕi+p(ϕ, µ)

d(ϕ, µ)

∥∥∥∥ , κs ∥∥∥∥dϕi+k(ϕ, µ)
d(ϕ, µ)

∥∥∥∥} ,

I3 = P l−1
1 P∗

l−1∑
i=0

∥∥∥∥dϕi+k(ϕ, µ)
d(ϕ, µ)

∥∥∥∥
∥∥∥∥∥∥ du(s)

d(ϕ, µ)

∣∣∣∣∣
ϕ=ϕk+i

−du
(s−1)

d(ϕ, µ)

∣∣∣∣∣
ϕ=ϕk+i

∥∥∥∥∥∥ ,

I4 = P∗η
s−1 C

0P1

1− P1
P l−2

1

{
l−1∑
i=1

i∆P−1
s (i) +

l−2∑
i=0

(l − 1− i)∆P−1
s−1(i)

}
,

причому ряд у (11) збiгається рiвномiрно вiдносно (ϕ, µ) ∈ Λ, додатна стала B не зале-
жить вiд (ϕ, µ) ∈ Λ, а пiд символами

∑0
i=1 та

∑−1
i=0 розумiються нулi.
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Доведення. Позначимо P−1(ϕp+i(ϕ, µ), µ, u(s)(k + i)) через P−1
s,i . Опуклiсть множини

D0 дає можливiсть записати нерiвностi

‖P−1
s,i − P

−1
s−1,i‖ ≤ P∗‖u

(s)(k + i)− u(s−1)(k + i)‖ ≤

≤ P∗ sup
(p,g,k,µ,ϕ)

‖u(s) − u(s−1)‖ ≤ P∗η
(s−1) C

0P1

1− P1
, s ∈ Z+, i = 0, l − 1, (13)

якi забезпечують правильнiсть спiввiдношень

‖Ω0
l,s+1 − Ω0

l,s‖ =

∥∥∥∥∥
l−1∏
i=0

P−1
s,i −

l−1∏
i=0

P−1
s−1,i

∥∥∥∥∥ =

=
∥∥∥(P−1

s,0 − P
−1
s−1,0)P−1

s,1 . . . P
−1
s,l−1 + P−1

s−1,0(P−1
s,1 − P

−1
s−1,1)P−1

s,2 P
−1
s,3 . . . P

−1
s,l−1 +

+ P−1
s−1,0P

−1
s−1,1(P−1

s,2 − P
−1
s−1,2)P−1

s,3 . . . P
−1
s,l−1 + . . .

. . .+ P−1
s−1,0 . . . P

−1
s−1,l−2(P−1

s,l−1 − P
−1
s−1,l−1)

∥∥∥ ≤
≤ P l−1

1

l−1∑
i=0

‖P−1
s,i − P

−1
s−1,i‖ ≤ P∗P

l−1
1

l−1∑
i=0

sup
(p,g,k,µ,ϕ)

‖u(s) − u(s−1)‖ ≤

≤ P∗P l−1
1 l

C0P1

1− P1
ηs−1, s ∈ Z+.

Тодi

I1 ≤ P∗

∞∑
l=1

P l−1
1 l

C0P1

1− P1
ηs−1‖

dc(ϕl+g(ϕ, µ))
d(ϕ, µ)

‖ ≤ Bηs−1,

де

B =
P∗C

0C∗(1 +A∗)g

1− P1

∞∑
l=1

(P1(1 +A∗))ll

при g ≥ −1 i

B =
P∗C∗C

0P1

1− P1


−g−1∑
l=1

P l−1
1 lΦ−(l+g) +

∞∑
l=−g

P l−1
1 l(1 +A∗)l+g


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при g < −1. В обох випадках B — додатна стала, що не залежить вiд (ϕ, µ) ∈ Λ, оскiльки
P1(1 +A∗) < 1 i ряд

∑∞
l=1(P1(1 +A∗))ll збiгається. Оцiнку (11) доведено.

Оцiнимо тепер за нормою рiзницю ∆Ωs. Справджується нерiвнiсть

‖∆Ωs‖ ≤

∥∥∥∥∥ dP
−1
s,0

d(ϕ, µ)
−
dP−1

s−1,0

d(ϕ, µ)

∥∥∥∥∥ ‖P−1
s,1 ‖ . . . ‖P

−1
s,l−1‖+

+ ‖P−1
s,0 − P

−1
s−1,0‖

∥∥∥∥∥ dP
−1
s,1

d(ϕ, µ)

∥∥∥∥∥ ‖P−1
s,2 ‖ . . . ‖P

−1
s,l−1‖+ . . .

. . .+ ‖P−1
s,0 − P

−1
s−1,0‖‖P

−1
s,1 ‖ . . . ‖P

−1
s,l−2‖

∥∥∥∥∥dP
−1
s,l−1

d(ϕ, µ)

∥∥∥∥∥+

+

∥∥∥∥∥dP
−1
s−1,0

d(ϕ, µ)

∥∥∥∥∥ ‖P−1
s,1 − P

−1
s−1,1‖‖P

−1
s,2 ‖ . . . ‖P

−1
s,l−1‖+

+ ‖P−1
s−1,0‖

∥∥∥∥∥ dP
−1
s,1

d(ϕ, µ)
−
dP−1

s−1,1

d(ϕ, µ)

∥∥∥∥∥ ‖P−1
s,2 ‖ . . . ‖P

−1
s,l−1‖+ . . .

. . .+ ‖P−1
s−1,0‖‖P

−1
s,1 − P

−1
s−1,1‖‖P

−1
s,2 ‖ . . . ‖P

−1
s,l−2‖

∥∥∥∥∥dP
−1
s,l−1

d(ϕ, µ)

∥∥∥∥∥+

+

∥∥∥∥∥dP
−1
s−1,0

d(ϕ, µ)

∥∥∥∥∥ ‖P−1
s−1,1‖ . . . ‖P

−1
s−1,l−2‖‖P

−1
s,l−1 − P

−1
s−1,l−1‖+

+ ‖P−1
s−1,0‖

∥∥∥∥∥dP
−1
s−1,1

d(ϕ, µ)

∥∥∥∥∥ ‖P−1
s−1,2‖ . . . ‖P

−1
s,l−1 − P

−1
s−1,l−1‖+ . . .

. . .+ ‖P−1
s−1,0‖ . . . ‖P

−1
s−1,l−2‖

∥∥∥∥∥dP
−1
s,l−1

d(ϕ, µ)
−
dP−1

s−1,l−1

d(ϕ, µ)

∥∥∥∥∥ . (14)

Очевидно, права частина останньої нерiвностi мiстить l2 доданкiв.

Розглянемо вiдображення h : Λ → D0, що складається з трьох компонент: ξ1 : Λ →
→ M, ξ2 : Λ → S, ξ3 : Λ → Dρ, якi дiють згiдно з законами ξ1(ϕ, µ) = ϕi+p(ϕ, µ),
ξ2(ϕ, µ) = µ, ξ3(ϕ, µ) = u(s)(k + i).

Нехай вiдображення h1 дiє аналогiчно до h, лише ξ3(ϕ, µ) = u(s−1)(k + i).
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Оскiльки компоненти ξi, i = 1, 3, неперервно диференцiйовнi на Λ, то

dP−1
s,i

d(ϕ, µ)
=

dP−1(ϕ, µ, x)
d(ϕ, µ, x)

∣∣∣∣
h(ϕ,µ)

· dh(ϕ, µ)
d(ϕ, µ)

,

dP−1
s−1,i

d(ϕ, µ)
=

dP−1(ϕ, µ, x)
d(ϕ, µ, x)

∣∣∣∣
h1(ϕ,µ)

· dh1(ϕ, µ)
d(ϕ, µ)

,

де знак · означає суперпозицiю вiдображень. Тодi справджуються нерiвностi

∥∥∥∥∥ dP
−1
s,i

d(ϕ, µ)
−
dP−1

s−1,i

d(ϕ, µ)

∥∥∥∥∥ ≤

≤

∥∥∥∥∥∥dP
−1(ϕ, µ, x)
d(ϕ, µ, x)

∣∣∣∣∣
h(ϕ,µ)

− dP−1(ϕ, µ, x)
d(ϕ, µ, x)

∣∣∣∣∣
h1(ϕ,µ)

∥∥∥∥∥∥×

×
∥∥∥∥dh(ϕ, µ)
d(ϕ, µ)

∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥∥dP
−1(ϕ, µ, x)
d(ϕ, µ, x)

∣∣∣∣∣
h1(ϕ,µ)

∥∥∥∥∥∥
∥∥∥∥dh(ϕ, µ)
d(ϕ, µ)

− dh1(ϕ, µ)
d(ϕ, µ)

∥∥∥∥ ≤

≤ L‖u(s)(k + i)− u(s−1)(k + i)‖
∥∥∥∥dh(ϕ, µ)
d(ϕ, µ)

∥∥∥∥+

+ P∗

∥∥∥∥∥du(s)(k + i)
d(ϕ, µ)

− du(s−1)(k + i)
d(ϕ, µ)

∥∥∥∥∥ <
< Lηs−1 C

0P1

1− P1
max

{∥∥∥∥dϕi+p(ϕ, µ)
d(ϕ, µ)

∥∥∥∥ , κs ∥∥∥∥dϕi+k(ϕ, µ)
d(ϕ, µ)

∥∥∥∥}+

+ P∗

∥∥∥∥dϕi+k(ϕ, µ)
d(ϕ, µ)

∥∥∥∥
∥∥∥∥∥∥ du(s)

d(ϕ, µ)

∣∣∣∣∣
ϕ=ϕk+i

− du(s−1)

d(ϕ, µ)

∣∣∣∣∣
ϕ=ϕk+i

∥∥∥∥∥∥ . (15)

Враховуючи, що

∥∥∥∥∥ dP
−1
s,i

d(ϕ, µ)

∥∥∥∥∥ = ∆P−1
s (i), i = 0, l − 1,
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з (13) – (15) одержуємо оцiнку

‖∆Ωs‖ ≤ P l−1
1

l−1∑
i=0

∥∥∥∥∥ dP
−1
s,i

d(ϕ, µ)
−
dP−1

s−1,i

d(ϕ, µ)

∥∥∥∥∥+

+ P∗η
s−1 C

0P1

1− P1
P l−2

1

{
l−1∑
i=1

i

∥∥∥∥∥ dP
−1
s,i

d(ϕ, µ)

∥∥∥∥∥+
l−2∑
i=0

(l − 1− i)

∥∥∥∥∥dP
−1
s−1,i

d(ϕ, µ)

∥∥∥∥∥
}
,

з якої випливає нерiвнiсть (12). Лему 2 доведено.

Оскiльки для будь-якого s ∈ Z+ вiдображення
du(s)

d(ϕ, µ)
належить банаховому просто-

ру L(M×M → M) лiнiйних операторiв, то для рiвномiрної вiдносно (ϕ, µ) ∈ Λ збiжностi

послiдовностi

{
du(s)

d(ϕ, µ)

}∞
s=1

достатньою умовою є її фундаментальнiсть, рiвномiрна вiд-

носно (ϕ, µ) ∈ Λ.
З рiвномiрної збiжностi цiєї послiдовностi випливає iснування та неперервнiсть вiд-

носно (ϕ, µ) ∈ Λ похiдної Фреше вiд функцiї u(p, g, k, µ, ϕ) = lims→∞ u
(s), що породжує

iнварiантний тор системи рiвнянь (1).
Перевiрку фундаментальностi вказаної вище послiдовностi треба проводити окремо

в кожному з випадкiв, розглянутих у лемi 1. У зв’язку з громiздкiстю викладок розгляне-
мо лише випадок 10. Дослiдження iнших випадкiв, використовуючи леми 1 та 2, можна
провести за наведеною нижче схемою.

Теорема. Нехай на множинi D0 справджуються умови леми 2. Тодi для будь-якого
g ∈ Z i таких {p, k} ⊂ Z+

0 = {0, 1, 2, . . . }, при яких

max{p, k} < log(1+A∗)
A∗(1− P1(1 +A∗))

C0P∗
− 1, (16)

функцiя u(p, g, k, µ, ϕ) належить C1
Λ(ϕ, µ).

Доведення. Покажемо спочатку, що в умовах теореми множина κs(p, g, k), s ∈ Z+,
при фiксованих p, g, k є обмеженою, тобто∥∥∥∥∥ du(s)

d(ϕ, µ)

∥∥∥∥∥ < κ(p, g, k) ∀s ∈ Z+. (17)

Припустимо, що κ1 = κ1(p, g) ≥ 1 (у противному разi покладемо κ1 = 1). Нехай
спочатку g ≥ −1.

Позначимо через A дрiб
C0ξ1(m)(1 +A∗)
1− P1(1 +A∗)

i запишемо рекурентну формулу

κs = κs−1A+W1, s = 2, 3, 4, . . . .
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Якщо всi κs, s = 2, 3, 4, . . . не меншi за одиницю, то iндуктивними мiркуваннями не-
важко одержати оцiнку∥∥∥∥∥ du(s)

d(ϕ, µ)

∥∥∥∥∥ < W1

s−2∑
i=0

Ai +As−1κ1, s = 2, 3, 4, . . . .

Оскiльки з (16) випливає, щоA < 1, то, поклавши κ(p, g, k) = W1
1

1−A
+κ1, одержимо

оцiнку (17).
Якщо ж κs ≥ 1, s = 2, 3, 4, . . . , n− 1, а κn < 1, то замiнимо κn на κ1. Тодi∥∥∥∥∥du(n+1)

d(ϕ, µ)

∥∥∥∥∥ < κ1A+W1 = κ2

i процес зациклюється.
При g < −1 ситуацiя аналогiчна, лише W1 слiд замiнити на W2.
Отже, покладаючи

κ(p, g, k) =


W1

1
1−A

+ κ1, якщо g ≥ −1;

W2
1

1−A
+ κ1, якщо g < −1,

одержуємо оцiнку (17) для будь-якого g ∈ Z.
Тепер, використовуючи лему 2, записуємо нерiвностi

∞∑
l=1

‖∆Ωs‖‖c(ϕl+g(ϕ, µ), µ)‖ <

< Lηs−1C
02

(1 +A∗)mκ
(1− P1)A∗

∞∑
l=1

P l1(1 +A∗)l +

+ P 2
∗ κη

s−1C
02

(1 +A∗)m

(1− P1)A∗

∞∑
l=1

P l−1
1 (1 +A∗)l(l − 1) +

+
P∗C

0

A∗P1
(1 +A∗)k

∥∥∥∥∥ du(s)

d(ϕ, µ)
− du(s−1)

d(ϕ, µ)

∥∥∥∥∥
∞∑
l=1

P l1(1 +A∗)l <

< B1η
s−1 +B2

∥∥∥∥∥ du(s)

d(ϕ, µ)
− du(s−1)

d(ϕ, µ)

∥∥∥∥∥
0

,
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де

B1 =
κC02

(1 +A∗)m+1

A∗(1− P1)

(
L

1− P1(1 +A∗)
+ P 2

∗

∞∑
l=1

(P1(1 +A∗))l−1(l − 1)

)

i

B2 =
P∗C

0(1 +A∗)k+1

A∗(1− P1(1 +A∗))

— додатнi сталi, що не залежать вiд (ϕ, µ) ∈ Λ, ‖ · ‖0 = sup(ϕ,µ)∈Λ ‖ · ‖.
Таким чином, одержуємо рекурентну формулу∥∥∥∥∥du(s+1)

d(ϕ, µ)
− du(s)

d(ϕ, µ)

∥∥∥∥∥
0

< Bηs−1 +B1η
s−1 +B2

∥∥∥∥∥ du(s)

d(ϕ, µ)
− du(s−1)

d(ϕ, µ)

∥∥∥∥∥
0

.

Позначимо B +B1 через B3. Тодi

Γs =

∥∥∥∥∥du(s+1)

d(ϕ, µ)
− du(s)

d(ϕ, µ)

∥∥∥∥∥
0

< B3η
s−1 +B2

∥∥∥∥∥ du(s)

d(ϕ, µ)
− du(s−1)

d(ϕ, µ)

∥∥∥∥∥
0

<

< B3(ηs−1 +B2η
s−2 +B2

2η
s−3 + · · ·+Bs−1

2 ) +Bs−1
2

∥∥∥∥∥ du(1)

d(ϕ, µ)
− du(0)

d(ϕ, µ)

∥∥∥∥∥
0

=

= B3
ηs−1((η−1B2)s − 1)

η−1B2 − 1
+Bs−1

2

∥∥∥∥∥ du(1)

d(ϕ, µ)

∥∥∥∥∥
0

.

Враховуючи, що η < 1, i беручи до уваги, що нерiвнiсть (16) забезпечує оцiнкуB2 < 1,
одержуємо спiввiдношення

Γs <



ηs−1
( B3

1− η−1B2
+ κ(p, g, k)

)
, якщо B2 < η;

Bs−1
2

( B3

η(η−1B2 − 1)
+ κ(p, g, k)

)
, якщо η < B2;

ηs−1(B3s+ κ(p, g, k)), якщо η = B2,

якi гарантують рiвномiрну вiдносно (ϕ, µ) ∈ Λ фундаментальнiсть послiдовностi

{
du(s)

d(ϕ, µ)

}∞
s=1

.

Теорему доведено.
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Зауваження. Нерiвнiсть (16) не може виконуватись при будь-яких {p, k} ⊂ Z+. Для
того щоб вона мала мiсце при p = k = 0, достатньо, щоб справджувалась оцiнка

C0P∗(1 +A∗)
A∗(1− P1(1 +A∗))

< 1.

Зрозумiло, що цього можна домогтися за рахунок малостi сталої C0. Зрозумiло також,
що у випадках 20 − 40 умова (16) змiниться.

Припустимо тепер, що умова P1 <
1

1 +A∗
не виконується або матриця P (ϕ, µ, x) вза-

галi не є оборотною. Тодi сформульована теорема не має мiсця. Але може статися, що

при цьому P 0 <
1

Φ∗
. Розглянемо цей випадок. Для цього слiд викласти аналог побудова-

ної вище теорiї. Оскiльки принциповi вiдмiнностi при цьому не виникають, обмежимося
розглядом одного з можливих випадкiв, наприклад, p ≤ 0, k ≤ 0, g ∈ Z.

Наслiдок. Нехай на множинi D0 справджуються умови:

1){a(ϕ, µ), c(ϕ, µ),Φ−1(ϕ, µ)} ⊂ C1
Λ(ϕ, µ) i P (ϕ, µ, x) ∈ C1

D0
(ϕ, µ, x), причому∥∥∥∥da(ϕ, µ)

d(ϕ, µ)

∥∥∥∥ ≤ A∗,

∥∥∥∥dΦ−1(ϕ, µ)
d(ϕ, µ)

∥∥∥∥ ≤ Φ∗,
∥∥∥∥dP (ϕ, µ, x)
d(ϕ, µ, x)

∥∥∥∥ ≤ P ∗,

∥∥∥∥dc(ϕ, µ)
d(ϕ, µ)

∥∥∥∥ ≤ C∗,

∥∥∥∥dP (ϕ, µ, x)
d(ϕ, µ, x)

− dP (ϕ, µ, x̄)
d(ϕ, µ, x̄)

∥∥∥∥ ≤ L∗‖x− x̄‖,

де {x, x̄} ⊂ Dρ, A∗,Φ∗ > 1, P ∗, C∗, L∗ — додатнi сталi;
2) виконуються нерiвностi

P 0 <
1

Φ∗
, η∗ = C0P ∗

∞∑
l=1

(P 0)l−1l < 1,
C0

1− P 0
≤ d.

Тодi для будь-якого g ⊂ Z i таких {p, k} ⊂ Z−0 = Z \ Z+, при яких

max{−p,−k} < logΦ∗

(Φ∗ − 1)(1− P 0Φ∗)
C0P ∗

− 2, (18)

функцiя u(p, g, k, µ, ϕ) ∈ C1
Λ(ϕ, µ).

Доведення аналогiчне до доведення основної теореми, тому наведемо тут лише його
схему.

Враховуючи вираз

u
(s)
∗ = u

(s)
∗ (p, g, k, µ, ϕ) = c(ϕg(ϕ, µ), µ) +

+
−1∑

l=−∞

l∏
i=−1

P (ϕp+i(ϕ, µ), µ, u(s−1)
∗ (p, g, k, µ, ϕi+k(ϕ, µ)))c(ϕl+g(ϕ, µ), µ),
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введений у теоремi 2 з [7], за допомогою iндуктивних мiркувань переконуємося, що u(s)
∗ ∈

∈ C1
Λ(ϕ, µ) при всiх s ∈ Z+, причому

∥∥∥∥∥du(s+1)
∗

d(ϕ, µ)

∥∥∥∥∥ < κ∗s+1(p, g, k) =



C0κ∗sξ2(m∗)Φ∗
1− P 0Φ∗

+W ∗1 , якщо g < 1;

C0κ∗sξ2(m∗)Φ∗
1− P 0Φ∗

+W ∗2 , якщо g ≥ 1,

де

κ∗s ≥ 1, s ∈ Z+, m∗ = min{p, k}, ξ2(m∗) =
P ∗Φ−m

∗+1
∗

Φ∗ − 1
, Φ∗ > 1,

W ∗1 = C∗Φ−g∗ +
C∗P

0Φ−g+1
∗

1− P 0Φ∗
,

W ∗2 = C∗(1 +A∗)g +
−1∑
l=−g

(P 0)−lC∗(1 +A∗)l+g +
C∗(P 0)g+1Φ∗

1− P 0Φ∗
.

Неважко переконатися, що за умови (18)
C0ξ2(m∗)Φ∗

1− P 0Φ∗
< 1, отже, послiдовнiсть{

du
(s+1)
∗

d(ϕ, µ)

}∞
s=0

є рiвномiрно обмеженою, тобто

∥∥∥∥∥ du
(s)
∗

d(ϕ, µ)

∥∥∥∥∥ < κ∗(p, g, k), s ∈ Z+,

де κ∗(p, g, k) не залежить вiд (ϕ, µ) ∈ Λ.
Це дає можливiсть одержати рекурентну формулу∥∥∥∥∥du(s+1)

∗
d(ϕ, µ)

− du
(s)
∗

d(ϕ, µ)

∥∥∥∥∥
0

< B∗3η
∗s−1

+B∗2

∥∥∥∥∥ du
(s)
∗

d(ϕ, µ)
− du

(s−1)
∗

d(ϕ, µ)

∥∥∥∥∥
0

,

де B∗3 i B∗2 не залежать вiд (ϕ, µ) ∈ Λ, причому

B∗2 =
C0P ∗Φ−k+2

∗
(Φ∗ − 1)(1− P 0Φ∗)

≤ C0Φ∗ξ2(m∗)
(1− P 0Φ∗)

< 1.

Вона гарантує рiвномiрну вiдносно (ϕ, µ) ∈ Λ фундаментальнiсть послiдовностi{
du

(s)
∗

d(ϕ, µ)

}∞
s=1

, що завершує доведення наслiдку, оскiльки lims→∞ u
(s)
∗ є функцiєю, пород-

жуючою iнварiантний тор системи рiвнянь (1).
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