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КРАЙОВI ЗАДАЧI ДЛЯ ЛIНIЙНИХ СИСТЕМ

I. I. Старун

Нiжин. пед. ун-т
Україна, 16600, Нiжин Чернiгiвської обл., вул. Кропив’янського, 2

For a number of types of linear systems, we consider the problem of existence of a solution for a two-point
boundary-value problem and give asymptotic formulas for such a solution.

Для ряду типiв лiнiйних систем розглядається питання про iснування розв’язку двоточкової
крайової задачi та наводяться асимптотичнi формули для такого розв’язку.

1. Розглянемо крайову задачу

ẋ = A(t)x+ f(t), t ∈ [0, T ], (1)

I1x(0) + I2x(T ) = a, (2)

де

I1 =

(
Er 0

0 0

)
, I2 =

(
0 0

0 En−r

)
,

Er, En−r — одиничнi матрицi порядкiв r i n− r.
Нехай X(t) = (xij(t))

n
1 — фундаментальна матриця розв’язкiв однорiдної системи

ẋ = A(t)x. (3)

Розiб’ємо цю матрицю на суму двох:

X(t) = X1(t) +X2(t),

де

X1(t) =


x11(t) . . . x1r(t) 0 . . . 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

xn1(t) . . . xnr(t) 0 . . . 0

 , X2(t) = X(t)−X1(t).

Тодi загальний розв’язок системи (1), як показано в [1], можна подати у виглядi

x(t) = X(t)c+X1(t)

t∫
0

X−1(τ)f(τ)dτ +X2(t)

t∫
T

X−1(τ)f(τ)dτ,
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де c — довiльний n-вимiрний вектор.
Введемо до розгляду матрицю

F = I1X(0) + I2X(T ) (4)

i припустимо, що

detF 6= 0. (5)

Тодi крайова задача (1), (2) має єдиний розв’язок

x(t) = X(t)F−1(a− p) +X1(t)

t∫
0

X−1(τ)f(τ)dτ +X2(t)

t∫
T

X−1(τ)f(τ)dτ,

де

p = (I2X1(T )− I1X2(0))

T∫
0

X−1(τ)f(τ)dτ.

Таким чином, якщо вiдома фундаментальна матриця розв’язкiв однорiдної систе-
ми (3), то при виконаннi умови (6) крайова задача (1), (2) легко розв’язується. Але, як пра-
вило, ця матриця невiдома. Проте в деяких випадках може бути корисною така теоре-
ма [1].

Теорема 1. Нехай Y (t) — фундаментальна матриця розв’язкiв системи

ẏ = B(t)y

i для неї виконується умова (6). Тодi розв’язок крайової задачi (1), (2) є розв’язком iнте-
грального рiвняння

y(t) = Y (t)α(y) + Y1(t)

t∫
0

Y −1(τ) ((A(τ)−B(τ)) y(τ) + f(τ)) dτ+

+ Y2(t)

t∫
T

Y −1(τ) ((A(τ)−B(τ)) y(τ) + f(τ)) dτ ≡ Ly, (6)

де

α(y) = F−1

(
a+ (I1 (Y2(0)− Y1(0)) +

+ I2 (Y2(T )− Y1(T )))

T∫
0

Y −1(τ) (A(τ)−B(τ)y(τ) + f(τ)) dτ

)
.
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Як показано в [2], систему (1) за допомогою неособливого перетворення

x = Qm(t)y =

(
E +

m∑
s=1

Q(s)(t)

)
y, (7)

detQm(t) 6= 0, t ∈ [0;T ],

можна звести до вигляду

ẏ = (Λm(t) + Cm(t)) y + g(t),

де Λm(t) = diag
{
λ
(1)
m (t), . . . , λ

(n)
m (t)

}
, аCm(t) — неперервна матриця (якщоA(t) ∈ Cm+1

[0;T ] ).

Згiдно з (7) крайова задача (1), (2) переходить у задачу

ẏ = (Λm(t) + Cm(t)) y + g(t),

(8)
I1Qm(0)y(0) + I2Qm(T )y(T ) = a.

Використаємо теорему 1, взявши за B(t) матрицю Λm(t). Тодi

Y (t) = exp

 t∫
0

Λm(τ)dτ


i розв’язок задачi (8) iснує i єдиний, якщо оператор L в (6) є оператором стиску, що має
мiсце при достатнiй малостi ‖Cm(t)‖ .

2. Розглянемо крайову задачу

εẋ = A(t, ε)x+ f(t, ε) exp
(
ε−1Θ(t)

)
, (9)

I1x(0, ε) + I2x(T, ε) = a(ε), (10)

де A(t, ε) =
∑
s≥0

εsAs(t) при умовi, що рiвняння

det (A0(t)− λE) = 0

має простi коренi λi(t), i = 1, n, якi занумерованi так, що

Reλ1(t) ≤ Reλ2(t) ≤ . . . ≤ Reλn(t),
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i для яких виконуються умови

t∫
0

Reλi(τ)dτ < 0, i = 1, r,

(11)
T∫
t

Reλr+j(τ)dτ > 0, j = 1, n− r.

Згiдно з теоремою 2.4 з [2] за допомогою невиродженого перетворення

x = Um(t, ε)y =

(
m∑
s=0

εsU (s)(t)

)
y

система (9) зводиться до вигляду

εẏ =
(
W (t) + εm+1Cm(t, ε)

)
y + g(t, ε,Θ), (12)

де

W (t) = diag {λ1(t), . . . , λn(t)} , g(t, ε,Θ) = U−1
m (t, ε)f(t, ε) exp

(
ε−1Θ(t)

)
,

а Cm(t, ε) — обмежена за нормою при t ∈ [0;T ], ε ∈ (0; ε0] матриця. Крайовi умови (10)
наберуть вигляду

I1Um(0, ε)y(0, ε) + I2Um(T, ε)y(T, ε) = a(ε). (13)

Нехай Z(t, ε) — фундаментальна матриця розв’язкiв системи

εż = W (t)z. (14)

Подамо її у виглядi суми двох матриць

Z(t, ε) = Z1(t, ε) + Z2(t, ε) ≡

≡ I1 exp

ε−1

t∫
0

W (τ)dτ

+ I2 exp

ε−1

t∫
T

W (τ)dτ
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i запишемо рiвняння (6) у виглядi

y(t, ε) = Z(t, ε)α (y(t, ε)) +

+ εm

(
Z1(t, ε

t∫
0

Z−1(τ, ε) (Cm(τ, ε)y(τ, ε) + g(τ, ε,Θ)) dτ+

+ Z2(t, ε)

t∫
T

Z−1(τ, ε) (Cm(τ, ε)y(τ, ε) + g(τ, ε,Θ)) dτ

)
≡ Ly. (15)

З (15) випливає, що при m ≥ 1 та виконаннi умов (11) оператор L є оператором стиску, а
тому як це рiвняння, так i крайова задача (12), (13) (а отже, i задача (9), (10)), має єдиний
розв’язок.

Знайдемо явний вигляд цього розв’язку. При цьому обмежимося розглядом однорiдної
системи, вiдповiдної (12), оскiльки вирiшальну роль вiдiграє загальний розв’язок саме та-
кої системи. Таким чином, розглянемо задачу

εẏ =
(
W (t) + εm+1Cm(t, ε)

)
y, (16)

I1Um(0, ε)y(0, ε) + I2Um(T, ε)y(T, ε) = a(ε). (17)

Цiй задачi поставимо у вiдповiднiсть задачу (14), (17). Загальний розв’язок системи (14)
має вигляд

z(t, ε) = Z(t, ε)c.

Введемо, подiбно до (4), позначення

F (ε) = I1Um(0, ε)Z(0, ε) + I2Um(T, ε)Z(T, ε)

i припустимо знову, що

detF (ε) 6= 0.

Тодi вектор c однозначно визначається з рiвняння

F (ε)c = a(ε),

а тому єдиний розв’язок задачi (14), (17) має вигляд

zkp(t, ε) = Z(t, ε)F−1(ε)a(ε). (18)
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Покажемо, що формулою (18) задається асимптотичне зображення розв’язку i крайової
задачi (16), (17).

Нехай

w(t, ε) = ykp(t, ε)− zkp(t, ε),

де ykp(t, ε) — розв’язок задачi (16), (17). Тодi для w(t, ε) будемо мати задачу

ẇ = ε−1W (t)w + εmCm(t, ε) (w + zkp) , (19)

I1Um(0, ε)w(0, ε) + I2Um(T, ε)w(T, ε) = 0. (20)

Оскiльки однорiдна крайова задача (20) та

v̇ = ε−1W (t)v

має лише нульовий розв’язок, то, як показано в [3], iснує матриця Грiна G(t, τ, ε) , яка
неперервна при 0 ≤ τ ≤ t ≤ T i 0 ≤ t ≤ τ ≤ T i така, що розв’язок рiвняння

w(t, ε) = εm
T∫
0

G(t, τ, ε)Cm(τ, ε) (w(τ, ε) + zkp(τ, ε)) dτ

є розв’язком крайової задачi (19), (20).
Повторюючи доведення теореми 2.5 з [2], переконуємося, що має мiсце асимптотична

оцiнка

‖ykp(t, ε)− zkp(t, ε)‖ ≤ Mεm,

де M > 0 — стала, що не залежить вiд ε.
Здiйснивши зворотний перехiд вiд (12) до (9) (при f(t, ε) ≡ 0), отримаємо з точнiстю

O(εm) розв’язок задачi (9), (10):

xkp(t, ε) = Um(t, ε)Z(t, ε)F−1(ε)a(ε) +O(εm).

3. Розглянемо систему

εB(t)ẋ = A(t, ε)x, (21)

в якiй detB(t) ≡ 0, в’язка матриць A0(t) − λB(t) регулярна i задовольняє умову „ранг-
степiнь” . Нехай rangB(t) = r ≥ 2.

Крайовi умови задамо у виглядi

Mx(0, ε) +Nx(T, ε) = a(ε), (22)
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де M, N — сталi матрицi розмiрiв n × n. Вектор a(ε), для якого задача (21), (22) має
розв’язок, будемо називати допустимим. Вияснимо, коли вiн є допустимим для даної за-
дачi. Нехай

B(t) =

(
B11(t) B12(t)

B21(t) B22(t)

)
, rangB(t) = rangB11(t) = r.

Тодi за допомогою замiни

x = Q(t)y =

(
E1 −B−1

11 (t)B12(t)

0 E2

)
y (23)

та множенням злiва на матрицю

P (t) =

(
B−1

11 (t) 0

−B21(t)B
−1
11 (t) E2

)

вiд системи (21) перейдемо до системи

ε

(
E1 0

0 0

)(
u̇

v̇

)
=

 C
(0)
11 C

(0)
12

C
(0)
21 C

(0)
22

+

+ ε

(
C11(t, ε) C12(t, ε)

C21(t, ε) C22(t, ε)

))(
u

v

)
, (24)

(
y =

( u
v

)
, E1 — одинична матриця розмiрiв r × r, E2 — одинична матриця розмiрiв

(n− r)× (n− r)
)

. При цьому крайовi умови (22) наберуть вигляду

MQ(0)y(0, ε) +NQ(T )y(T, ε) = a(ε). (25)

Система (24) розпадається на двi:

εu̇ =
(
C

(0)
11 (t) + εC

(0)
11 (t, ε)

)
u+

(
C

(0)
12 (t) + εC12(t, ε)

)
v, (26)

0 =
(
C

(0)
21 (t) + εC21(t, ε)

)
u+

(
C

(0)
22 (t) + εC22(t, ε)

)
v. (27)

З леми 1.3 з [2] випливає, що при досить малих ε > 0 матриця C(0)
22 (t) + εC22(t, ε) є неосо-

бливою i тому з (27) однозначно знаходимо вектор

v = −
(
C

(0)
22 (t) + εC22(t, ε)

)−1 (
C

(0)
21 (t) + εC21(t, ε)

)
u. (28)
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Пiдставляючи його в (26), отримуємо систему вигляду

εu̇ = Φ(t, ε)u, Φ(t, ε) = Φ0(t) +
∑
s≥0

εsΦs(t), (29)

причому, як легко перевiрити, рiвняння det (Φ0(t)− λE) = 0 має тi ж коренi, що i рiвняння
det (A0(t)− λB(t)) = 0. Нехай всi коренi цього рiвняння рiзнi на [0;T ]. За допомогою
пiдстановки

u = Hm(t, ε)w =

(
m∑
s=0

εsHs(t)

)
w

вiд системи (29) переходимо до системи

εẇ =
(
Λ(t) + εm+1Rm(t, ε)

)
w (30)

з дiагональною матрицею Λ(t), тобто маємо систему типу (16). Розглянемо, як при цьому
перетворюються крайовi умови. Враховуючи (23), (28), маємо

x = L(t, ε)u,

де L(t, ε) — матриця розмiрiв n× r, що визначається формулою

L(t, ε) =

=

 E1 +B−1
11 (t)B12(t)(C

(0)
22 (t) + εC22(t, ε))

−1(C
(0)
21 (t) + εC21(t, ε))

−(C
(0)
22 (t) + εC22(t, ε))

−1(C
(0)
21 (t) + εC21(t, ε))

 .

Тодi умови (25) запишуться так:

ML(0, ε)u(0, ε) +NL(T, ε)u(T, ε) = a(ε). (31)

Таким чином, маємо задачу (29), (31), яка, в свою чергу, переходить у задачу (30) та

ML(0, ε)Hm(0, ε)w(0, ε) +NL(T, ε)Hm(T, ε)w(T, ε) = a(ε). (32)

Припустимо, що коренi рiвняння det (Φ0(t)− λE) = 0 задовольняють умови (11). Тодi, як
i в п. 2, замiнимо задачу (30), (32) задачею

εq̇ = Λ(t)q, (33)

ML(0, ε)Hm(0, ε)q(0, ε) +NL(T, ε)Hm(T, ε)q(T, ε) = a(ε). (34)
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Загальний розв’язок системи (33) має вигляд

q(t, ε) = Ω(t, ε)c ≡ exp

ε−1

t∫
0

Λ(τ)dτ

 c. (35)

Пiдставляючи (35) в (34), одержуємо рiвнiсть

R(ε)c = a(ε), (36)

де R(ε) = ML(0, ε)Hm(0, ε) + NL(T, ε)Hm(T, ε)Ω(T, ε). Припустимо, що rang R(ε) = r i

R(ε) =

(
R1(ε)
R2(ε)

)
, rangR(ε) = rangR1(ε) = r. Тодi з (36) знаходимо

c = R−1
1 (ε)a1(ε), a2(ε) = R2(ε)R

−1
1 (ε)a1(ε), (37)

(
a(ε) =

(
a1(ε)
a2(ε)

))
.

Таким чином, якщо матриця R(ε) має ранг r, то крайова задача (21), (22) має єдиний
розв’язок, причому вектор a(ε) мiстить лише r довiльних компонент, решта ж n− r ком-
понент пов’язанi умовою (37).
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