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We investigate the asymptotics of the general solution of a linear system of differential equations with an
irregular singular point,

x−hB(x)
dy

dt
= A(x)y,

in the case where the boundary matrix of the derivatives is singular. The equation of branching is deduced,
coefficients of which contain full information about the structure of the general solution of the considered
system in the case where the regular bundle of the matrices L(λ) = A0−λB0 has multiple finite and infinite
elementary divisers.

Дослiджується асимптотика загального розв’язку лiнiйної системи диференцiальних рiвнянь з
iррегулярною особливою точкою вигляду

x−hB(x)
dy

dt
= A(x)y

у випадку виродження граничної матрицi при похiдних. Виведено рiвняння розгалуження, кое-
фiцiєнти якого мiстять повну iнформацiю про структуру загального розв’язку наведеної сис-
теми у випадку кратних скiнченного i нескiнченного елементарних дiльникiв регулярної в’язки
матриць L(λ) = A0 − λB0.

Розглянемо лiнiйну систему диференцiальних рiвнянь з iррегулярною особливою точкою
вигляду

x−hB(x)
dy

dt
= A(x)y, (1)

у якiй y(x) — шуканий n-вимiрний вектор, h ∈ N, A(x) i B(x) — матрицi розмiрiв n × n,
голоморфнi в деякому секторi S = {x0 < |x| < ∞, α < arg x < β} (α, β — фiксованi
дiйснi числа, x ∈ S).

Нехай виконуються такi умови:
1) матрицi A(x) та B(x) допускають у секторi S рiвномiрнi асимптотичнi розвинення

за степенями незалежної змiнної x, тобто

A(x) =
∑
k≥0

x−kAk, B(x) =
∑
k≥0

x−kBk, x → ∞, x ∈ S; (2)

2) detB0 = 0.
За цих умов дослiдимо можливiсть побудови загального асимптотичного розв’язку

системи рiвнянь (1) у виглядi розвинень за степенями незалежної змiнної.
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Можливiсть побудови асимптотичних розв’язкiв системи рiвнянь (1) залежить вiд по-
ведiнки коренiв характеристичного рiвняння

det(A0 − λB0) = 0

i структури елементарних дiльникiв в’язки матриць

L(λ) = A0 − λB0. (3)

Системи лiнiйних диференцiальних рiвнянь з iррегулярною особливою точкою до-
слiджувались у роботах [1 – 4] при рiзних припущеннях вiдносно коренiв характеристи-
чного рiвняння i кратностi елементарних дiльникiв в’язки матриць (4). Зокрема, в ро-
ботах [1, 2, 5] розглядалась система у випадку, коли при похiдних знаходиться одинична
матриця; така система дослiджена досить детально. Наявнiсть при похiднiй виродженої
матрицi B(x), яка вироджується при x → ∞, зумовлює значнi труднощi при розв’язаннi
поставленої задачi. Випадок, коли в’язка матриць L(λ) регулярна i має тiльки простi скiн-
ченнi i нескiнченнi елементарнi дiльники, дослiджено в роботах [2, 3]. Бiльш складний ви-
падок, коли гранична в’язка матриць L(λ) має кратний спектр, розглядався у роботi [4].
Зазначимо, що цей випадок викликає найбiльшi труднощi, оскiльки розв’язки системи
(1), як правило, можна побудувати тiльки за дробовими степенями змiнної x, i пробле-
ма полягає не тiльки в знаходженнi загального вигляду асимптотичних розв’язкiв, а й у
визначеннi дробових показникiв, за якими слiд будувати вiдповiднi розвинення.

На вiдмiну вiд робiт [3, 4], де розглядався найпростiший випадок, коли асимптотичнi
розвинення можна побудувати за степенями x−

1
k , де k — кратнiсть вiдповiдного елемен-

тарного дiльника, у данiй роботi повнiстю вирiшено проблему вибору асимптотичних по-
слiдовностей, за якими слiд будувати вiдповiднi розвинення, залежно вiд поведiнки коефi-
цiєнтiв системи. При цьому по аналогiї з [6, 7] використовується метод дiаграм Ньютона.

Вважатимемо, що в’язка матриць L(λ) регулярна [8] i має один скiнченний елементар-
ний дiльник (λ− λ0)p кратностi p > 1 та нескiнченний — кратностi q, причому p+ q = n.
Як вiдомо [7], у цьому випадку скiнченному елементарному дiльнику вiдповiдає жорданiв
ланцюжок векторiв матрицi A0 вiдносно B0 завдовжки p, а нескiнченному елементарно-
му дiльнику — жорданiв ланцюжок матрицi B0 вiдносно A0 завдовжки q. Вектори цих
ланцюжкiв можна визначити за формулами [7]

ϕi (t) = (HB0)
i−1 ϕ, i = 1, p,

ϕ̃j (t) = (GA0)
j−1 ϕ̃, j = 1, q,

де H — напiвобернена матриця для матрицi A0 − λ0B0, ϕ — власний вектор цiєї в’язки
матриць, G — напiвобернена матриця для матрицi B0, ϕ̃ — власний вектор матрицi B0,
що вiдповiдає її нульовому власному значенню.

Позначимо через ψ i ψ̃ нулi матриць (A0 − λ0B0)
∗ та B∗0 (тут i далi символом C∗ по-

значається матриця, спряжена з матрицею C). Визначимо ψ i ψ̃ так, щоб виконувались
спiввiдношення (

B0 (HB0)
i−1 ϕ,ψ

)
= δi,p, i = 1, p,(

A0 (GA0)
i−1 ϕ̃, ψ̃

)
= δj,q, j = 1, q,

(4)
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де δij — символ Кронекера, що завжди можливо [7] (символом (a, b) позначається ска-
лярний добуток в унiтарному n-вимiрному векторному просторi).

Розв’язки системи рiвнянь (1), що вiдповiдають скiнченному елементарному дiльнику
в’язки матриць L(x), шукатимемо у виглядi

y (x) = u (x) exp

 x∫
x0

xh (λ0 + λ (x))dx

 , (5)

де u(x) — n-вимiрний вектор, λ(x) — скалярна функцiя, якi пiдлягають визначенню.
Пiдставивши (5) в (1), дiстанемо

x−hBu′ + x−hBuxh(λ0 + λ) = Au. (6)

Позначимо
A (x) = A0 + Ã (x) , B (x) = B0 + B̃ (x) ,

де
Ã (x) =

∑
k≥1

x−kAk, B̃ (x) =
∑
k≥1

x−kBk.

Тодi рiвняння (6) можна записати у виглядi(
A0 + Ã (x)

)
u =

[
(λ0 + λ(x))(B0 + B̃(x)) + x−hB(x)

d

dx

]
u,

або

(A0 − λ0B0)u =

[
λ(x)B(x) + λ0B̃(x) + x−hB(x)

d

dx
− Ã(x)

]
u.

Позначимо

Γ (x) = Ã (x)− λ0B̃(x)− x−hB(x)
d

dx
=

∞∑
k=1

x−kΓk,

де

Γk = Ak − λ0Bk −Bk−h
d

dx
, k ≥ 1. (7)

Тодi дiстанемо рiвняння вигляду

(A0 − λ0B0)u = (λ (x)B (x)− Γ (x))u. (8)

Таким чином, задача визначення функцiї λ(x) i вектора u(x) звелась до задачi про збу-
рення власного значення λ0 та вiдповiдного власного вектора ϕ в’язки операторiв L(x, λ)
пiд дiєю збурюючих операторiв Γ(x) i B(x).

Вектор u(x) буде розв’язком рiвняння (8) тодi й тiльки тодi, коли

((λB − Γ)u, ψ) = 0. (9)
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При виконаннi цiєї умови з (8) матимемо

u = (λHB −HΓ)u+ cϕ,

де c — довiльний скалярний множник. Поклавши c = 1, розглянемо рiвняння

(E − λHB +HΓ)u = ϕ. (10)

Легко переконатися, що рiвняння (10) можна формально задовольнити, поклавши

u = ϕ+

∞∑
k=0

(λHB −HΓ)k ϕ. (11)

Пiдставивши (11) у (9), отримаємо

L (x, λ) =

(
(λB − Γ)

∞∑
k=0

(λHB −HΓ)k ϕ,ψ

)
= 0. (12)

Рiвняння (12) будемо називати рiвнянням розгалуження для розв’язкiв першої групи
(тобто розв’язкiв системи (1), що вiдповiдають скiнченному елементарному дiльнику).
Його можна записати у виглядi (

L̃ϕ, ψ
)

= 0,

де

L̃ = (λB − Γ)
∞∑
k=0

(λHB −HΓ)k. (13)

Тодi

HL̃ = (λHB −HΓ)

∞∑
k=0

(λHB −HΓ)k =

∞∑
k=1

(λHB −HΓ)k.

Розглянемо вирази (λHB −HΓ)k , k ≥ 1. Врахувавши, що

Γx−khλ = x−khλΓ− x−(k+1)h
(
D − khx−1

)
λB, k ≥ 0,

де D — оператор диференцiювання по змiннiй x, матимемо

(λHB −HΓ)2 = λ2(HB)2 − λ(HBHΓ +HΓHB)+

+ (HΓ)2 + x−hDλ(HB)2,
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(λHB −HΓ)3 = λ3H3 − λ2
(
(HB)2HΓ +HBHBHΓ +HΓ(HB)2

)
+

+ λ(HB(HΓ)2 +HΓHBHΓ + (HΓ)2HB)− (HΓ)3+

+ x−h(λDλ+Dλ2)(HB)3 − x−hDλ((HB)2HΓ+

+ HBHΓHB +HΓ(HB)2) + x−2h(D − hx−1)Dλ(HB)3,

.........................................................................................

Введемо такi позначення. Суму всiх можливих добуткiв i множникiв α та j множникiв
β позначимо через σ[(α)i, (β)j ]. Символом Ri[λk] позначимо суму всiх можливих добуткiв
i „множникiв” Rs та k множникiв λ, причому останнiм множником у всiх доданках має
бути λ, Rs = (D − shx−1), i в кожному доданку цiєї суми iндекс s пробiгає значення вiд
i− 1 до нуля починаючи злiва. Наприклад

R2 [λ] = R1R0λ =
(
D − hx−1

)
Dλ = D2λ− hx−1Dλ = λ′′ − hx−1λ′,

R
[
λ2
]

= λR0λ+R0λ
2 = λDλ+Dλ2 = λλ′ +

(
λ2
)′

= 3λλ′,

R2
[
λ2
]

= λR1R0λ+R1λR0λ+R1R0λ
2 = λ

(
D − hx−1

)
Dλ+

+
(
D − hx−1

)
λDλ+

(
D − hx−1

)
Dλ2.

Тодi

(λHB −HΓ)3 = (−1)3 (HΓ)3 +

3∑
j=1

3−j∑
i=0

(−1)i+j+3 x−hiRi
[
λj
]
σ
[
(HB)i+j , (HΓ)3−i−j

]
.

Методом математичної iндукцiї неважко довести, що в загальному випадку має мiсце
формула

(λHB −HΓ)k = (−1)k (HΓ)k +
k∑

j=1

k−j∑
i=0

(−1)i+j+k x−hiRi
[
λj
]
σ
[
(HB)i+j , (HΓ)k−i−j

]
.

(14)
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Пiдставивши (14) у (13), з урахуванням (2) дiстанемо

HL̃ =

∞∑
k=1

∞∑
s=k

(−1)k x−sP̃ s
k (HΓ)+

+

∞∑
k=1

k∑
j=1

k−j∑
i=0

∞∑
s=k

(−1)i+j+k x−hi−sRi
[
λj
]
P̃ s
i+j,k−i−j (HB;HΓ).

Тут символом P̃ k
i,j (HB;HΓ) позначено суму всiх можливих добуткiв i множникiв HBr1 , ...

..., HBri та j множникiв HΓs1 , ...,HΓsj , сума iндексiв яких r1 + ... + ri + s1 + ... + sj = k,
причому згiдно з (2), (7) iндекси ri — це набори цiлих невiд’ємних чисел, а iндекси sj —
набори тiльки натуральних чисел. Вираз P̃ k

j (HΓ) є сумою всiх можливих „добуткiв” j
множникiв HΓs1 , ...,HΓsj з натуральними iндексами, сума яких дорiвнює k.

Пiсля нескладних перетворень, пов’язаних iз змiною порядку пiдсумовування та замi-
ною iндексiв, дiстанемо

HL̃ =
∞∑
s=1

s∑
j=1

(−1)jx−sP̃ s
j (HΓ) +

+

∞∑
k=1

∞∑
s=0

[ s
h ]∑

i=0

s−hi∑
j=0

(−1)jx−sRi
[
λk
]
P̃ s−hi
i+k,j (HB;HΓ) . (15)

Тодi

L (λ, ε) =
∞∑
s=1

s∑
j=1

(−1)jx−s
(
P s
j (HΓ)ϕ,ψ

)
+

+
∞∑
k=1

∞∑
s=0

[ s
h ]∑

i=0

s−hi∑
j=0

(−1)jx−sRi
[
λk
] (
P s−hi
i+k,j (HB;HΓ)ϕ,ψ

)

(вирази P s
j (HΓ) , P s−hi

i+k,j (HB;HΓ) вiдрiзняються вiд виразiв P̃ s
j (HΓ) , P̃ s−hi

k+i,j (H;HΓ) лише
вiдсутнiстю в усiх доданках першого множника H).

Отже, рiвняння (12) записується у виглядi

λp +

∞∑
k=p+1

Lk0

[
λk
]

+

∞∑
s=1

x−sL0s +

∞∑
s=1

x−sLks

[
λk
]

= 0, (16)
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де

L00 = 0,

Lk0

[
λk
]

= λk
(
B0 (HB0)

k−1 ϕ,ψ
)
, k ≥ 1,

(17)

L0s =
s∑

j=1

(−1)j
(
P s
j (HΓ)ϕ,ψ

)
, s ≥ 1,

Lks

[
λk
]

=

[ s
h ]∑

i=0

s−hi∑
j=0

(−1)j Ri
[
λk
] (
P s−hi
i+k,j (HB;HΓ)ϕ,ψ

)
, k ≥ 1, s ≥ 1.

Враховуючи (4), маємо

Lk0

[
λk
]

= λkδk,p, k = 1, p.

Пiдставивши (15) у (11), знайдемо вiдповiдний вираз для вектора u(x) :

u (x) = ϕ+

∞∑
s=1

x−sHL̃0sϕ+

∞∑
k=1

∞∑
s=0

x−sHL̃ks

[
λk
]
ϕ, (18)

де

L̃0s =
s∑

j=1

(−1)j P s
j (HΓ), s ≥ 1,

(19)

L̃ks

[
λk
]

=

[ s
h ]∑

i=0

s−hi∑
j=0

(−1)j Ri
[
λk
]
P s−hi
i+k,j (HB;HΓ), k ≥ 1, s ≥ 0.

Цим самим доведено таку теорему.

Теорема 1. Для того щоб вектор (5) був формальним розв’язком системи (1), необ-
хiдно й достатньо, щоб функцiя λ(x) формально задовольняла рiвняння (16), де опера-
торнi функцiї Lks

[
λk
]

визначаються виразами (17), а вiдповiдна вектор-функцiя u(x)
зображується у виглядi розвинення (18), коефiцiєнти якого визначаються за формула-
ми (19).

Розв’язки другої групи, що вiдповiдають нескiнченному елементарному дiльнику в’яз-
ки матриць L(λ), шукатимемо у виглядi

y (x) = w (x) exp

 x∫
x0

xhξ−1 (x)dx

 , (20)
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де w(x) — n-вимiрний вектор, ξ(x) — скалярна функцiя, якi пiдлягають визначенню.
Пiдставивши (20) в (1), дiстанемо

x−hB (x)w′ + x−hB (x)wxhξ−1 = A (x)w. (21)

Якщо ξ−1 (x) 6= 0 ∀x ∈ S, то з (21) дiстанемо

B0w = ξA (x)w − B̃ (x)w − x−hB (x) ξw′.

Позначивши

B̃ (x) =
∑
s≥1

x−sBs, K (x) =
∑
s≥0

x−sKs, (22)

де

Ks = As −Bs−h
d

dx
, s ≥ 0,

отримаємо рiвняння

B0w =
(
ξ (x)K (x)− B̃ (x)

)
w. (23)

Як i в першому випадку, задача визначення функцiї ξ(x) i вектора w(x) зводиться до
задачi про збурення нульового власного значення оператора B0 пiд дiєю збурюючих опе-
раторiв B̃ (x) i K(x).

Вектор w(x) задовольнятиме рiвняння (23) тодi i тiльки тодi, коли виконуватиметься
умова ((

ξK − B̃
)
w, ψ̃

)
= 0. (24)

При виконаннi цiєї умови (
E − ξGK −GB̃

)
w = ϕ̃.

Рiвняння (10) формально задовольняється, якщо вектор w подати у виглядi ряду

w = ϕ̃+
∞∑
k=1

(
ξGK −GB̃

)k
ϕ̃. (25)

Пiдставивши (25) у (24), дiстанемо вiдповiдне рiвняння розгалуження

M (x, ξ) =

(
(ξK −B)

∞∑
k=0

(
ξGK −GB̃

)k
ϕ,ψ

)
= 0. (26)

Позначивши

M̃ = (ξK −B)

∞∑
k=0

(
ξGK −GB̃

)k
,
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розглянемо вираз

GM̃ =
∞∑
k=1

(
ξGK −GB̃

)k
.

Врахувавши, що Kx−khξ = x−khξK − x−(k+1)h
(
D − khx−1

)
ξB, k ≥ 0, матимемо(

ξGK −GB̃
)2

= ξ2 (GK)2 − λ
(
GKGB̃ +GB̃GK

)
+

+
(
GB̃

)2
− x−hξDξGBGK,

(
ξGK − GB̃

)3

= ξ3 (GK)3 − ξ2
[
(GK)2GB̃ +GKGB̃GK +GB̃ (GK)2

]
+

+ ξ

[
GK

(
GB̃

)2
+GB̃GKGB̃ +

(
GB̃

)2
GK

]
−
(
GB̃

)3
− x−hξDξ2GB (GK)2−

− x−hξ2DξGKGBGK + x−2hξ
(
D − hx−1

)
ξDξ (GB)2GK+

+ x−hξDξ
[
GBGKGB̃ +GBGB̃GK +GB̃GBGK

]
,

.....................................................................................................................

Проаналiзувавши цi вирази, методом математичної iндукцiї встановимо, що(
ξGK − GB̃

)k

= (−1)k
(
GB̃

)k
+

k∑
s=1

(−1)s+k ξsσ

[
(GK)s ,

(
GB̃

)
k−s

]
+

+ ξ

k∑
s=2

s−1∑
j=1

k−s∑
i=0

(−1)j+s+k x−hjσ
[
(GB)j ; (GK)s−1−j ;

(
GB̃

)
i

] (
ξs−1

)
GK

(
GB̃

)k−s−i
,

(27)

де залежнiсть σ
[
(GB)j ; (GK)s−1−j ;

(
GB̃

)
i

] (
ξs−1

)
вiд ξ визначається за таким правилом.

Кожному доданку операторного виразу σ
[
(GB)j ; (GK)s−1−j ;

(
GB̃

)
i

]
вiдповiдає добуток

j множникiв Rsξ, якi вiдповiдають множникам GB, i s − 1 − j множникiв ξ, що вiдповiд-
ають множникам GK. Порядок розмiщення множникiв Rsξ та ξ такий же, як i порядок
розмiщення множникiв GB i GK у вiдповiдному доданку. У кожному доданку суми iндекс
s пробiгає значення вiд j − 1 до нуля починаючи злiва. Наприклад

σ
[
(GB)2 ; (GK)0 ;

(
GB̃

)
0

] (
ξ2
)

= R1ξR0ξ (GB)2 ,
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σ

[
(GB)1 ; (GK)1 ; (GB̃)1

] (
ξ2
)

= R0ξ
2GBGKGB̃ +R0ξ

2GBGB̃GK+

+ R0ξ
2GB̃GBGK + ξR0ξGB̃GKGB + ξR0ξGKGBGB̃ + ξR0ξGKGB̃GB.

Пiсля перетворень (27), аналогiчних до викладених у [7], остаточно дiстанемо

M (x, ξ) =

∞∑
k=1

(−1)k
((

GB̃
)k
ϕ̃, ψ̃

)
+

∞∑
k=1

(−1)k+1 ξ

(
σ

[
(GK)1 ,

(
GB̃

)
k−1

]
ϕ̃, ψ̃

)
+

+

∞∑
k=2

k∑
s=2

s−2∑
j=0

(−1)j+s+k x−hjξ2R̃j
(
ξs−2

)(
σ

[
(GK)s−j ;

(
GB̃

)
k−s

]
ϕ̃, ψ̃

)
.

Пiдставивши сюди (22) i згрупувавши доданки з однаковими степенями x, дiстанемо

M (x, ξ) =
∞∑
s=1

s∑
i=0

(−1)i x−s
(
P s
j

(
GB̃

)
ϕ̃, ψ̃

)
+

+
∞∑
s=0

s∑
i=0

(−1)i x−sξ
(
P s
1,i

(
GK;GB̃

)
ϕ̃, ψ̃

)
+

+

∞∑
k=2

k∑
s=2

min(k−2,[ s
h ])∑

i=0

s−ih∑
j=0

(−1)i+j x−sξ2R̃j
(
ξk−2

)(
P s−hi
k−i,j

(
GK;GB̃

)
ϕ̃, ψ̃

)
.

Вирази P s
j (HΓ) , P k

i,j (H;HΓ) утворюються за таким же правилом, що й аналогiчнi ви-
рази (15). Символом R̃i (ξs) позначається сума всiх можливих „добуткiв” i множникiв Rsξ
та s− i множникiв ξ. У кожному доданку цiєї суми iндекс s пробiгає значення вiд i− 1 до
нуля починаючи злiва. Оператор Rs в усiх „добутках” дiє на весь вираз, який знаходиться
праворуч вiд нього.

Отже, рiвняння (26) зводиться до вигляду

ξq +
∞∑

k=q+1

ξkMk0

[
ξk
]

+
∞∑
s=1

x−sM0s +
∞∑
k=1

∞∑
s=1

x−sMks

[
ξk
]

= 0, (28)
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де

M00 = 0,

Mk0

[
ξk
]

= ξk
(
A0 (GA0)

k−1 ϕ̃, ψ̃
)
, k ≥ 1,

M0s =

s∑
j=1

(−1)j
(
P s
j

(
GB̃

)
ϕ̃, ψ̃

)
, s ≥ 1, (29)

M1s [ξ] =
s∑

i=0

(−1)i ξ
(
P s
1,j

(
GK;GB̃

)
ϕ̃, ψ̃

)
, s ≥ 1,

Mks

[
ξk
]

=

min(k−2, sh)∑
i=0

s−hi∑
j=0

(−1)i+j ξ2R̃i
(
λk−2

)(
P s−hi
k−i,j

(
GK;GB̃

)
ϕ̃, ψ̃

)
, k ≥ 2, s ≥ 1.

Зазначимо, що згiдно з (4)

Mk0

[
ξk
]

= ξkδk,q, k = 1, q. (30)

Вiдповiдне розвинення для вектора w(x) матиме вигляд

w (x) = ϕ̃+
∞∑
s=1

x−sGM̃0sϕ̃+
∞∑
k=1

∞∑
s=0

x−sGM̃ks

[
ξk
]
ϕ̃, (31)

де

M̃0s =
s∑

j=1

(−1)j P s
j

(
GB̃

)
, s ≥ 1,

(32)

M̃ks

[
ξk
]

=

min(k−1, sh)∑
i=0

s−hi∑
j=0

(−1)j ξR̃i
(
ξk−1

)
P s−hi
k−i,j

(
GK;GB̃

)
, k ≥ 1, s ≥ 0.

Отже, справедлива така теорема.

Теорема 2. Для того щоб вектор (20) був формальним розв’язком системи (1), необ-
хiдно й достатньо, щоб функцiя ξ(x) формально задовольняла рiвняння (28), де опера-
торнi функцiї Mks

[
ξk
]

визначаються за формулами (29). Вiдповiдна вектор-функцiя
w(x) зображується у виглядi розвинення (31), коефiцiєнти якого M̃ks

[
ξk
]

визначаю-
ться за формулами (32).

Для аналiзу розв’язкiв рiвнянь розгалуження (16) i (28) застосуємо метод дiаграм Нью-
тона [2, 7].
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Рис. 1

Щоб знайти вигляд розв’язкiв λ(x) рiвняння (16), кожному вiдмiнному вiд нуля кое-
фiцiєнту Lks

[
λk
]

поставимо у вiдповiднiсть точку (k; s) у прямокутнiй системi координат
Oks (рис. 1). Потiм навколо точки A0 (0; s0) , що знаходиться найближче до осi Ok, обер-
татимемо проти руху годинникової стрiлки пряму, доки вона не зустрiнеться з деякою
точкою A1 (k1; s1) . Далi цю пряму в тому ж напрямку обертатимемо навколо точки A1,
доки вона не зустрiнеться з деякою точкою A2 (k2; s2), i так далi. Сполучивши знайденi
точки, дiстанемо вiдповiдну дiаграму Ньютона.

Зауважимо, що коли на осi Os немає точок, побудову дiаграми необхiдно починати з
подiбної точки прямої k = 1 (або прямої k = i, якщо на прямих k = i1, i1 < i, точок
немає).

Нехай тепер
r

m
— тангенс кута нахилу деякої ланки L(i) = Ai−1Ai побудованої дi-

аграми до вiд’ємного напрямку осi Ok. Тодi цiй ланцi вiдповiдатиме розв’язок рiвняння
(16), який зображується у виглядi розвинення

λ (x) = λ1x
− r

m +
∑
i≥2

x−
r+i−1

m λi, (33)

якщо визначальне рiвняння ∑
L
(i)
ks

[
λk1

]
= 0

має простий ненульовий корiнь (iндекс i у виразах L(i)
ks

[
λk1
]

вказує, що (k; s) ∈ L(i)). Якщо
ж λ1 — тотожно кратний корiнь визначального рiвняння, то в розвиненнi (33) зберiгати-
меться тiльки перший член, а для знаходження наступних членiв треба використати нове
рiвняння розгалуження, виконавши в (16) замiну λ = λ1x

− r
m + η. Якщо вiдповiдне визна-

чальне рiвняння матиме знову кратний корiнь, то процедуру слiд повторити, i так далi.
При цьому для кожної ланки дiаграми Ньютона можна побудувати стiльки розв’язкiв

рiвняння (16), якою є довжина проекцiї цiєї ланки на вiсь абсцис. Згiдно з (17) кiлькiсть
таких розв’язкiв рiвняння (16), враховуючи нульовi, дорiвнює p, тому що на осi абсцис
знаходиться точка (p; 0).

Аналогiчним способом можна знайти розв’язки другого рiвняння розгалуження (28).
Розглянемо деякi випадки, пов’язанi з поведiнкою коефiцiєнтiв рiвняння (16).
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Рис. 2

Якщо виконується умова

L01 = − (Γ1ϕ,ψ) = − (A1ϕ,ψ) + λ0 (B1ϕ,ψ) 6= 0, (34)

то вiдповiдна дiаграма Ньютона матиме вигляд вiдрiзка, який сполучає точки (0; 1) i (p; 0)

(рис. 2). Нахил цiєї дiаграми дорiвнює
1

p
, а вiдповiдне визначальне рiвняння λp1−(Γ1ϕ,ψ) =

= 0 має p простих, вiдмiнних вiд нуля, коренiв:

λ
(j)
1 = p

√
(Γ1ϕ,ψ) = p

√
|(Γ1ϕ,ψ)| exp

(
i
arg (Γ1ϕ,ψ) + (j − 1) 2π

p

)
, j = 1, p.

Звiдси випливає таке твердження.

Теорема 3. Якщо ((A1 − λ0B1)ϕ,ψ) 6= 0, то система рiвнянь (1) має p формальних
розв’язкiв вигляду (5), в яких функцiя λ(x) та вектор u(x) зображуються формальними
розвиненнями за степенями µ = p

√
x:

λ (x) =

∞∑
i=1

µ−iλi, u (x) = ϕ+

∞∑
i=1

µ−iui.

Зазначимо, що це твердження було доведено iншим способом у роботi [3]. Якщо умо-
ва (34) не виконується, тобто

((A1 − λ0B1)ϕ,ψ) = 0, (35)

але

L02 = ((Γ1HΓ1 − Γ2)ϕ,ψ) 6= 0,

(36)
L11 = ((B1 −B0HΓ1 − Γ1HB0)ϕ,ψ) 6= 0,
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Рис. 3

i p ≥ 3, то вiдповiдно дiаграма Ньютона складається з двох ланок (рис. 3). Нахили цих

ланок дорiвнюють 1 i
1

p− 1
, а вiдповiднi визначальнi рiвняння

L02 + λ1L11 = 0, L11 + λp−11 = 0

мають лише простi, вiдмiннi вiд нуля, коренi. Тому в цьому випадку p− 1 розв’язкiв систе-

ми (1) можна побудувати у виглядi розвинень за степенями x−
1

p−1 й один розв’язок — за
цiлими степенями x.

Отже, справедлива така теорема.

Теорема 4. Якщо виконуються умови (35), (36), то система рiвнянь (1) має p фор-
мальних розв’язкiв вигляду (5), в яких функцiя λ(x) та вектор-функцiя u(x) зображу-
ються у виглядi формальних розвинень

λ(1) (x) =
∞∑
i=1

x−iλi, u(1) (x) = ϕ+
∞∑
i=1

x−iui,

λ(j) (x) =
∞∑
i=1

µ−iλ
(j)
i , u(j) (x) = ϕ+

∞∑
i=1

µ−iu
(j)
i , j = 2, p, µ = p−1

√
x.

Аналогiчно можна дослiдити також iншi випадки, коли умови (35), (36) не викону-
ються.

Аналiз рiвняння розгалуження (28) дає змогу зробити такi висновки:
1) згiдно з (30) це рiвняння має q розв’язкiв з урахуванням нульових, оскiльки на осi

абсцис завжди знаходиться точка (q; 0);
2) оскiльки при побудовi розв’язкiв другої групи нульовi розв’язки рiвняння розгалу-

ження вiдкидаються, то розв’язкiв другої групи може бути менше q. Їх кiлькiсть дорiвнює
q − s, де s — кратнiсть нульового кореня рiвняння (28);

3) як випливає з методу дiаграм Ньютона, якщо

Mks

[
ξk
]
≡ 0 при k < s, Mst [ξs] 6= 0 при деякому t,
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Рис. 4

то рiвняння розгалуження (28) має нульовий розв’язок кратностi s i q − s ненульових
розв’язкiв. Можна показати, що ця умова еквiвалентна наявностi в матрицi B(x) жорда-
нового ланцюжка завдовжки s вiдносно оператораK(x). Отже, всього можна побудувати
p+ q−n = n− s лiнiйно незалежних розв’язкiв системи рiвнянь (1), де s — довжина жор-

данового ланцюжка матрицi B(x) вiдносно оператора
(
A− x−hB d

dx

)
, що узгоджується

зi структурою точного загального розв’язку виродженої лiнiйної системи, встановленого
в теоремi 2.2 iз [7].

Проаналiзуємо деякi випадки, якi зустрiчаються при побудовi розв’язкiв другої групи.
Якщо виконується умова

M01 = −
(
B1ϕ̃, ψ̃

)
6= 0, (37)

то вiдповiдна дiаграма Ньютона матиме вигляд вiдрiзка, який сполучає точки (0; 1) i (q; 0)

(рис. 4). Нахил цiєї дiаграми дорiвнює
1

q
, а вiдповiдне визначальне рiвняння ξq0−

(
B1ϕ̃, ψ̃

)
=

= 0 має q простих, вiдмiнних вiд нуля, коренiв:

ξ
(j)
0 = q

√(
B1ϕ̃, ψ̃

)
= q

√∣∣∣(B1ϕ̃, ψ̃
)∣∣∣ exp

iarg
(
B1ϕ̃, ψ̃

)
+ (j − 1) 2π

p

 , j = 1, q.

Звiдси випливає таке твердження.

Теорема 5. Якщо
(
B1ϕ̃, ψ̃

)
6= 0, то система рiвнянь (1) має q формальних розв’язкiв

вигляду (20), в яких функцiя ξ(x) та вектор w(x) зображуються формальними розвине-

ннями за степенями ν = x
1
q :

ξ (x) =
∑
i≥0

ν−iξi, w (x) = ϕ̃+
∑
i≥1

ν−iwi.
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Рис. 5

Якщо умова (37) не виконується, тобто(
B1ϕ̃, ψ̃

)
= 0, (38)

але

M02 =
(

(B1GB1 −B2) ϕ̃, ψ̃
)
6= 0,

(39)

M11 =
(

(A1 −A0GB1 −B1GA0) ϕ̃, ψ̃
)
6= 0,

i q ≥ 3, то вiдповiдно дiаграма Ньютона складається з двох ланок (рис. 5).

Нахили цих ланок дорiвнюють 1 i
1

q − 1
, а вiдповiднi визначальнi рiвняння

M02 + ξ0M11 = 0, M11 + ξq−10 = 0

мають лише простi, вiдмiннi вiд нуля, коренi. Тому в цьому випадку q− 1 розв’язкiв систе-

ми (1) можна побудувати у виглядi розвинень за степенями x−
1

q−1 й один розв’язок — за
цiлими степенями x.

Отже, справедлива така теорема.

Теорема 6. Якщо виконуються умови (38), (39), то система рiвнянь (1) має q фор-
мальних розв’язкiв вигляду (20), в яких функцiя ξ(x) та вектор-функцiя w(x) зображу-
ються у виглядi формальних розвинень

ξ(1) (x) =
∞∑
i=0

x−iξi, w(1) (x) = ϕ̃+
∞∑
i=1

x−iwi,

ξ(j) (x) =
∞∑
i=0

ν−iξ
(j)
i , w(j) (x) = ϕ̃+

∞∑
i=1

ν−iw
(j)
i , j = 2, q, ν = q−1

√
x.

Аналiзуючи коефiцiєнти M0s, s ≥ 1, при x → ∞, x ∈ S, приходимо до висновку,
що матриця B(x) неособлива при досить великих x тодi i тiльки тодi, коли хоча б один iз
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Рис. 6

коефiцiєнтiв M0s вiдмiнний вiд нуля. Отже, наявнiсть хоча б однiєї точки на осi Os забез-
печує неособливiсть матрицi B(x) й одночасно iснування q розв’язкiв другої групи.

Розглянемо випадок, коли матриця B(x) є виродженою при x → ∞, тобто

M0s = 0 ∀s ≥ 1. (40)

Нехай

M11 =
(
A1ϕ̃, ψ̃

)
6= 0. (41)

Тодi вiдповiдна дiаграма Ньютона має вигляд вiдрiзка, що сполучає точки (1; 1) i (q; 0)
(рис. 6).

Нахил цього вiдрiзка дорiвнює
1

q − 1
, а вiдповiдне визначальне рiвняння

M11 + ξq−10 = 0

має q − 1 простих, вiдмiнних вiд нуля, коренiв. Отже, справедлива така теорема.

Теорема 7. Якщо виконуються умови (40), (41), то система рiвнянь (1) має q−1 фор-
мальних розв’язкiв вигляду (20), де функцiя ξ(x) та вектор w(x) зображуються фор-

мальними розвиненнями за степенями ν = x
1

q−1 :

ξ (x) =
∞∑
i=0

ν−iξi, w (x) = ϕ̃+
∞∑
i=1

ν−iwi.

Слiд зазначити, що побудованi розв’язки системи рiвнянь (1) лiнiйно незалежнi при

досить великих x → ∞, оскiльки вектори u(x) є власними векторами оператора
(
A(x)−

−x−hB(x)
d

dx

)
вiдносно оператора B(x), якi вiдповiдають власним значенням λ0 + λ(x),
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а w(x) — власнi вектори оператора B(x) вiдносно оператора
(
A(x) − x−hB(x)

d

dx

)
, що

вiдповiдають власним значенням ξ(x).
Використовуючи методи [7], можна довести, що побудованi вище формальнi розв’яз-

ки системи рiвнянь (1) є асимптотичними розвиненнями точних розв’язкiв цiєї системи,
що утворюють її загальний розв’язок.
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