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For an even order dynamical system in the Frobenius form, we find a canonic form of its mechanical
counterpart. The matrix for transformation to such a form does not depend on the parameters of the
transformed system, hence the obtained result can be extended to a class of pseudolinear nonstationary
systems.

Для динамической системы четного порядка в форме Фробениуса найдена ее каноническая фор-
ма механической аналогии. Матрица преобразования к такой форме не зависит от параметров
преобразованных систем, поэтому полученный результат можно распространить на класс
псевдолинейных нестационарных систем.

Роботу присвячено побудовi фробенiусової канонiчної форми матриць механiчної анало-
гiї для лiнiйних та нелiнiйних систем парного порядку.

Нелiнiйна система. Розглянемо нелiнiйнi динамiчнi системи у псевдолiнiйному виглядi

ẋ = A(x, t)x+ b(x, t)u, x(t0) = x0, (1)

де x ∈ R2n — вектор стану системи, A(x, t) ∈ R2n×2n — матриця коефiцiєнтiв системи,
b(x, t) ∈ R2n×1 — вектор розподiлу керувань. Будемо припускати, що матриця A(x, t) i
вектор b(x, t) рiвномiрно обмеженi та мають рiвномiрно обмеженi частиннi похiднi до-
вiльного порядку до 4n− 1 включно, а також рiвномiрну повну керованiсть пари (A(x, t),
b(x, t)) [1].

Канонiчну фробенiусову форму матриць механiчної аналогiї будемо знаходити з фор-
ми Фробенiуса [2]. Для цього спочатку наведемо теорему 1 iз роботи [3] про iснування та
єдинiсть перетворення

y = S(x, t)x, (2)

яке забезпечує для матрицi A(x, t) коефiцiєнтiв системи (1) форму Фробенiуса. Зазначи-
мо, що в явному виглядi матрицю S(x, t) ∈ R2n×2n перетворення (2) отримано в [1].

Теорема 1 [1]. Для iснування та єдиностi перетворення (2) необхiдною i достатньою
є повна рiвномiрна невиродженiсть матрицi керованостi W (x, t) системи (1), тобто
виконання умови

∃ ε > 0 : |det W (x, t)| > ε,
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де
W (x, t) = |b(x, t), L1(x, t)b(x, t), . . . , Ln−1(x, t)b(x, t)|,

Li(x, t) — матриця похiдної Лi, тобто матриця i-ї похiдної вiд вектора x(t) в силу одно-
рiдної системи ẋ = A(x, t)x.

Якщо справджується теорема 1, то матриця системи (1) перетворенням (2) зводиться
до форми Фробенiуса

ẏ = ÃF (y, t)y + b̃(y, t)u, y(t0) = y0, (3)

де

ÃF (y, t) =


0 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1

−a0(y, t) −a1(y, t) . . . −a2n−1(y, t)

 .
Лiнiйна система. Розглянемо лiнiйний стацiонарний випадок системи (1) парного по-

рядку у формi Кошi без керування

ẋ = Ãx, x(t0) = x0, (4)

де x ∈ R2n, Ã ∈ R2n×2n, t0 — початковий момент часу.
Якщо у матрицi Ã з (4) кожному рiзному власному значенню вiдповiдає лише одна

жорданова клiтина, то її можна звести за допомогою деякого невиродженого перетворен-
ня y = Sx, S ∈ R2n×2n до канонiчної форми Фробенiуса [4 – 6]

ÃF = SÃS−1 =


0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1
−a0 −a1 . . . −a2n−1

 .
Тут ai, i = 0, 2n− 1, — коефiцiєнти характеристичного многочлена

f̃(λ) = λ2n + a2n−1λ
2n−1 + . . .+ a1λ+ a0 (5)

матрицi ÃF , тому матрицю ÃF ще називають супроводжуючою матрицею [2].
Вiдомо, що з (4) при виконаннi умови rang (Ã − λiI) ≥ n ∀λi [7] за допомогою неви-

родженого лiнiйного перетворення y = Tx, T ∈ R2n×2n, можна отримати систему[
ẏ1
ẏ2

]
=

[
O I
−C −B

] [
y1
y2

]
, y =

[
y1
y2

]
, y(t0) = y0, (6)

де yi ∈ Rn, B, C ∈ Rn×n, I — одинична матриця, O — нульова матриця.

Означення 1. Механiчною аналогiєю системи (4) називається система n диференцi-
альних рiвнянь другого порядку

z̈ +Bż + Cz = 0, z(t0) = z01, ż(t0) = z02,
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яку отримано з (6), де
[
z
ż

]
=

[
y1
y2

]
= y, z ∈ Rn.

Матрицi B та C традицiйно iнтерпретують [8] як суму матриць дисипативних i гiро-
скопiчних та консервативних (потенцiальних) i неконсервативних сил вiдповiдно.

Канонiчна фробенiусова форма матриць механiчної аналогiї. Розглянемо систему (4)
у формi Фробенiуса

ẋ = ÃF x, x(t0) = x0, (7)

та побудуємо для неї канонiчну фробенiусову форму механiчної аналогiї.

Означення 2. Якщо матрицi −C та −B з (6) мають вигляд

−C = CF =


0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1
−c0 −c1 . . . −cn−1

 ,

−B = BF =


0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1
−b0 −b1 . . . −bn−1

 ,
то матрицю

AF =

[
0 I
CF BF

]
(8)

будемо називати канонiчною фробенiусовою формою механiчної аналогiї (6) лiнiйної
стацiонарної системи парного порядку (7).

Аналогiчно формулюється означення для нестацiонарної нелiнiйної системи (3). Для
(7) отримаємо алгоритм побудови канонiчної фробенiусової форми механiчної аналогiї
(8) за допомогою деякого невиродженого лiнiйного перетворення

v = Mx, M ∈ R2n×2n. (9)

Спочатку знайдемо зв’язок мiж коефiцiєнтами ai, i = 0, 2n− 1, та cj , bj , j = 0, n− 1,
при умовi, що характеристичнi многочлени f(λ) та f̃(λ) матриць AF i ÃF вiдповiдно збi-
гаються.

Лема. Нехай f̃(λ) = f(λ), тодi зв’язок мiж коефiцiєнтами ak з ÃF та ci, bi з AF буде
таким:

ak =
n−1∑
i=0

[(
n− i− 1
k − 2i

)
ci +

(
n− i− 1
k − 2i− 1

)
bi

]
, k = 0, 2n− 1, (10)
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де
(
p
q

)
обчислюється за формулою

(
p
q

)
=


p!

q!(p− q)!
, якщо p ≥ q ≥ 0,

0 — у протилежному випадку.

Доведення. Розглянемо визначник матрицi λI −AF . Легко показати [2], що

f(λ) = |λI −AF | =
∣∣∣∣ λI −I
−CF λI −BF

∣∣∣∣ = |λ2I − λBF − CF | =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ2 −(λ+ 1) . . . 0
0 λ2 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . −(λ+ 1)

b0λ+ c0 b1λ+ c1 . . . λ2 + bn−1λ+ cn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (11)

Розкладемо визначник (11) за останнiм рядком:

f(λ) = (−1)2n(λ2 + bn−1λ+ cn−1)λ
2n−2+

+ (−1)2n−1(bn−2λ+ cn−2)λ
2n−4(−1)1(λ+ 1) + . . .

. . .+ (−1)n+2(b1λ+ c1)λ
2(−1)n−2(λ+ 1)n−2+

+ (−1)n+1(b0λ+ c0)(−1)n−1(λ+ 1)n−1 =

= λ2n +
n−1∑
i=0

(biλ+ ci)λ
2i(λ+ 1)n−i−1. (12)

При розкладi ми врахували той факт, що визначник верхньої трикутної матрицi дорiв-
нює добутку елементiв головної дiагоналi. Пiдставивши в (12) замiсть (λ+ 1)i розклад за
елементами λ [9]

(λ+ 1)i =

i∑
j=0

(
i
j

)
λj ,

отримаємо

f(λ) = λ2n +

n−1∑
i=0

(biλ+ ci)λ
2i

n−i−1∑
j=0

(
n− i− 1

j

)
λj =

= λ2n +

n−1∑
i=0

n−i−1∑
j=0

(
n− i− 1

j

)
(biλ+ ci)λ

2i+j . (13)
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У виразi (13) введемо новий iндекс k :

k = 2i+ j ⇒ j = k − 2i.

Оскiльки i = 0, n− 1, j = 0, n− i− 1, то iндекс k = 0, 2n− 2. Тодi (13) набере вигляду

f(λ) = λ2n +
2n−2∑
k=0

λk
n−1∑
i=0

(
n− i− 1
k − 2i

)
(biλ+ ci) =

= λ2n +

2n−1∑
k=0

λk
n−1∑
i=0

[(
n− i− 1
k − 2i

)
ci +

(
n− i− 1
k − 2i− 1

)
bi

]
. (14)

Порiвнюючи (14) та (5), отримуємо (10).
Лему доведено.

З леми, зокрема, випливає, що a0 = c0, a2n−1 = bn−1.

Знайдемо в аналiтичному виглядi матрицю перетворення (9). Нехай матрицiAF та ÃF

є довiльними, тодi справджується наступна теорема.

Теорема 2. Якщо характеристичнi многочлени f(λ) i f̃(λ) матриць AF i ÃF вiдповiд-
но збiгаються, то данi матрицi подiбнi. При цьому елементи матрицi перетворення M
обчислюються за формулами

mik =

(
n− i

k − 2i+ 1

)
, mn+i,k =

(
n− i
k − 2i

)
,

(15)
i = 1, n, k = 1, 2n.

Доведення. Побудуємо таку невироджену матрицю перетворення M = {mij}2n1 , для
якої буде виконуватися рiвнiсть

AF = MÃFM
−1. (16)

Оскiльки f(λ) = f̃(λ), то згiдно з лемою виконується рiвнiсть (10), яку можна записати у
виглядi

−ak = [cT bT ]αk, k = 0, 2n− 1, (17)

де

c =

 −c0
...

−cn−1

 ∈ Rn×1, b =

 −b0
...

−bn−1

 ∈ Rn×1,

αT
k =

[ (
n− 1
k

)
. . .

(
0

k − 2n+ 2

) (
n− 1
k − 1

)
. . .

(
0

k − 2n+ 1

) ]
∈ R1×2n.
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Якщо позначити

M0 = [α0, . . . , α2n−1], aT = [−a0, . . . ,−a2n−1],

то (17) можна записати у матричнiй формi

aT = [cT bT ]M0. (18)

З (15) – (18) випливає, що матриця M0 збiгається з матрицею M.

Далi покажемо, що M0 = M задовольняє (16). З (17) отримуємо a2n−1 = bn−1, тобто
останнiй стовпчик матрицi M0 дорiвнює одиничному вектору e2n. З iншого боку, для k =
= 0, 2n− 2 маємо k < 2i+1 при i = n−1, томуm2n,j = 0 для j = 1, 2n− 1.Отже, матриця
M0 має вигляд

M0 =

[
M11 0
0 1

]
,

з урахуванням якого легко записати спiввiдношення

W = M−1
0 AFM0 =

[
H
aT

]
, (19)

деH ∈ R2n−1×2n — деяка матриця. Iз (19) видно, що характеристичний многочлен i остан-
нiй рядок матрицiW збiгаються з характеристичним многочленом i останнiм рядком мат-
рицi ÃF , тому W = ÃF , як супроводжуюча матриця [2].

Теорему 2 доведено.
В загальному випадку з рiвностi характеристичних многочленiв двох матриць не ви-

пливає їх подiбнiсть. Але, згiдно з теоремою 2, для довiльних матриць спецiального ви-
гляду ÃF i AF це твердження є справедливим. Крiм цього, матриця перетворення M має
кiлька цiкавих властивостей та певним чином пов’язана з теорiєю графiв (детальнiше
див. у роботi [10]).

Знайдемо обернену матрицю M−1 = {m−
ij}2n1 = [β1, β2, . . . , β2n] перетворення (16).

Для цього помножимо (18) на неї справа. Отриману рiвнiсть

aTM−1 = [cT bT ]MM−1

запишемо повекторно

aTβk = [cT bT ]Mβk =


ck, k = 0, n− 1,

bk−n, k = n, 2n− 1,

або в розгорнутому виглядi

n∑
i=1

ci−1

2n∑
j=1

mijm
−
jk + bi−1

2n∑
j=1

mn+i,jm
−
jk

 =


ck−1, k = 1, n,

bk−n−1, k = n+ 1, 2n.
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Звiдси маємо [10] такi спiввiдношення для елементiв M−1 :

m−
ij = (−1)i+1

(
n+ j − i− 1
2j − i− 1

)
, i = 1, 2n, j = 1, n,

m−
ij = (−1)i

(
j − i− 1

2j − 2n− i

)
, i = 1, 2n, j = n+ 1, 2n, (20)

i+ j < 4n, m−
2n,2n = 1.

Таким чином, з (20) обчислюється вся матриця M−1. Зазначимо, що процес знахо-
дження елементiв матриць M i M−1 можна оптимiзувати завдяки їх спецiальним структу-
рам [10].

Матриця M перетворення до канонiчної фробенiусової форми AF не залежить вiд
параметрiв перетворюваної матрицi ÃF .Така властивiсть матрицi перетворення дозволяє
перенести теоретичнi результати на нестацiонарнi нелiнiйнi системи. Вiдповiднi матрицi
механiчної аналогiї наберуть вигляду

AF (y, t) =

[
O I

CF (y, t) BF (y, t)

]
.

Застосування. Використаємо фробенiусову канонiчну форму механiчної аналогiї та
теорему Тета – Томсона – Четаєва [8] при дослiдженнi стiйкостi механiчної системи.

Теорема 3 (Тета – Томсона – Четаєва). Додавання до системи довiльних гiроскопiчних
i дисипативних сил (з додатним опором) зберiгає стiйкiсть її рiвноваги за умови, що ця
система стiйка лише при потенцiальних силах.

Якщо в системi (6) матрицю коефiцiєнтiв звести до канонiчної форми AF , то вiдпо-
вiдна механiчна аналогiя набере вигляду

z̈ −BF ż − CF z = 0. (21)

Помноживши (21) злiва на P = P T > 0, отримаємо механiчну аналогiю загального ви-
гляду

P z̈ − PBF ż − PCF z = 0. (22)

Для застосування теореми 3 знайдемо симетричну додатно визначену матрицю P таку,
щоб матриця PCF була симетричною i вiд’ємно визначеною. Розкладемо PCF на симет-
ричну i кососиметричну складовi:

PCF =
PCF + CT

FP

2
+
PCF − CT

FP

2
.

Тодi для визначення шуканої матрицi P отримаємо спiввiдношення

PCF + CT
FP = −2Q,

(23)

PCF − CT
FP = O,
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де Q — деяка невiдома симетрична додатно визначена матриця. Згiдно з [11] система (23)
еквiвалентна наступнiй:

P = −QC−1
F , (24)

CT
FQ−QCF = O. (25)

Рiвняння (25), завдяки кососиметричностi матрицiCT
FQ−QCF , має

n(n− 1)

2
рiвнянь щодо

n(n+ 1)

2
невiдомих елементiв матрицi Q. Надлишковi змiннi в подальшому можуть бути

використанi для надання додатної визначеностi матрицi Q.
Зауважимо, що матричне рiвняння типу (25) i його узагальнення було розглянуто у

роботах [5, 12], де дослiджено умови його розв’язностi. Зокрема, умовою iснування си-
метричного розв’язку Q > 0 є наявнiсть лише дiйсного вiд’ємного спектра матрицi CF .
Пiсля розв’язання системи (24), (25) отримуємо одночасну симетричнiсть та додатну ви-
значенiсть P та Q. Звiдси випливає, що матриця PCF = −Q в механiчнiй аналогiї загаль-
ного вигляду (22) буде вiд’ємно визначеною.

Таким чином, канонiчна фробенiусова форма механiчної аналогiї, в порiвняннi з за-
гальним випадком, дозволяє значно спростити дослiдження стiйкостi. Дiйсно, нехай ма-
триця−CF має додатний спектр, що можна перевiрити, зокрема, теоремою Сiльвестра [9].

Перевiримо симетричну частину −PBF + (PBF )
T

2
матрицi −PBF . Якщо вона є додат-

но визначеною матрицею (тобто вiдповiдає дисипативним силам з додатним опором), то
матриця ÃF вдвiчi бiльшого порядку буде стiйкою згiдно з теоремою 3.

Зазначимо, що фробенiусова форма матриць BF , CF та простий запис оберненої мат-
рицi CF дозволяють отримати в явному виглядi матрицю QC−1

F BF = V = {vij}n1 . Оскiль-
ки P = −QC−1

F , то

−PBF + (PBF )
T

2
= −V + V T

2
,

де

vij = qi1

(
−cj−1

c0
+
bj−1

c0

)
+ qij , qij = qji, i, j = 1, n, Q = {qij}n1 .

Приклад. Задано матрицю механiчної аналогiї 4-го порядку в канонiчнiй формi

AF =


0 0 1 0
0 0 0 1
0 1 0 1
−c0 −c1 −b0 −b1

 .
Знайти достатнi умови стiйкостi матрицi AF .

Згiдно з умовою задачi

−CF =

[
0 −1
c0 c1

]
.
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Матрицю Q шукаємо у виглядi [5]

Q =

 q212
q22

+ k q12

q12 q22

 . (26)

Матриця (26) при додатних значеннях q22 i параметра k буде додатно визначеною. З рiв-
няння (25) отримаємо кососиметричну матрицю 0 −c0q22 −

q212
q22
− k + c1q12 = 0

c0q22 +
q212
q22

+ k − c1q12 0

 = 0,

з якої знаходимо

k = −c0q
2
22 + q212 − c1q12q22

q22
.

Розв’яжемо нерiвнiсть k > 0 вiдносно q12, пiсля чого отримаємо

q12 ∈

(
c1 −

√
c21 − 4c0
2

q22,
c1 +

√
c21 − 4c0
2

q22

)
. (27)

Отже, якщо для матрицi CF виконуються умови

c21 − 4c0 > 0, c1 > 0, c0 > 0,

то для всiх значень параметра q12 з промiжку (27) матрицi Q, P та −PCF ,

−PCF =

 q212
q22

+ k q12

q12 q22

 ,
будуть симетричними додатно визначеними. Насамкiнець необхiдно перевiрити симет-
ричну частину

−PBF + (PBF )
T

2

матрицi −PBF . Якщо вона є додатно визначеною матрицею (тобто вiдповiдає дисипа-
тивним силам з додатним опором), то матриця ÃF вдвiчi бiльшого порядку буде стiйкою
згiдно з теоремою 3.

Висновки. Наведенi в статтi дослiдження дозволяють знаходити матрицi еквiвалент-
ного перетворення канонiчних форм Фробенiуса, якi не залежать вiд параметрiв перетво-
рюваних динамiчних систем. Така властивiсть матрицi перетворення дозволяє перенести
теоретичнi результати на нестацiонарнi нелiнiйнi системи. Канонiчну форму механiчної
аналогiї можна застосувати для спрощення дослiдження стiйкостi еквiвалентної лiнiйної
стацiонарної системи вдвiчi бiльшого порядку.
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