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СЛАБКОЗБУРЕНI СИСТЕМИ ЛIНIЙНИХ
IНТЕГРО-ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

I. А. Головацька

Iн-т математики НАН України
Україна, 01601, Київ, вул. Терещенкiвська, 3

We obtain conditions for bifurcation, at the point ε = 0, of solutions of weakly perturbed systems of
linear integro-differential equations on the line segment [a, b].A converging iteration procedure for finding
a solution as a partial sum of the Laurent series is proposed.

Получены условия бифуркации из точки ε = 0 решений слабовозмущенных систем линейных
интегро-дифференциальных уравнений на отрезке [a, b].Предложена сходящаяся итерационная
процедура нахождения решений в виде части ряда Лорана.

1. Постановка задачi. Вивченню умов iснування розв’язкiв систем лiнiйних iнтегро-ди-
ференцiальних рiвнянь i побудовi методiв вiдшукання розв’язкiв таких задач присвячено
роботи [1 – 3].

Розглянемо систему iнтегро-диференцiальних рiвнянь зi збуренням вигляду

ẋ(t)− Φ(t)

b∫
a

[A(s)x(s) +B(s)ẋ(s)] ds = f(t) + ε

b∫
a

[K(t, s)x(s) +K1(t, s)ẋ(s)] ds. (1)

Припустимо, що A(t), B(t) — (m×n)-, Φ(t) — (n×m)-, f(t) — (n× 1)-, K(t, s) i K1(t, s) —
(n× n)-вимiрнi матрицi, компоненти яких належать простору L2[a, b]; стовпчики матрицi
Φ(t) лiнiйно незалежнi на [a, b].

Будемо вважати, що породжуюча система

ẋ(t)− Φ(t)

b∫
a

[A(s)x(s) +B(s)ẋ(s)] ds = f(t), (2)

яку отримаємо з (1) при ε = 0, нерозв’язна, тобто встановлений у роботi [1] критерiй
розв’язностi неоднорiдної системи (2) не виконується. Вiдповiдно

b̃ =

b∫
a

[
A(s)f̃(s) +B(s)f(s)

]
ds, f̃(t) =

t∫
a

f(s) ds,

Ψ(t) =

t∫
a

Φ(s) ds, Ψ0(t) = [Ψ(t), In] ,
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In — одинична матриця порядку n,

D =

Im − b∫
a

[A(s)Ψ(s) +B(s)Φ(s)] ds,−
b∫
a

A(s) ds


— вiдома (m × (m + n))-вимiрна матриця, PD — ортопроектор на ядро матрицi D, PDr1

— ((m + n) × r1)-вимiрна матриця, яка складається з повної системи r1 лiнiйно неза-
лежних стовпчикiв матрицi-ортопроектора PD, r1 = m + n − n1 > 0, d1 = m − n1,
n1 = rankD, Xr1(t) = Ψ0(t)PDr1

, Xr1(t) — (n × r1)-вимiрна матриця, PD∗ — ортопро-
ектор на ядро матрицi D∗, PD∗

d1
— (d1 × m)-вимiрна матриця, яка складається з повної

системи d1 лiнiйно незалежних рядкiв матрицi-проектора PD∗ , D+ — псевдообернена (за
Муром – Пенроузом) [3] до D матриця.

Теорема 1. Нехай rankD = n1.Система iнтегро-диференцiальних рiвнянь (2) є розв’яз-
ною тодi i тiльки тодi, коли функцiя f(t) задовольняє умову

PD∗
d1
b̃ = 0.

При виконаннi цiєї умови система (2) має r1-параметричну сiм’ю розв’язкiв

x(t) = Xr1(t)cr1 + F (t), F (t) = f̃(t) + Ψ0(t)D
+b̃.

Отже, припустимо, що умова PD∗
d1
b̃ = 0 не виконується.

Виникає питання: чи можна за допомогою лiнiйного збурення звести систему (2) до
розв’язної ? А якщо можна, то якими повиннi бути складовi збурених матриць K(t, s),
K1(t, s) в iнтегро-диференцiальнiй системi (1), щоб вона стала розв’язною при довiльних
неоднорiдностях f(t) ∈ L2[a, b]?

2. Основний результат. Розв’язок системи (1) будемо шукати у класi вектор-функцiй
x(t) таких, що

x = x(t, ε) : x(·, ε) ∈ D2[a, b], ẋ(·, ε) ∈ L2[a, b], x(t, ·) ∈ C(0, ε0].

Буде показано, що iснування розв’язку задачi (1) iстотно залежить вiд (d1 × r1)-вимiрної
матрицi

B0 := PD∗
d1

 b∫
a

A(s)

s∫
a

b∫
a

[
K(τ, s)Xr1(s) +K1(τ, s)Ẋr1(s)

]
ds dτ +

+ B(s)

b∫
a

[
K(s, τ)Xr1(τ) +K1(s, τ)Ẋr1(τ)

]
dτ

 ds
 .
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Теорема 2. Нехай rankB0 = n2 < d1 i система iнтегро-диференцiальних рiвнянь (1)
зi збуренням задовольняє вказанi вище умови так, що породжуюча (ε = 0) система (2)
не є розв’язною. Тодi якщо виконується умова

PB∗
0
PD∗

d1
= 0, (3)

то система (1) має ρ-параметричну (ρ = n + m − n1 − n2) сiм’ю розв’язкiв у виглядi
збiжного ряду при фiксованому ε ∈ (0; ε∗] :

x(t, ε) =
∞∑

k=−1
εkxk(t, cρ) ∀cρ ∈ Rρ ∀t ∈ [a, b]. (4)

Доведення. Для доведення даного факту застосуємо метод Вiшика – Люстерника [4],
який дозволяє знайти ефективнi коефiцiєнти умови виникнення розв’язкiв системи (1)
для будь-якого t ∈ [a, b] у виглядi частини ряду Лорана за степенями малого параметра ε :

x(t, ε) =
∞∑

k=−1
εkxk(t, cρ) =

x−1(t, cρ)

ε
+ x0(t, cρ) + εx1(t, cρ) + ε2x2(t, cρ) + . . . . (5)

Пiдставимо ряд (5) у систему (1) i зрiвняємо коефiцiєнти при однакових степенях ε.
При ε−1 для знаходження x−1(t) отримаємо однорiдну систему

ẋ−1(t)− Φ(t)

b∫
a

[A(s)x−1(s) +B(s)ẋ−1(s)] ds = 0.

Згiдно з [3] однорiдна система iнтегро-диференцiальних рiвнянь завжди має r1 лiнiйно
незалежних розв’язкiв x−1(t, c−1) = Xr1(t)c−1, де r1 — вимiрний вектор, стовпчик c−1 ∈
∈ Rr1 буде визначено з умови розв’язностi рiвняння вiдносно x0(t).

При ε0 для визначення x0(t) одержимо систему

ẋ0(t)− Φ(t)

b∫
a

[A(s)x0(s) +B(s)ẋ0(s)] ds = f−1(t), (6)

де f−1(t) = f(t) +

∫ b

a
[K(t, s)x−1(s, c−1) +K1(t, s)ẋ−1(s, c−1)] ds.

Умова розв’язностi системи (6) має вигляд PD∗
d1
b̃−1 = 0, де b̃−1 =

∫ b

a
[A(s)f̃−1(s) +

+B(s)f−1(s)] ds, f̃−1(t) =

∫ t

a
f−1(s) ds. Пiдставимо значення b̃−1 у вказану умову розв’яз-
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ностi:

PD∗
d1

 b∫
a

A(s)

s∫
a

b∫
a

[
K(τ, s)Xr1(s) +K1(τ, sẊr1(s)

]
ds dτ +

+ B(s)

b∫
a

[
K(s, τ)Xr1(τ) +K1(s, τ)Ẋr1(τ)

]
dτ

 ds
 c−1 =

= −PD∗
d1

b∫
a

[
A(s)f̃(s) +B(s)f(s)

]
ds.

Звiдси отримаємо алгебраїчну систему вiдносно c−1 ∈ Rr1 :

B0c−1 = −PD∗
d1
b̃, (7)

де

B0 := PD∗
d1

 b∫
a

A(s)

s∫
a

b∫
a

[
K(τ, s)Xr1(s) +K1(τ, s)Ẋr1(s)

]
ds dτ +

+ B(s)

b∫
a

[
K(s, τ)Xr1(τ) +K1(s, τ)Ẋr1(τ)

]
dτ

 ds
 .

Для того щоб система (7) була розв’язною для довiльних неоднорiдностей f(t) ∈ L2[a; b],
достатньо, щоб виконувалась умова PB∗

0
PD∗

d1
= 0. Тодi

c̄−1 := −B+
0 PD∗

d1
b̃, c−1 = c̄−1 + Pρcρ ∀cρ ∈ Rρ,

де B+
0 — псевдообернена до B0 матриця. У цьому випадку система вiдносно x−1(t) має

ρ-параметричну сiм’ю розв’язкiв

x̄−1(t, c̄−1) := Xr1(t)c̄−1, x−1(t, cρ) = x̄−1(t, c̄−1) +Xr1(t)Pρcρ ∀cρ ∈ Rρ.

Оскiльки rankPB0 = r1 − rankB0 = r1 − n2 = n − m − n1 − n2 = ρ, то (r1 × r1)-
вимiрну матрицю PB0 замiнимо на (r1 × ρ)-вимiрну матрицю Pρ, яка складена iз ρ лi-
нiйно незалежних стовпцiв матрицi PB0 , де PB0 — ортопроектор, який проектує простiр
Rr1 на kerB0. Система (6) при умовi PB∗

0
PD∗

d1
= 0 має r1-параметричну сiм’ю розв’язкiв

x0(t, c0) = Xr1(t)c0 + F−1(t), де c0 — r1-вимiрний вектор констант, який буде однозначно
визначено на наступному кроцi з умови розв’язностi системи для x1(t), F−1(t) — частин-
ний розв’язок, F−1(t) = f̃−1(t) + Ψ0(t)B

+
0 b̃. Методом пiдстановки отримаємо

F̄−1(t) := f̃(t) +

 t∫
a

b∫
a

[K(τ, s)Xr1(s) +K1(τ, s)Ẋr1(s)]dsdτ

 c̄−1 + Ψ0(t)B
+
0 b̃,
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L(t) :=

b∫
a

[K(t, s)Xr1(s) +K1(t, s)Ẋr1(s)] ds, F−1(t) = F̄−1(t) + L(t)Pρcρ ∀cρ ∈ Rρ.

При ε1 для знаходження x1(t) отримаємо лiнiйну неоднорiдну систему

ẋ1(t)− Φ(t)

b∫
a

[A(s)x1(s) +B(s)ẋ1(s)] ds =

b∫
a

[K(t, s)x0(s) +K1(t, s)ẋ0(s)] ds.

Нехай f0(t) :=

∫ b

a
[K(t, s)x0(s) +K1(t, s)ẋ0(s)] ds, тодi система матиме вигляд

ẋ1(t)− Φ(t)

b∫
a

[A(s)x1(s) +B(s)ẋ1(s)] ds = f0(t). (8)

Iз умови розв’язностi рiвняння (8)

PD∗
d1
b̃0 = 0, (9)

де b̃0 =

∫ b

a

[
A(s)f̃0(s) +B(s)f0(s)

]
ds, f̃0(t) =

∫ t

a
f0(s) ds, одержимо

PD∗
d1
b̃0 = PD∗

d1

 b∫
a

A(s)

s∫
a

b∫
a

[K(τ, s)x0(s) +K1(τ, s)ẋ0(s)] ds dτ +

+ B(s)

b∫
a

[K(s, τ)x0(τ) +K1(s, τ)ẋ0(τ)] dτ

 ds
 = 0.

Врахувавши, що

x0(t, c0) = Xr1(t)c0 + F−1(t),

M−1(t) :=

b∫
a

[
K(t, s)F̄−1(s) +K1(t, s)

˙̄F−1(s)
]
ds,

M̃−1(t) =

t∫
a

M−1(s)ds, L̃(t) =

t∫
a

L(s) ds,
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b̃0 =

 b∫
a

[
A(t)L̃(t) +B(t)L(t)

]
dt

 c0 +

b∫
a

[
A(t)M̃−1(t) +B(t)M−1(t)

]
dt+

+

 b∫
a

A(t)

t∫
a

b∫
a

[
K(τ, s)L̃(s) +K1(τ, s)L(s)

]
ds dτ +

+ B(t)

b∫
a

[
K(t, s)L̃(s) +K1(t, s)L(s)

]
ds

 dt
 Pρ cρ,

i пiдставивши b̃0 в умову (9), отримаємо алгебраїчну систему вiдносно c0

B0c0 = −PD∗
d1

 b∫
a

[
A(t)M̃−1(t) +B(t)M−1(t)

]
dt +

+

 b∫
a

A(t)

t∫
a

b∫
a

[
K(τ, s)L̃(s) +K1(τ, s)L(s)

]
ds dτ +

+ B(t)

b∫
a

[
K(t, s)L̃(s) +K1(t, s)L(s)

]
ds

 dt
Pρcρ

 ,

яка при виконаннi умови PB∗
0
PD∗

d1
= 0 має ρ-параметричну сiм’ю розв’язкiв

c̄0 := B+
0 PD∗

d1

b∫
a

[
A(t)M̃−1(t) +B(t)M−1(t)

]
dt,

D0 := Er1 −B+
0 PD∗

d1

 b∫
a

A(t)

t∫
a

b∫
a

[
K(τ, s)L̃(s) +K1(τ, s)L(s)

]
ds dτ +

+ B(t)

b∫
a

[
K(t, s)L̃(s) +K1(t, s)L(s)

]
ds

 dt
 ,

c0 = c̄0 +D0Pρcρ ∀cρ ∈ Rρ.

Тодi система (6) має ρ-параметричну сiм’ю розв’язкiв

x̄0(t, c̄0) := Xr1(t)c̄0 + F̄−1(t, c̄−1), X̄0(t) := Xr1(t)D0 + L̃(t),

x0(t, cρ) = x̄0(t, c̄0) + X̄0(t)Pρcρ ∀cρ ∈ Rρ.
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Система (8) при виконаннi умови PB∗
0
PD∗

d1
= 0 має r1-параметричну сiм’ю розв’язкiв

x1(t, c1) = Xr1(t)c1 + F0(t), де F0(t) = f̃0(t) + Ψ0(t)B
+
0 b̃0 — частинний розв’язок, c1 — r1-

вимiрний вектор констант, який буде однозначно визначено на наступному кроцi з умови
розв’язностi рiвняння для x2(t).

Як i у попередньому випадку, отримаємо

F̄0(t) :=

L̃(t) + Ψ0(t)B
+
0

b∫
a

[
A(t)L̃(t) +B(t)L(t)

]
dt

 c̄0+

+

M̃−1(t) + Ψ0(t)B
+
0

b∫
a

[
A(t)M̃−1(t) +B(t)M−1(t)

]
dt

 ,

H0(t) :=

t∫
a

b∫
a

[
K(τ, s)X̄0(s) +K1(τ, s)

˙̄X0(s)
]
ds dτ+

+ Ψ0(t)B
+
0

 b∫
a

A(t)

t∫
a

b∫
a

[
K(τ, s)X̄0(s) +K1(τ, s)

˙̄X0(s)
]
ds dτ +

+ B(t)

b∫
a

[
K(t, s)X̄0(s) +K1(t, s)

˙̄X0(s) ] ds

 dt
 ,

F0(t) = F̄0(t) +H0(t)Pρcρ ∀cρ ∈ Rρ.

При ε2 для знаходження x2(t) отримаємо лiнiйну неоднорiдну систему

ẋ2(t)− Φ(t)

b∫
a

[A(s)x2(s) +B(s)ẋ2(s)] ds =

b∫
a

[K(t, s)x1(s) +K1(t, s)ẋ1(s)] ds.

Нехай f1(t) =

∫ b

a
[K(t, s)x1(s) +K1(t, s)ẋ1(s)] ds, тодi система матиме вигляд

ẋ2(t)− Φ(t)

b∫
a

[A(s)x2(s) +B(s)ẋ2(s)] ds = f1(t). (10)

Методом пiдстановки знаходимо

f1(s) = L(s)c1 +

b∫
a

[
K(τ, s)F0(s) +K1(τ, s)Ḟ0(s)

]
ds, f̃1(t) =

t∫
a

f1(s) ds,
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b̃1 =

b∫
a

[
A(t)f̃1(t) +B(s)f1(t)

]
dt =

 b∫
a

[
A(t)L̃(t) +B(t)L(t)

]
dt

 c1+

+

 b∫
a

A(t)

t∫
a

b∫
a

[
K(τ, s)F0(s) +K1(τ, s)Ḟ0(s)

]
ds dτ +

+ B(t)

b∫
a

[
K(t, s)F0(s) +K1(t, s)Ḟ0(s)

]
ds

 dt
 .

Iз умови розв’язностi системи (10) PD∗
d1
b̃1 = 0 отримаємо алгебраїчну систему вiднос-

но c1 :

B0c1 = −PD∗
d1

 b∫
a

A(t)

t∫
a

b∫
a

[
K(τ, s)F0(s) +K1(τ, s)Ḟ0(s)

]
ds dτ +

+ B(t)

b∫
a

[
K(t, s)F0(s) +K1(t, s)Ḟ0(s)

]
ds

 dt
 ,

яка буде розв’язною при виконаннi умови PB∗
0
PD∗

d1
= 0 i матиме ρ-параметричну сiм’ю

розв’язкiв. Нехай

M0(t) :=

b∫
a

[
K(t, s)F̄0(s) +K1(t, s)

˙̄F0(s)
]
ds, M̃0(t) =

t∫
a

M0(τ)dτ,

c̄1 := B0PD∗
d1

 b∫
a

[
A(t)M̃0(t) +B(t)M0(t)

]
dt

 ,

D1 := Er1 −B+
0 PD∗

d1

 b∫
a

A(t)

t∫
a

b∫
a

[
K(τ, s)H0(s) +K1(τ, s)Ḣ0(s)

]
ds dτ+

+ B(t)

b∫
a

[
K(t, s)H0(s) +K1(t, s)Ḣ0(s)

]
ds

 dt
 .

Тодi c1 = c̄1 +D1Pρcρ ∀cρ ∈ Rρ. Таким чином, одержимо

x̄1(t, c̄1) := Xr1(t)c̄1 + F̄0(t), X̄1(t) := Xr1D1 +H0(t).
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Розв’язок системи (8) має вигляд

x1(t, cρ) = x̄1(t, c̄1) + X̄1(t)Pρcρ ∀cρ ∈ Rρ.

Аналогiчно розв’язок системи (10) має вигляд x2(t, c2) = Xr1(t)c2 + F1(t), де F1(t) —
частинний розв’язок, F1(t) = f̃1(t) + Ψ0(t)B

+
0 b̃1, c2 — r1-вимiрний вектор констант, який

буде однозначно визначено на наступному кроцi з умови розв’язностi системи для x3(t).
Тодi маємо

F̄1(t) =

L̃(t) + Ψ0(t)B
+
0

b∫
a

[
A(t)L̃(t) +B(t)L(t)

]
dt

 c̄1+

+

M̃0(t) + Ψ0(t)B
+
0

b∫
a

[
A(t)M̃0(t) +B(t)M0(t)

]
dt

 ,

H1(t) := L̃(t)D1 +

t∫
a

b∫
a

[
K(τ, s)H0(s) +K1(τ, s)Ḣ0(s)

]
ds dτ+

+ Ψ0(t)B
+
0 D1

b∫
a

[
A(t)L̃(t) +B(t)L(t)

]
dt+

+ Ψ0(t)B
+
0

 b∫
a

A(t)

t∫
a

b∫
a

[
K(τ, s)H0(s) +K1(τ, s)Ḣ0(s)

]
ds dτ +

+ B(t)

b∫
a

[
K(τ, s)H0(s) +K1(τ, s)Ḣ0(s)

]
ds

 dt
 ,

F1(t) = F̄1(t) +H1(t)Pρcρ ∀cρ ∈ Rρ.

Нехай

M1(t) :=

b∫
a

[
K(t, s)F̄1(s) +K1(t, s)

˙̄F1(s)
]
ds, M̃1(t) =

t∫
a

M1(τ)dτ,

c̄2 := B0PD∗
d1

 b∫
a

[
A(t)M̃1(t) +B(t)M1(t)

]
dt

 ,
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D2 := Er1 −B+
0 PD∗

d1

 b∫
a

A(t)

t∫
a

b∫
a

[
K(τ, s)H1(s) +K1(τ, s)Ḣ1(s)

]
ds dτ +

+ B(t)

b∫
a

[
K(t, s)H1(s) +K1(t, s)Ḣ1(s)

]
ds

 dt
 .

Таким чином, c2 = c̄2 +D2Pρcρ ∀cρ ∈ Rρ. Загальний розв’язок системи (9) має вигляд

x2(t, cρ) = x̄2(t, c̄2) + X̄2(t)Pρcρ ∀cρ ∈ Rρ,

де x̄2(t, c̄2) := Xr1(t)c̄2 + F̄1(t), X̄2(t) := Xr1D2 +H1(t).

Використовуючи метод математичної iндукцiї, легко показати, що для знаходжен-
ня коефiцiєнтiв ряду Лорана xk(t, ck) на кожному наступному кроцi отримуємо iнтегро-
диференцiальну систему

ẋk(t)− Φ(t)

b∫
a

[A(s)xk(s) +B(s)ẋk(s)] ds = fk−1(t), (11)

де fk−1(t) =

∫ b

a
[K(t, s)xk−1(s) +K1(t, s)ẋk−1(s)] ds.

Якщо умова PB∗
0
PD∗

d1
= 0 виконується, то система (11) має r1-параметричну сiм’ю

розв’язкiв

xk(t, ck) = Xr1(t)ck + Fk−1(t), (12)

де складовi елементи (12) визначаються iз такої iтерацiйної процедури:

F̄k−1(t) =

L̃(t) + Ψ0(t)B
+
0

b∫
a

[
A(t)L̃(t) +B(t)L(t)

]
dt

 c̄k−1+

+

M̃k−2(t) + Ψ0(t)B
+
0

b∫
a

[
A(t)M̃k−2(t) +B(t)Mk−2(t)

]
dt

 ,
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Hk−1(t) := L̃(t)Dk−1 +

t∫
a

b∫
a

[
K(τ, s)Hk−2(s) +K1(τ, s)Ḣk−2(s)

]
ds dτ+

+ Ψ0(t)B
+
0 Dk−1

b∫
a

[
A(t)L̃(t) +B(t)L(t)

]
dt+

+ Ψ0(t)B
+
0

 b∫
a

A(t)

t∫
a

b∫
a

[
K(τ, s)Hk−2(s) +K1(τ, s)Ḣk−2(s)

]
ds dτ +

+ B(t)

b∫
a

[
K(τ, s)Hk−2(s) +K1(τ, s)Ḣk−2(s)

]
ds

 dt
 ,

Fk−1(t) = F̄k−1(t) +Hk−1(t)Pρcρ ∀cρ ∈ Rρ.

Нехай

Mk−1(t) :=

b∫
a

[
K(t, s)F̄k−1(s) +K1(t, s)

˙̄Fk−1(s)
]
ds, M̃k−1(t) =

t∫
a

Mk−1(τ)dτ,

тодi

c̄k := −B0PD∗
d1

 b∫
a

[
A(t)M̃k−1(t) +B(t)Mk−1(t)

]
dt

 ,

Dk := Er1 −B+
0 PD∗

d1

 b∫
a

A(t)

t∫
a

b∫
a

[
K(τ, s)Hk−1(s) +K1(τ, s)Ḣk−1(s)

]
ds dτ +

+ B(t)

b∫
a

[
K(t, s)Hk−1(s) +K1(t, s)Ḣk−1(s)

]
ds

 dt
 .

Таким чином, ck = c̄k +DkPρcρ ∀cρ ∈ Rρ. Загальний розв’язок системи (11) має вигляд

xk(t, cρ) = x̄k(t, c̄k) + X̄k(t)Pρcρ ∀cρ ∈ Rρ,

де x̄k(t, c̄k) := Xr1(t)c̄k + F̄k−1(t), X̄k(t) := Xr1Dk +Hk−1(t).
Отже, при виконаннi умовиPB∗

0
PD∗

d1
= 0 система (1) має ρ-параметричну сiм’ю розв’яз-

кiв при будь-яких f(t) ∈ L2[a; b] у виглядi ряду (4), який збiгається при фiксованих ε ∈
∈ (0; ε∗] :

x(t, ε) =

∞∑
k=−1

εk
(
x̄k(t, c̄k) + X̄k(t)Pρcρ

)
∀cρ ∈ Rρ.
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Доведемо збiжнiсть даного ряду, мажоруючи вiдповiднi ряди:

x(t, ε) =

∞∑
k=−1

εkx̄k(t, c̄k) +

∞∑
k=−1

εkX̄k(t)Pρcρ.

Спочатку доведемо збiжнiсть ряду
∑∞

k=−1 ε
kx̄k(t, c̄k). Оцiнимо коефiцiєнти x̄k(t, c̄k) i c̄k

для t ∈ [a; b]. Нехай

α = ‖A(t)‖, β = ‖B(t)‖, β0 = ‖B0(t)‖, p = ‖PD∗
d1
‖,

k = ‖K(t, s)‖, k1 = ‖K1(t, s)‖, ψ0 = ‖Ψ0(t)‖, ω = ‖Xr1(t)‖, γ = α+β, γ1 = k+k1.

Далi подамо ‖x̄k(t, c̄k)‖ через ‖x̄0(t, c̄0)‖. На першому кроцi отримаємо

x̄1(t, c̄1) = Xr1 c̄1 + F̄0(t, c̄0),

‖F̄0(t, c̄0)‖ ≤ γ1(1 + ψ0β0γ)‖x̄0(t, c̄0)‖.

Таким чином, ‖c̄1‖ ≤ β0pγ
2
1γ(1 + ψ0β0γ)‖x̄0(t, c̄0)‖, тодi

‖x̄1(t, c̄1)‖ ≤ ω‖c̄1‖+ ‖F̄0(t, c̄0)‖ ≤ (ωβ0pγ1γ + 1)(1 + ψ0β0γ)γ1‖x̄0(t, c̄0)‖.

Вiдповiдно

‖c̄2‖ ≤ β0pγ1γ‖F̄1(t, c̄1)‖ ≤ β0pγ
3
1γ(1 + ψ0β0γ)2(ωβ0pγ1γ + 1)‖x̄0(t, c̄0)‖,

‖x̄2(t, c̄2)‖ ≤ ω‖c̄2‖+ ‖F̄1(t, c̄1)‖ ≤ [(ωβ0pγ1γ + 1)(1 + ψ0β0γ)γ1]
2 ‖x̄0(t, c̄0)‖.

Продовжуючи цей процес, легко помiтити, що для коефiцiєнтiв c̄k ∈ Rr1 , x̄k(t, c̄k) справ-
джуються оцiнки

‖c̄k‖ ≤ β0pγ1γγ
k+1
1 (1 + ψ0β0γ)k(ωβ0pγ1γ + 1)‖x̄0(t, c̄0)‖,

‖x̄k(t, c̄k)‖ ≤ [γ1(ωβ0pγ1γ + 1)(1 + ψ0β0γ)]k ‖x̄0(t, c̄0)‖, k = 1, 2, . . . .

НехайN1 = γ1(ωβ0pγ1γ+1)(1+ψ0β0γ), тодi для будь-якого t ∈ [a, b] вiдповiдний мажо-
рантний ряд матиме вигляд ε−1‖x̄−1(t, c̄−1)‖+

∑∞
i=0 ε

kNk
1 ‖x̄0(t, c̄0)‖.При цьому ‖x̄−1(t, c̄−1)‖

та ‖x̄0(t, c̄0)‖ обмеженi. Тому для будь-якого t ∈ [a, b] i фiксованого ε ∈ (0, ε∗], де ε∗ <
1

N1
,

даний ряд рiвномiрно збiжний. Розглянемо ряд
∑∞

k=−1 ε
kX̄k(t)Pρcρ. Подамо ‖X̄k(t)‖ через

‖X̄0(t)‖. На першому кроцi отримаємо

X̄1(t) = Xr1D1 +H0(t, s), ‖H0(t)‖ ≤ γ1(1 + ψ0β0γ)‖X̄0(t)‖,

тодi
‖X̄1(t)‖ ≤ (ωγγ1 + 1)‖H0(t)‖ ≤ (ωγγ1 + 1)(1 + ψ0β0γ)γ1‖X̄0(t)‖.
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На другому кроцi

‖X̄2(t)‖ ≤ (ωγγ1 + 1)‖H1(t)‖ ≤ (ωγγ1 + 1)(1 + ψ0β0γ)γ1‖X̄1(t)‖ ≤

≤ [(ωγγ1 + 1)(1 + ψ0β0γ)γ1]
2 ‖X̄0(t)‖.

Продовжуючи цей процес, бачимо, що для коефiцiєнтiв X̄k(t) справджуються оцiнки

‖X̄k(t)‖ ≤ [(ωγγ1 + 1)(1 + ψ0β0γ)γ1]
k ‖X̄0(t)‖, k = 1, 2, . . . .

Нехай N2 = (ωγγ1 + 1) (1 + ψ0β0γ)γ1, тодi для будь-якого t ∈ [a, b] маємо

∞∑
k=−1

εkX̄k(t)Pρcρ ≤

[
ε−1‖X̄−1(t)‖+

∞∑
i=0

εiN i
2‖X̄0(t)‖

]
‖Pρcρ‖.

При цьому ‖X̄−1(t)‖ та ‖X̄0(t)‖ обмеженi. Тому при будь-якому t ∈ [a, b] i фiксованому

ε ∈ (0, ε∗], де ε∗ <
1

N2
, даний ряд рiвномiрно збiжний.

Виберемо ε∗ < min

(
1

N1
,

1

N2

)
, тодi ряд (4) буде рiвномiрно збiжним:

∞∑
k=−1

εk(x̄k(t, c̄k) + X̄k(t)Pρcρ) ≤ ε−1
[
‖x̄−1(t, c̄−1)‖+ ‖X̄−1(t)‖‖Pρcρ‖

]
+

+
∞∑
k=0

εk Nk
[
‖x̄0(t, c̄0)‖+ ‖X̄0(t)‖‖Pρcρ‖

]
∀ε ∈ (0, ε∗] ∀cρ ∈ Rρ.

Аналогiчно показуємо збiжнiсть ряду з похiдних.

Зауваження 1. Умова (3) є достатньою умовою iснування розв’язку системи (1). Якщо
умова (3) не виконується, то розв’язок системи (1) у виглядi ряду (4) не iснує, але може
iснувати у виглядi частини ряду Лорана типу (4) за степенями −2,−3, . . . малого парамет-
ра ε.

Зауваження 2. Якщо додатково вимагати виконання умови PB0 = 0, то система (1)
буде мати єдиний розв’язок у виглядi збiжного ряду

x(t, ε) =

∞∑
k=−1

εkx̄k(t, c̄k).
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