
УДК 517 . 956

АСИМПТОТИЧНИЙ АНАЛIЗ КРАЙОВИХ ЗАДАЧ
У ТОНКИХ ПЕРФОРОВАНИХ ОБЛАСТЯХ
З ШВИДКО ЗМIННОЮ ТОВЩИНОЮ

Т. А. Мельник, А. В. Попов

Київ. нац. ун-т iм. Т. Шевченка
Україна, 01033, Київ, вул. Володимирська, 64
e-mail: melnyk@imath.kiev.ua

popov24@mail.univ.kiev.ua

A mixed nonuniform boundary-value problem and a spectral Neumann problem are considered for the
second-order symmetric elliptic differential operator with quickly oscillating coefficients in a thin perforated
domain with rapidly varying thickness. The leading terms of asymptotics are constructed and asymptotic
estimates are proved for solutions of these problems. These results were announced in the Reports of the
Academy of Sciences of Ukraine, № 10 (1991). New results of this paper are connected with the constructi-
on of the asymptotic expansion for the solution to a mixed uniform boundary-value problem under addi-
tional assumptions of symmetry for the coefficients of the operator and for the thin perforated domain.

Для симметрического равномерно эллиптического оператора второго порядка с быстро осцил-
лирующими коэффициентами изучено асимптотическое поведение решений смешанной неодно-
родной краевой задачи и спектральной задачи Неймана в тонкой перфорированной области с
быстро переменной толщиной, а также установлены асимптотические оценки для разности
между решениями начальных задач и соответствующих усредненных задач. Эти результаты
были анонсированы в „Доповiдях АН України”, 1991, № 10. Новые результаты данной рабо-
ты связаны с построением асимптотического разложения для решения смешанной однородной
краевой задачи при дополнительных предположениях симметрии на коэффициенты оператора
и тонкую перфорированную область.

1. Вступ. Крайовим задачам у тонких областях (один iз лiнiйних розмiрiв такої областi
значно менший за iншi) присвячено велику кiлькiсть наукової лiтератури (див., напри-
клад, [1 – 5]). Це можна пояснити широкими можливостями застосування математичних
результатiв до прикладних задач. Наприклад, всi iнженернi конструкцiї мають своїми еле-
ментами тонкi стержнi, пластини та оболонки. Разом з тим самi елiптичнi крайовi задачi
в тонких областях досить привабливi для асимптотичного аналiзу, оскiльки мiстять при-
родний малий параметр ε — дiаметр стержня (товщину пластини). В таких задачах не-
обхiдно з максимальною чiткiстю виявити специфiчнi властивостi стержнiв (пластин) як
об’єкта дослiдження, а саме, властивостi, що пов’язанi з малiстю товщини тонкої областi.

Строгий асимптотичний метод побудови наближень у тонких областях започаткова-
но в роботах А. Л. Гольденвейзера [2, 6], i подальшiй його розробцi присвячено роботи
[1, 3, 4, 7 – 12], в яких в якостi тонких областей розглядались областi цилiндричного ти-
пу. Основна iдея цих дослiджень полягала у введеннi спецiальної замiни змiнних так, щоб
розтягнута область не залежала вiд малого параметра. При цьому малий параметр вини-
кав при старших похiдних у вiдповiдних диференцiальних рiвняннях, а далi застосовувався
метод Люстерника – Вишика [13].

В останнi роки у зв’язку iз розвитком новiтнiх технологiй пористих, композитних та
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iнших мiкронеоднорiдних матерiалiв та бiологiчних структур зростає iнтерес до дослi-
дження крайових задач iз швидко змiнними коефiцiєнтами в тонких областях iз швидко
змiнною товщиною. Такi задачi належать до нового роздiлу диференцiальних рiвнянь з
частинними похiдними — теорiї усереднення. Згаданi вище асимптотичнi методи не пiд-
ходять до вивчення крайових задач у тонких областях з швидко змiнною товщиною.

Методи теорiї усереднення для тонких областей уперше було використано в роботi
[14] при вивченнi тривимiрної задачi теорiї пружностi в неоднорiднiй тонкiй цилiндричнiй
пластинi. У 1991 р. в роботi [15] було запропоновано пiдхiд до вивчення елiптичних та
спектральних задач у тонких перфорованих областях iз швидко змiнною товщиною. До-
слiдженню асимптотичної поведiнки розв’язкiв рiзних крайових задач у тонких областях
iз швидко змiнною товщиною присвячено роботи [12, 16, 17].

У роботi [10] було виявлено тотожнiсть процедури усереднення елiптичних крайових
задач iз швидко осцилюючими коефiцiєнтами в тонких квазiшарах цилiндричного типу в
Rd×Rn−d (не виключався випадок всього простору Rn, перфорованого малими отворами)
i побудови канонiчної системи жорданових ланцюжкiв полiномiальних елiптичних жмут-
кiв. З допомогою цiєї побудови було дослiджено основнi характеристики усереднених
операторiв (розмiри, порядки елементiв, елiптичнiсть та формальна самоспряженiсть).
Однак, як вказано в самiй роботi (с. 3 – 5), цей метод не спрощує процедуру усереднення
i при обґрунтуваннi асимптотики необхiдно вводити три групи обмежень, якi звужують
сферу застосування цих результатiв.

У данiй роботi детально викладено результати роботи [15] (пункти 2 та 3) та отри-
мано новi результати (пункт 4), що пов’язанi з побудовою асимптотичних розвинень та
їх обґрунтувань для розв’язкiв елiптичних крайових у тонких перфорованих областях iз
швидко змiнною товщиною.

1.1. Опис тонкої перфорованої областi. Нехай h−(ξ′), h+(ξ′), ξ′ = (ξ1, . . . , ξn−1) ∈
∈ Rn−1, — гладкi, додатнi та 1-перiодичнi за всiма змiнними функцiї. Розглянемо область

ω = {ξ ∈ Rn : −h−(ξ′) < ξn < h+(ξ′), 0 < ξi < 1, i = 1, . . . , n− 1}.

Нехай T0 — скiнченна сiм’я замкнених областей класу C2,α, якi належать ω i не перетина-
ються мiж собою. Введемо такi позначення: ω0 = ω \ T0, T

ε
0 = ε · T0 = {x : ε−1x ∈ T0},

T ε =
⋃

z0∈Zn

(
T ε

0 + εz0

)
, де z0 = (z1, . . . , zn−1, 0) — вектори з цiлочисельними компонен-

тами, а ε — малий додатний параметр.
Нехай Ω — обмежена область в Rn−1, ∂Ω ∈ C3. Розглянемо модельну тонку перфо-

ровану область Ωε = Qε \ T ε (див. рисунок), де

Qε =
{
x = (x′, xn) ∈ Rn : x′ = (x1, . . . , xn−1) ∈ Ω, −ε h−

(
x′

ε

)
< xn < εh+

(
x′

ε

)}
.

Не зменшуючи загальностi i для уникнення в подальшому додаткових технiчних обчис-
лень будемо вважати, що ∂Tε не перетинається з ∂Ω. Частини межi областi Ωε позначимо
так:

S±ε =
{
x : x′ ∈ Ω, xn = ±ε h±

(
x′

ε

)}
, Gε = ∂Tε ∩Qε, Γε = ∂Ωε \

(
S±ε ∪Qε

)
.

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2010, т . 13, N◦ 1



52 Т. А. МЕЛЬНИК, А. В. ПОПОВ

Модельна тонка область Ωε

Очевидно, що область Ωε не є цилiндричною. Зауважимо, що в роботi [15] розгляда-
лась бiльш складна структура тонкої перфорованої областi.

2. Усереднення та побудова коректора для елiптичних крайових задач. Нехай

Lε ≡
n∑

i,j=1

∂

∂xi

(
aij

(x
ε

) ∂

∂xj

)
— симетричний, рiвномiрно елiптичний диференцiальний оператор, тобто для будь-яких
ξ ∈ Rn, i, j ∈ {1, . . . , n} aij(ξ) = aji(ξ), та iснують сталi χ1 > 0 i χ2 > 0 такi, що

∀ξ ∈ Rn ∀η ∈ Rn : χ1|η|2 ≤
n∑

i,j=1

aij(ξ)ηiηj ≤ χ2|η|2.

В областi Ωε розглянемо задачу

Lε(uε) = fε в Ωε,

σε(uε) = 0 на Gε (межi порожнин),
(1)

σε(uε) = εg±ε на S±ε (верхня та нижня частини межi),

uε = ϕ0 на Γε (вертикальна частина межi),

де σε(uε) ≡
∑n

i,j=1 aij(x/ε)
∂uε

∂xj
νi

(x
ε

)
— похiдна по конормалi, (ν1, . . . , νn) — зовнiшня

одинична нормаль до ∂Ωε. Коефiцiєнти рiвнянь i данi задачi — дiйснi функцiї, якi задо-
вольняють умови aij(ξ), f(x′, ξ), g±(x′, ξ), ξ ∈ Rn, x′ ∈ Rn−1, — 1-перiодичнi за змiнними
ξ1, . . . , ξn−1; aij ∈ C1,α; f та g± мають неперервнi похiднi першого порядку по x′, якi,
як i самi функцiї, належать вiдповiдно до C0,α, C1,α по змiннiй ξ рiвномiрно вiдносно x′;
ϕ0 ∈ H3(Ω); fε = f(x′, x/ε), g±ε = g±(x′, x/ε).

Така задача описує стацiонарнi процеси в сильно неоднорiдних тонких перфорованих
середовищах i мета дослiдження — вивчити асимптотичну поведiнку розв’язку uε задачi
(1) при ε → 0; при цьому область Ωε сингулярно вироджується.

Пiд узагальненим розв’язком задачi (1) при фiксованому ε будемо розумiти функцiю
uε ∈ H1(Ωε) таку, що uε = ϕ0 на Γε, тобто uε − ϕ0 ∈ H1(Ωε, Γε) = {v ∈ H1(Ωε) : v|Γε =
= 0}, i для довiльної функцiї ψ ∈ H1(Ωε,Γε) має мiсце тотожнiсть∫

Ωε

aij

(x
ε

)
∂xiuε∂xjψ dx = −

∫
Ωε

fεψ dx+ ε

∫
S±ε

g±ε ψ dσx.
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Тут i далi за iндексами i, j, якi повторюються в деякому виразi, проводиться пiдсумовуван-
ня вiд 1 до n.

2.1. Допомiжнi нерiвностi. Так само, як у [18] (гл. I, § 4.2]), будуємо оператори продов-
ження P0 : H1(ω0) 7→ H1(ω) i Pε : H1(Ωε) 7→ H1(Qε) такi, що P0u = u, Pεu = u, якщо
u = const, та

‖P0u‖H1(ω) ≤ c1‖u‖H1(ω0), ‖∇ξP0u‖L2(ω) ≤ c1‖∇ξu‖L2(ω0) ∀u ∈ H1(ω0),
(2)

‖Pεu‖H1(Qε) ≤ c2‖u‖H1(Ωε), ‖∇xPεu‖L2(Qε) ≤ c2‖∇xu‖L2(Ωε) ∀ u ∈ H1(Ωε).

Тут i далi всi сталi c1, c2, . . . , C1, C2, . . . не залежать вiд u та ε.
Покажемо, що стала в нерiвностi Фрiдрiкса для функцiй з простору H1(Ωε,Γε) не за-

лежить вiд ε. Оскiльки ‖u‖L2(Ωε) ≤ ‖Pεu‖L2(Qε), ввiвши позначення v = Pεu (очевидно,
що v|∂Ω = 0) i розбивши область Qε гiперплощиною {xn = 0} на двi частини, отримаємо

∫
Ω

εh+(x′/ε)∫
0

v2(x) dxndx
′ =

ε∫
0

∫
Ω
v2

(
x′, ynh+

(
x′

ε

))
h+

(
x′

ε

)
dx′dyn ≤

≤ C1

ε∫
0

∫
Ω

n−1∑
i=1

(
∂xiv +

yn

ε

∂h+

∂ξi

(
x′

ε

)
∂xnv

)2

dx′ dyn ≤

≤ C2

∫
Ω

εh+(x′/ε)∫
0

|∇xv(x)|2 dx,

де стала C2 залежить тiльки вiд областi Ω i вiд максимуму функцiї h+ та максимуму
|∇ξ′h+(ξ′)|. Таким чином, за попереднiми нерiвностями для всiх функцiй u ∈ H1(Ωε,Γε)

‖u‖L2(Ωε) ≤ C3‖∇xPεu‖L2(Qε) ≤ C4‖∇xu‖L2(Ωε). (3)

Оцiнимо тепер норму слiду функцiї u на S±ε . Очевидно, що слiд цiєї функцiї на S±ε
збiгається з слiдом її продовження Pεu на область Qε. Тодi

u

(
x′, εh+(

x′

ε
)
)

=

εh+(x′/ε)∫
xn

∂Pεu(x′, xn)
∂xn

dxn + u(x), xn ∈
(

0, εh+

(
x′

ε

))
.

Пiднесемо обидвi частини цiєї рiвностi до квадрата та зiнтегруємо по
(

0, εh+

(
x′

ε

))
.По-

тiм домножимо отриману рiвнiсть на вiдповiдний елемент поверхнi S+
ε i зiнтегруємо по

Ω. В результатi отримаємо ‖u‖2
L2(S+

ε )
≤ c1ε

−1‖Pεu‖2
H1(Qε)

. Аналогiчнi обчислення вико-

наємо для поверхнi S−ε . Таким чином, на пiдставi властивостей оператора продовження
Pε одержуємо

‖u‖L2(S±ε ) ≤ c2ε
− 1

2 ‖u‖H1(Ωε) ∀ u ∈ H1(Ωε). (4)
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Тепер оцiнимо слiд функцiї u на Gε. Позначимо через Iε множину таких z0 ∈ Zn,
zn = 0,щоQε∩(T ε

0 +εz0) 6= ∅. Тодi, беручи до уваги той факт, що ‖φ‖L2(∂T0) ≤ c1‖φ‖H1(ω0)

для всiх φ ∈ H1(ω0), маємо

‖u‖2
L2(Gε)

=
∑
z0∈Iε

‖u‖2
L2(ε∂T ε

0 +εz0) = εn−1
∑
z0∈Iε

∫
∂T ε

0 +z0

u2(εξ) dσξ ≤

≤ εn−1c2
∑
z0∈Iε

‖u(εξ)‖2
H1(ω0+z0) ≤

≤ c2
∑
z0∈Iε

(
ε−1‖u‖2

L2(εω0+εz0) + ε‖∇xu‖2
L2(εω0+εz0)

)
≤ c3ε

−1‖u‖2
H1(Ωε)

.

Зрозумiло, що при деяких z0 ∈ Iε потрiбно брати не всю область εω0 + εz0, а деяку її
частину, яка належить Ωε. Отже,

‖u‖L2(Gε) ≤ c3ε
− 1

2 ‖u‖H1(Ωε) ∀u ∈ H1(Ωε). (5)

Використовуючи нерiвностi (3) – (5), стандартним пiдходом доводимо iснування та єди-
нiсть розв’язку задачi

Lε(uε) = fε + ∂xif
(ε)
i в Ωε,

σε(uε) = εψ0 + f
(ε)
i νi на Gε, (6)

σε(uε) = εg±ε + f
(ε)
i νi на S±ε ,

uε = ϕ0 на Γε,

де f (ε)
i ∈ L2(Ωε), ψ0 ∈ L2(Gε), i оцiнку

‖uε‖H1(Ωε) ≤ c1

(
‖fε‖L2(Ωε) +

n∑
i=1

‖fε
i ‖L2(Ωε)+

+
√
ε
(
‖g±ε ‖L2(S±ε ) + ‖ψ0‖L2(Gε)

)
+ ‖ϕ0‖H1(Ω)

)
. (7)

Очевидно, що вiдповiдна оцiнка має мiсце для розв’язку задачi (1).

2.2. Усереднена задача. Розглянемо задачу: знайти 1-перiодичну за змiнними ξ1, . . . , ξn−1
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функцiю N таку, що

LξξN(ξ) = F0(ξ) +
n∑

i=1

∂

∂ξi
Fi(ξ), ξ ∈ ω0,

σξ(N(ξ)) = Φ±0 (ξ) +
n∑

i=1

Fi(ξ)νi(ξ), ξ ∈ S±,

(8)

σξ(N(ξ)) = Φ1(ξ) +
n∑

i=1

Fi(ξ)νi(ξ), ξ ∈ ∂T0,

∂β
ξi
N(ξ)

∣∣∣
ξi=0

= ∂β
ξi
N(ξ)

∣∣∣
ξi=1

, i = 1, n− 1, β = 0, 1, ξ ∈ Γ,

〈N〉ω0
= 0.

Тут

Lξξ(N) =
n∑

i,j=1

∂

∂ξi

(
aij(ξ)

∂N

∂ξj

)
, σξ(N) =

n∑
i,j=1

aij(ξ)
∂N

∂ξj
νi(ξ), 〈N〉ω0 =

1
|ω0|

∫
ω0

N(ξ) dξ,

(ν1(ξ), . . . , νn(ξ)) — зовнiшня одинична нормаль до ∂ω0, |ω0| — мiра Лебега областi ω0,
{F0, F1, . . . , Fn} ⊂ L2(ω0), S± = {ξ : ξ′ ∈ [0, 1]n−1, ξn = ±h±(ξ′)}, Φ±0 ∈ L2(S±), Φ1 ∈
∈ L2(∂T0), Γ = ∂ω0 \ (S± ∪ ∂T0) .

Означення 2.1. ФункцiяN ∈ H1
] (ω0) називається узагальненим розв’язком задачi (8),

якщо для довiльної функцiї ψ ∈ H1
] (ω0)

∫
ω0

n∑
i,j=1

aij
∂N

∂ξj

∂ψ

∂ξi
dξ = −

∫
ω0

F0ψdξ +
n∑

i=1

∫
ω0

Fi
∂ψ

∂ξi
dξ +

∫
∂T0

Φ1ψdσ +
∫

S±

Φ±0 ψdσ, (9)

де H1
] (ω0) — пiдпростiр функцiй з H1(ω0), якi 1-перiодичнi за змiнними ξ1, . . . , ξn−1.

Згiдно з теоремою 1 [19, с. 339], задача (8) має єдиний узагальнений розв’язок тодi i
тiльки тодi, коли ∫

ω0

F0(ξ)dξ =
∫

S+

Φ+
0 (ξ) dσ +

∫
S−

Φ−0 (ξ) dσ +
∫

∂T0

Φ1(ξ) dσ. (10)

Крiм того, має мiсце оцiнка

‖N‖H1(ω0) ≤ C

(
n∑

i=0

‖Fi‖L2(ω0) + ‖Φ1‖L2(∂T0) +
∥∥Φ±0 ∥∥L2(S±)

)
,

де стала C не залежить вiд N, {Fi}, Φ±0 , Φ1.
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Визначимо узагальненi розв’язки Np ∈ H1
] (ω0), p = 1, . . . , n− 1, задач

Lξξ(Np(ξ)) = −∂ξi
aip(ξ), ξ ∈ ω0,

σξ(Np(ξ)) = −aip(ξ)νi(ξ), ξ ∈ S± ∪ ∂T0, (11)

〈Np〉ω0 = 0.

Очевидно, що умова розв’язностi (10) для таких задач має мiсце.
З допомогою цих функцiй визначимо диференцiальний оператор

L̂ =
n−1∑

p,q=1

∂

∂xq

(
âpq

∂

∂xp

)
, âpq =

〈
apq +

n∑
j=1

apj
∂Np

∂ξj

〉
ω0

, p, q = 1, n− 1. (12)

Як i в теоремi 1 [19, с. 124], перевiряємо, що коефiцiєнти цього оператора задовольняють
умови симетрiї та елiптичностi. Такий диференцiальний оператор називається усередне-
ним диференцiальним оператором для оператора Lε.

Розглянемо задачу

L̂(u0(x′)) = F̂ (x′), x′ ∈ Ω,
(13)

u0(x′) = ϕ0(x′), x′ ∈ ∂Ω,

де

F̂ (x′) = 〈f(x′, ·)〉ω0 −
1
|ω0|

∫
S+

0

g+(x′, ξ) dSξ +
∫

S−0

g−(x′, ξ) dSξ

 .

Лема 2.1. Для будь-якої функцiї u ∈ H1(Ωε,Γε) при достатньо малих значеннях па-
раметра ε має мiсце нерiвнiсть∣∣∣∣∣∣∣

∫
Ωε

fεu dx− ε

∫
S+

ε

g+
ε u dσx +

∫
S−ε

g−ε u dσx

−
∫
Ωε

F̂ u dx

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ c3ε
3/2‖u‖H1(Ωε,Γε).

Доведення. Згiдно з визначенням функцiї F̂ , для кожного x′ ∈ Ω виконується умова
розв’язностi (10) для задачi: знайти N(x′, ·) ∈ H1

] (ω0) таку, що

Lξξ(N(x′, ξ)) = f(x′, ξ)− F̂ (x′), ξ ∈ ω0,

σξ(N(x′, ξ)) = 0, ξ ∈ ∂T0,
(14)

σξ(N(x′, ξ)) = g±(x′, ξ), ξ ∈ S±,

〈N(x′, ·)〉ω0 = 0.
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Внаслiдок умов, накладених на гладкiсть межi областей T0 i функцiй h±, f, g±, i на пiдставi
теореми 6.31 та нерiвностi (6.80) з [20] маємо

max
x′∈Ω

‖N(x′, ·)‖C2,α ≤ c1 max
x′∈Ω

(
‖f(x′, ·)‖C0,α + ‖g±(x′, ·)‖C1,α

)
,

звiдки випливає, що ∫
Ωε

(
n∑

i=1

∂N

∂ξi

(
x′,

x

ε

))2

dx ≤ c2ε. (15)

Перепишемо спiввiдношення задачi (14) у змiнних x :

ε
∂

∂xi

(
aij

(x
ε

) ∂N
∂ξj

(
x′,

x

ε

))
= f

(
x′,

x

ε

)
− F̂ (x′), x ∈ Ωε,

aij

(x
ε

) ∂N
∂ξi

(
x′,

x

ε

)
νi = εg±

(
x′,

x

ε

)
, x ∈ S±ε , (16)

aij

(x
ε

) ∂N
∂ξi

(
x′,

x

ε

)
νi = 0, x ∈ Gε.

Домножаючи перше рiвняння в (16) на довiльну функцiю u ∈ H1(Ωε,Γε) i iнтегруючи
частинами, отримуємо

ε

∫
Ωε

aij

(x
ε

) ∂N
∂ξi

(
x′,

x

ε

) ∂u

∂xi
dx =

∫
Ωε

(
F̂ (x′)− f

(
x′,

x

ε

))
u dx+

+ ε

∫
S+

ε

g+
(
x′,

x

ε

)
udσx +

∫
S−ε

g−
(
x′,

x

ε

)
udσx

 .

Звiдси на пiдставi (15) i обмеженостi коефiцiєнтiв aij доводимо твердження леми.
Таким чином, права частина задачi (13) близька в розумiннi леми 2.1 до правих частин

задачi (1). Задачу (13) будемо називати усередненою задачею для задачi (1).

2.3. Побудова асимптотичного наближення. За наближений розв’язок для задачi (1)
вiзьмемо функцiю

Ũε = u0(x′) + ε
n−1∑
p=1

Np

(x
ε

) ∂u0(x′)
∂xp

=: u0(x′) + εU1(x′, ξ)
∣∣∣∣
ξ=x

ε

, (17)

де u0 — розв’язок задачi (13), Np, p = 1, . . . , n− 1, — розв’язки задач (11).
Введемо такi позначення:

Lxξ =
∂

∂xi
aij

(
ξ
) ∂
∂ξj

+
∂

∂ξi
aij

(
ξ
) ∂

∂xj
, Lxx = aij

(
ξ
) ∂2

∂xi∂xj
.
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Легко перевiрити, що для довiльної функцiї φ(x′, ξ) ∈ C2(Ω,Rn
ξ ) має мiсце тотожнiсть

Lε

(
φ
(
x′,

x

ε

))
=
{(
ε−2Lξξ + ε−1Lxξ + Lxx

)(
φ(x′, ξ)

)}∣∣∣
ξ=x

ε

. (18)

На пiдставi цiєї тотожностi, враховуючи спiввiдношення задач (11), виводимо

Lε

(
uε − Ũε

)
= f(x′, ξ)− ε−1

(
LξξU1(x′, ξ) + Lxξu0(x′)

)
−

−
(
LxξU1(x′, ξ) + Lxxu0(x′)

)
− εLxxU1(x′, ξ) =

= −f(x′, ξ)−
(
LxξU1(x′, ξ) + Lxxu0(x′)

)
− εLxxU1(x′, ξ), ξ =

x

ε
.

Визначимо 1-перiодичнi за змiнними ξ′ функцiї Npq, p, q = 1, . . . , n − 1, як узагальненi
розв’язки крайових задач

Lξξ(Npq(ξ)) +
∂

∂ξi

(
aiq(ξ)Np

)
+ aiq(ξ)

∂Np

∂ξi

+ apq(ξ) = âpq, ξ ∈ ω0,

σξ(Npq(ξ)) + aiq(ξ)Np(ξ)νi(ξ) = 0, ξ ∈ S± ∪ ∂T0, (19)

〈Npq〉ω0 = 0.

Iснування та єдинiсть розв’язкiв задач (19) випливає з умови розв’язностi (10). Викорис-
товуючи цi розв’язки в попереднiй рiвностi, одержуємо

Lε

(
uε − Ũε

)
= f

(
x′,

x

ε

)
− F̂ (x′)− εΨ0 − ε

n∑
k=1

∂

∂xk
Ψk, (20)

де

Ψ0 = akqNp
∂3u0

∂xk∂xq∂xp
+ akj

∂Npq

∂ξj

∂3u0

∂xk∂xq∂xp
, Ψk = akj

∂Npq

∂ξj

∂2u0

∂xq∂xp
,

до того ж у першому виразi пiдсумовування проводиться за iндексами p, q, k = 1, . . . , n−1
та j = 1, . . . , n, а в другому — за iндексами p, q = 1, . . . , n− 1 та j = 1, . . . , n.

Крайовi умови для цiєї рiзницi мають вигляд

σε

(
uε − Ũε

)
= ε

(
g±
(
x′,

x

ε

)
−Ψ0 −Ψk νk

)
, x ∈ S±ε ,

σε

(
uε − Ũε

)
= −εΨk νk, x ∈ Gε, (21)

uε − Ũε = −εU1, x ∈ Γε.

Внаслiдок гладкостi межi i коефiцiєнтiв задачi, а також властивостей функцiйNp, Npq,
маємо

∑n
k=0 ‖Ψk‖L2(Ωε) ≤ c1‖u0‖H3(Ω).Як i в § 1.2 гл. II [18], показуємо, що ‖εU1‖H1/2(Γε)

≤
≤ c2ε‖u0‖H2(Ω). Тому на пiдставi нерiвностi (7) i леми 2.1 з (20) i (21) виводимо

‖uε − Ũε‖H1(Ωε) ≤ c
(
ε3/2‖u0‖H1(Ω) + ε‖u0‖H3(Ω) + ε‖u0‖H2(Ω)

)
.
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Згiдно з апрiорними оцiнками для розв’язкiв елiптичних рiвнянь (див., наприклад, [21])
права частина цiєї нерiвностi не перевищує суми таких величин ‖F̂‖H1(Ω) i ‖ϕ0‖H5/2(∂Ω).
Таким чином, має мiсце така теорема.

Теорема 2.1. Iснують додатнi константи c, ε0 такi, що для всiх значень ε ∈ (0, ε0)

‖uε − Ũε‖H1(Ωε) ≤ cε. (22)

Наслiдок 2.1. Якщо область Ωε є цилiндричною, тобто Ωε = Qε (у цьому випадку
T0 = ∅, Gε = ∅, а в задачах (1), (11), (14) i (21) вiдсутнi вiдповiднi крайовi умови), то з
нерiвностi Пуанкаре для тонкої областi∣∣∣∣∣∣

∫
Ω

(
Eε(u2)− E2

ε (u)
)
dx′

∣∣∣∣∣∣ ≤ cε‖u‖2
H1(Ωε)

, (23)

де

Eε(u)(x′) =
1

ε
(
h+(x′

ε ) + h−(x′

ε )
) εh+(x′

ε
)∫

−εh−(x′
ε

)

u(x) dxn, (24)

та з оцiнки (22) випливає нерiвнiсть

‖Eε(uε)− u0‖L2(Ω) ≤ c1
√
ε.

3. Асимптотичнi оцiнки для розв’язкiв спектральної задачi. Тепер в областi Ωε розгля-
немо спектральну задачу

− Lε(uε) = λ(ε)ρ
(x
ε

)
uε в Ωε,

σε(uε) = 0 на S±ε ∪Gε, (25)

uε = 0 на Γε,

де λ(ε) — спектральний параметр, ρ(ξ) — 1−перiодична за змiнними ξ′ функцiя, яка на-
лежить простору C0,α i обмежена додатними константами, 0 < ρ0 ≤ ρ ≤ ρ1. Позначимо

ρε(x) = ρ
(x
ε

)
, x ∈ Rn.

Узагальнена постановка цiєї задачi полягає в знаходженнi функцiї uε ∈ H1(Ωε,Γε) \
{0} i числа λ(ε) таких, що має мiсце iнтегральна тотожнiсть∫

Ωε

aij

(x
ε

)
∂xiu

ε∂xj v dx = λ(ε)
∫
Ωε

ρεu
ε dx ∀v ∈ H1(Ωε,Γε). (26)

Очевидно, що для кожного фiксованого ε > 0 власнi значення задачi (25) формують
неспадну послiдовнiсть

0 < c0 ≤ λ1(ε) ≤ . . . ≤ λn(ε) ≤ . . . → +∞, n → ∞, (27)
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де кожне власне значення рахується стiльки разiв, яка його кратнiсть. Послiдовнiсть вiд-
повiдних власних функцiй нормуємо таким чином:∫

Ωε

ρ
(x
ε

)
uε

n(x)uε
m(x) dx = ε δn,m, {n,m} ∈ N, (28)

де δn,m — символ Кронекера.
Враховуючи результати попереднього пункту i використовуючи введенi там позначен-

ня, записуємо усереднену спектральну задачу

L̂(v) + µρ̂ v = 0 в Ω, v = 0 на ∂Ω, (29)

де ρ̂ = 〈ρ〉 = |ω0|−1
∫
ω0
ρ(ξ) dξ, µ — спектральний параметр. Спектр задачi (29) склада-

ється з неспадної послiдовностi скiнченнократних власних значень

0 < µ1 < µ2 ≤ . . . ≤ µn ≤ . . . → +∞ при n → ∞. (30)

Вивчимо асимптотичну поведiнку власних значень та власних функцiй задачi (25) при
ε → 0. Для цього використаємо абстрактну схему з роботи [18] (гл. III, § 1).

Через Hε, H0 позначимо простори функцiй L2(Ωε), L2(Ω), в яких скалярнi добутки
визначаються вiдповiдно рiвностями

(u, v)Hε =
1
ε

∫
Ωε

ρεuv dx, (ϕ,ψ)H0 = ρ̂

∫
Ω

ϕψ dx′.

За операторRε в умовi C1 вiзьмемо оператор, який кожнiй функцiї v ∈ H0, яку можна
розглядати як функцiю, задану в L2(Qε), ставить у вiдповiднiсть її звуження на Ωε, помно-
жене на (

√
|ω0|)−1. Довизначимо функцiю ρε нулем на Qε \Ωε. Тодi, згiдно з наслiдком 1.7

[18] (гл. I), маємо

1
ε

∫
Ωε

ρε (Rεv)2 dx =
∫
Ω

v2(x′)
1
|ω0|

h+(x′
ε

)∫
h−(x′

ε
)

ρ

(
x′

ε
, ξn

)
dξn dx

′−−→
ε→0

ρ̂

∫
Ω

v2(x′) dx′,

а це означає виконання умови C1.
Оператори Aε : Hε 7→ Hε, A0 : H0 7→ H0 визначимо за формулами Aεf

ε = uε,
A0f

0 = u0, де uε, u0 — узагальненi розв’язки задач

−Lε(uε) = ρ
(x
ε

)
fε в Ωε,

σε(uε) = 0 на S±ε ∪Gε, (31)

uε = 0 на Γε,

−L̂(u0) = ρ̂f0 в Ω, u0 = 0 на ∂Ω. (32)
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Очевидно, що так визначенi оператори є самоспряженими i додатними. Внаслiдок ком-
пактностi вкладення H1 ⊂ L2 вони будуть компактними. На пiдставi оцiнки (7) норми
‖Aε‖ обмеженi константою, яка не залежить вiд параметра ε. Отже, має мiсце умова C2.

Нехай f0 ∈ H1(Ω) ∩ C1(Ω). Визначимо функцiї uε = AεRεf
0, u0 = A0f

0. Внаслi-
док нерiвностi (7) ‖uε‖H1(Ωε,Γε) ≤ c1

√
ε. Тодi ‖uε‖Hε ≤ c2. Вiдповiдна функцiя F̂ 0, яка

визначається в задачi (13), має вигляд F̂ 0 = (
√
|ω0|)−1f0ρ̂. Тому на пiдставi теореми 2.1

виконується нерiвнiсть ‖uε − (
√
|ω0|)−1u0‖L2(Ωε) ≤ c3ε, яку можна подати у виглядi

‖AεRεf
0 −RεA0f

0‖Hε ≤ c2
√
ε.

Це означає, що виконується умова C3.
Умова C4 вимагає деякої модифiкацiї, оскiльки розмiрностi задач (25) та (29) є рiзни-

ми. Спочатку зауважимо, що має мiсце твердження.

Твердження. Iснує лiнiйний оператор Pε : H1(Ωε,Γε) 7→ H1(Ω, ∂Ω) такий, що для
будь-якої функцiї u ∈ H1(Ωε,Γε)

‖Pεu‖H1(Ω) ≤ c3ε
−1/2‖u‖H1(Ωε).

Такий оператор Pε є суперпозицiєю оператора Pε (див. (2)) i оператора Eε (див. (24)),
тобто Pε = EεPε.

Нехай supε>0 ‖fε‖Hε ≤ c4. Тодi згiдно з нерiвнiстю (7) ‖Aεf
ε‖H1(Ωε,Γε) ≤ c5

√
ε, а отже,

‖PεAεf
ε‖H1(Ω) ≤ c6. З огляду на компактнiсть вкладення H1 ⊂ L2 iснує функцiя v0 ∈

∈ H1(Ω, ∂Ω) така, що ‖Pε′Aε′f
ε′ − v0‖L2(Ω) → 0 по деякiй пiдпослiдовностi ε′ → 0. Тепер,

оскiльки норми операторiв Rε рiвномiрно обмеженi вiдносно ε,

‖Rε′Pε′Aε′f
ε′ −Rε′v0‖Hε′ → 0 при ε′ → 0.

Таким чином, умова C4 також справджується.

Зауваження 3.1. Вiдмiннiсть умови C4 в [18] (гл. III, § 1) полягає в тому, що суперпози-
цiя операторiв Rε та Pε′ дорiвнює тотожному оператору в Hε.

Застосовуючи результати схеми з роботи [18] (гл. III, § 1) до задач (25) та (29), отри-
муємо такi теореми.

Теорема 3.1. Нехай {λn(ε) : n ∈ N} i {µn} — впорядкованi послiдовностi (27) i (30)
власних значень задач (25) та (29) вiдповiдно; {uε

n : n ∈ N} — послiдовнiсть власних
функцiй задачi (25), якi нормованi умовою (28).

Тодi для кожного n ∈ N0

λn(ε) → µn при ε → 0.

Iснує пiдпослiдовнiсть послiдовностi {ε}, яку знов перепозначимо через {ε}, така,
що

Pεu
ε
n → vn слабко в H1(Ω, ∂Ω) при ε → 0,

де {vn} — власнi функцiї задачi (29), якi ортонормованi в H0.
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Теорема 3.2. Для довiльного n ∈ N i достатньо малих значень ε маємо

|λn(ε)− µn| ≤ c1(n)
√
ε.

Припустимо, що µn = µn+1 = . . . = µn+q — q-кратне власне значення задачi (29).
Тодi для довiльної функцiї v ∈ N(µn, A0) := {u ∈ H0 : A0u = µnu}, ‖v‖H0 = 1, iснує
лiнiйна комбiнацiя ũε власних векторiв uε

n, . . . , u
ε
n+q задачi (25) така, що

‖Rεv − ũε‖Hε
≤ c2(n)

√
ε. (33)

Зауваження 3.2. При виконаннi умов наслiдку 2.1 з (33) виводимо нерiвнiсть

‖v − Eε(ũε)‖L2(Ω) ≤ c3(n)
√
ε.

4. Побудова асимптотичного розвинення для розв’язку крайової задачi в тонкiй пер-
форованiй областi. В цьому пунктi зробимо додатковi припущення для тонкої областi Ωε

та коефiцiєнтiв диференцiального оператора Lε. Будемо вважати, що ε−1 ∈ N, функцiї
h± парнi за кожною змiнною ξ1, . . . , ξn−1, Ω = {x′ ∈ Rn−1 : xi ∈ (0, 1), i = 1, . . . , n− 1}, а

комiрка перiодичностi ω0 є симетричною вiдносно гiперплощин ξi =
1
2
, i = 1, . . . , n− 1.

Коефiцiєнти aij , i, j = 1, n, оператора Lε задовольняють умови

aij(S′hξ) = (−1)δi,h+δj,haij(ξ) ∀ξ ∈ Rn ∀h = 1, n− 1, (34)

де S′hξ =
(
(−1)δ1,hξ1, . . . , (−1)δn−1,hξn−1, ξn

)
, δi,h — символ Кронекера.

У такiй тонкiй перфорованiй областi Ωε розглянемо задачу

− Lε(uε(x)) = f(x′), x ∈ Ωε,

σε(uε(x))− εk0

(x
ε

)
uε(x) = 0, x ∈ Gε,

(35)

σε(uε(x))− εk±
(x
ε

)
uε(x) = 0, x ∈ S±ε ,

uε(x) = 0, x ∈ Γε,

де f ∈ C∞0 (Ω) , а функцiї k0(ξ), k±(ξ), ξ ∈ Rn, — гладкi, 1-перiодичнi, додатнi та парнi за
кожною iз змiнних ξ1, . . . , ξn−1.

4.1. Побудова формального асимптотичного розв’язку. Формальний асимптотичний
розв’язок шукаємо у виглядi

u∞

(
x′,

x

ε

)
:=

∞∑
k=0

εk
∑
|α|=k

Nα

(x
ε

)
Dαvε(x′), ε → 0, (36)

де α = (α1, . . . , αk) — мультиiндекс довжини |α| = k, в якому αi ∈ {0, 1, . . . , n− 1};Nα(ξ),

ξ ∈ Rn, — гладкi та 1-перiодичнi по ξ′ функцiї; N0 ≡ 1; Dαv ≡ ∂kv

∂xα1 . . . ∂xαk

, D0v ≡ v.
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Далi для скорочення записiв, якщо це не буде викликати непорозумiнь, будемо нехту-
вати аргументами у функцiях aij = aij(ξ), Nα = Nα(ξ) та vε = vε(x′). Використовуючи
(18) та формально застосовуючи до u∞ оператор Lε, отримуємо

Lε (u∞) =

=
∞∑

k=1

εk−2
∑
|α|=k

LξξNαD
αvε +

∞∑
k=0

εk−1
∑
|α|=k

n∑
i,j=1

∂ξi
(aijNα)∂xj (Dαvε) +

+
∞∑

k=0

εk−1
∑
|α|=k

n∑
i,j=1

aij∂ξj
(Nα) ∂xi (Dαvε) +

∞∑
k=0

εk
∑
|α|=k

n∑
i,j=1

aijNα∂xixj (Dαvε) =

=
∞∑

k=1

εk−2
∑
|α|=k

LξξNαD
αvε +

∞∑
k=0

εk−1
∑

|α|=k+1

n∑
i=1

∂ξi

(
aiα1Nα2...αk+1

)
Dαvε+

+
∞∑

k=0

εk−1
∑

|α|=k+1

n∑
j=1

aα1j∂ξj

(
Nα2...αk+1

)
Dαvε +

∞∑
k=0

εk
∑

|α|=k+2

aα1α2Nα3...αk+2
Dαvε =

=
∞∑

k=1

εk−2
∑
|α|=k

LξξNαD
αvε +

∞∑
k=1

εk−2
∑
|α|=k

n∑
i=1

∂ξi
(aiα1Nα2...αk

)Dαvε+

+
∞∑

k=1

εk−2
∑
|α|=k

n∑
j=1

aα1j∂ξj
(Nα2...αk

)Dαvε +
∞∑

k=1

εk−2
∑
|α|=k

aα1α2Nα3...αk
Dαvε =

=
∞∑

k=1

εk−2
∑
|α|=k

(LξξNα +Mα + aα1α2Nα3...αk
)Dαvε, (37)

де Mα =
∑n

i=1 (aα1i ∂ξi
Nα2...αk

+ ∂ξi
(aiα1Nα2...αk

)) , LξξN =
∑n

i,j=1 ∂ξi

(
aij∂ξj

N
)
, Nα ≡ 0

при |α| < 0, ai0 = a0i = a00 = 0, i = 1, . . . , n.
Пiдставляючи (37) у диференцiальне рiвняння задачi (34) i збираючи коефiцiєнти при

однакових степенях ε, знаходимо

∞∑
k=1

εk−2
∑
|α|=k

[LξξNα(ξ) +Mα(ξ) + aα1α2(ξ)Nα3...αk
(ξ)]

∣∣∣
ξ=x

ε

Dαvε(x′) ∼ −f(x′). (38)

Права частина (38) залежить тiльки вiд x′, тому вираз у лiвiй частинi (38) у квадратних
дужках, що залежить тiльки вiд ξ, має бути константою, тобто

LξξNα(ξ) +Mα(ξ) + aα1α2(ξ)Nα3...αk
(ξ) = hα, |α| = k, k ∈ N, (39)

де hα — деякi константи, якi будуть визначенi нижче.
Застосовуючи до u∞ оператор конормальної похiдної σε, отримуємо

σε(u∞) =
∞∑

k=1

εk−1
∑
|α|=k

[
σξ(Nα(ξ)) +

n∑
i=1

aiα1(ξ)νi(ξ)Nα2...αk
(ξ)

]∣∣∣∣∣
ξ=x

ε

Dαvε(x′),
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де σξ(N) =
∑n

i,j=1 aij(ξ)∂ξj
N(ξ)νi(ξ). Перегруповуючи i перепозначуючи iндекси пiдсу-

мовування, вираз εu∞(x′, ξ) можна записати у виглядi

εu∞(x′, ξ) = ε

∞∑
k=0

εk
∑
|α|=k

Nα(ξ)Dαvε(x′) =
∞∑

k=1

εk−1
∑
|α|=k

δα1,0δα2,0Nα3...αk
(ξ)Dαvε(x′).

Таким чином, при пiдстановцi u∞ у крайовi умови маємо

∞∑
k=1

εk−1
∑
|α|=k

[
σξ (Nα(ξ)) +

n∑
i=1

aiα1(ξ)νi(ξ)Nα2...αk
(ξ)−

− δα1,0δα2,0k
±(ξ)Nα3...αk

(ξ)

]∣∣∣∣∣
ξ=x

ε

Dαvε(x′) ∼ 0 при x ∈ S±ε (40)

та
∞∑

k=1

εk−1
∑
|α|=k

[
σξ (Nα(ξ)) +

n∑
i=1

aiα1(ξ)νi(ξ)Nα2...αk
(ξ)−

− δα1,0δα2,0k0(ξ)Nα3...αk
(ξ)

]∣∣∣∣∣
ξ=x

ε

Dαvε(x′) ∼ 0 при x ∈ Gε. (41)

Iз спiввiдношень (39) – (41) отримуємо рекурентну процедуру для визначення функ-
цiй Nα :

LξξNα(ξ) +Mα(ξ) + aα1α2(ξ)Nα3...αk
(ξ) = hα, ξ ∈ ω0,

σξ (Nα(ξ)) +
n∑

i=1

aiα1(ξ)νi(ξ)Nα2...αk
(ξ)− δα1,0δα2,0k

±(ξ)Nα3...αk
(ξ) = 0, ξ ∈ S±,

σξ (Nα(ξ)) +
n∑

i=1

aiα1(ξ)νi(ξ)Nα2...αk
(ξ)− δα1,0δα2,0k0(ξ)Nα3...αk

(ξ) = 0, ξ ∈ ∂T0,

(42)

∂β
ξi
Nα(ξ)

∣∣∣
ξi=0

= ∂β
ξi
Nα(ξ)

∣∣∣
ξi=1

, i = 1, n− 1, β = 0, 1, ξ ∈ Γ,

〈Nα〉ω0
= 0.

Рекурентна процедура (42) буде однозначно розв’язною, якщо буде виконуватись умова
розв’язностi (10). Тому сталi hα потрiбно вибрати таким чином:

hα =

〈
n∑

i=1

aiα1∂ξi
Nα2...αk

+ aα1α2Nα3...αk

〉
ω0

+
δα1,0δα2,0

|ω0|

∫
∂T0

k0Nα3...αk
dσ+

+
δα1,0δα2,0

|ω0|

∫
S±

k±Nα3...αk
dσ. (43)
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Зокрема, при |α| = 1 коефiцiєнти hα = 0 i вiдповiднi крайовi задачi набирають вигляду

LξξNα1(ξ) +
n∑

i=1

∂ξi
aiα1(ξ) = 0, ξ ∈ ω0,

σξ (Nα1(ξ)) +
n∑

i=1

aiα1(ξ)νi(ξ) = 0, ξ ∈ S±,

(44)

σξ (Nα1(ξ)) +
n∑

i=1

aiα1(ξ)νi(ξ) = 0, ξ ∈ ∂T0,

∂β
ξi
Nα1(ξ)

∣∣∣
ξi=0

= ∂β
ξi
Nα1(ξ)

∣∣∣
ξi=1

, i = 1, n− 1, β = 0, 1, ξ ∈ Γ,

〈Nα1〉ω0
= 0.

Згiдно з нашою домовленiстю (див. (37)) ai0 = 0, i = 1, . . . , n. Тому при α1 = 0 задача
(44) буде мати лише нульовий розв’язок: N0 ≡ 0. При α1 ∈ {1, . . . , n − 1} розв’язок Nα1

збiгається з вiдповiдним розв’язком задачi (11).

Розглянемо задачi для функцiй Nα1α2 , α1, α2 ∈ {0, 1, . . . , n − 1}. При (α1, α2) = (p, q),
p, q = 1, n− 1, маємо

LξξNpq(ξ) +
n∑

i=1

(
api(ξ)∂ξi

Nq(ξ) + ∂ξi
(aip(ξ)Nq(ξ))

)
+ apq(ξ) = âpq, ξ ∈ ω0,

σξ (Npq(ξ)) +
n∑

i=1

aip(ξ)νi(ξ)Nq(ξ) = 0, ξ ∈ S±,

(45)

σξ (Npq(ξ)) +
n∑

i=1

aip(ξ)νi(ξ)Nq(ξ) = 0, ξ ∈ ∂T0,

∂β
ξi
Npq(ξ)

∣∣∣
ξi=0

= ∂β
ξi
Npq(ξ)

∣∣∣
ξi=1

, i = 1, n− 1, β = 0, 1, ξ ∈ Γ,

〈Npq〉ω0
= 0,

де âpq := 〈
∑n

i=1 aip∂ξi
Nq + apq〉ω0

= hpq (для порiвняння див. (12) та (19)).

У випадку, коли (α1, α2) = (0, q) або (α1, α2) = (p, 0), p, q = 1, n− 1, задачi мають
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такий вигляд:

Lξξ (N0q(ξ)) = 0, ξ ∈ ω0,

σξ (N0q(ξ)) = 0, ξ ∈ S±,

σξ (N0q(ξ)) = 0, ξ ∈ ∂T0,
(46)

∂β
ξi
N0q(ξ)

∣∣∣
ξi=0

= ∂β
ξi
N0q(ξ)

∣∣∣
ξi=1

, i = 1, n− 1, β = 0, 1, ξ ∈ Γ,

〈N0q〉ω0
= 0,

звiдки Np0 = N0q ≡ 0, p, q = 1, n− 1.
При (α1, α2) = (0, 0)

Lξξ (N00(ξ)) = K̂, ξ ∈ ω0,

σξ (N00(ξ)) = k±(ξ), ξ ∈ S±,

σξ (N00(ξ)) = k0(ξ), ξ ∈ ∂T0,
(47)

∂β
ξi
N00(ξ)

∣∣∣
ξi=0

= ∂β
ξi
N00(ξ)

∣∣∣
ξi=1

, i = 1, n− 1, β = 0, 1, ξ ∈ Γ,

〈N00〉ω0
= 0,

де

h00 := K̂ :=
1
|ω0|

 ∫
∂T0

k0dσ +
∫

S±

k±dσ

 .

Тепер на пiдставi симетрiї областi ω0 та умов (34), як i в роботах [19] (§ 6.3) та [22]
(лема 2.2), доведемо наступну лему i знайдемо новi властивостi розв’язкiв рекурентної
процедури (42).

Лема 4.1. Якщо для деякого h ∈ {1, . . . , n−1} правi частини задачi (8) задовольняють
умови

Φ0(S′h(ξ)) = Φ0(ξ), ξ ∈ ∂T0, Φ±0 (S′h(ξ)) = Φ±0 (ξ), ξ ∈ S±, (48)

Fi(S′h(ξ)) = (−1)δi,hFi(ξ), ξ ∈ ω0, i = 0, 1, 2, . . . , n, (49)

то розв’язком задачi (8) є парна вiдносно
1
2

за змiнною ξh функцiя, тобто

N(S′h(ξ)) = N(ξ), ξ ∈ ω0. (50)
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Якщо для деякого h ∈ {1, . . . , n− 1} правi частини задачi (8) задовольняють умови

Φ0(S′h(ξ)) = −Φ0(ξ), ξ ∈ ∂T0, Φ±0 (S′h(ξ)) = −Φ±0 (ξ), ξ ∈ S±, (51)

Fi(S′h(ξ)) = (−1)δi,h+1Fi(ξ), ξ ∈ ω0, i = 0, 1, 2, . . . , n, (52)

то розв’язком задачi (8) є непарна вiдносно
1
2

за змiнною ξh функцiя, тобто

N(S′h(ξ)) = −N(ξ), ξ ∈ ω0. (53)

Доведення. Врахувавши умови (34) та симетрiю областi ω0 вiдносно гiперплощин ξi =

=
1
2
, i = 1, . . . , n− 1, отримаємо наступнi спiввiдношення для розв’язку N задачi (8):

Lηη

(
N(η)

)
|η=S′h(ξ) = Lξξ

(
N(S′h(ξ))

)
, ξ ∈ ω0,

ση

(
N(η)

)
|η=S′h(ξ) = σξ

(
N(S′h(ξ))

)
, ξ ∈ ∂T0 ∪ S±.

Таким чином, функцiя N(S′h(ξ)), ξ ∈ ω0, є розв’язком задачi

LξξN(S′h(ξ)) = F0(S′h(ξ)) +
n∑

i=1

∂Fi

∂ξi
(S′h(ξ)), ξ ∈ ω0,

σξ(N(S′h(ξ))) = Φ±0 (S′h(ξ)) +
n∑

i=1

(−1)δi,hFi(S′h(ξ))νi(ξ), ξ ∈ S±,

σξ(N(S′h(ξ))) = Φ1(S′h(ξ)) +
n∑

i=1

(−1)δi,hFi(S′h(ξ))νi(ξ), ξ ∈ ∂T0, (54)

∂β
ξi
N(S′h(ξ))

∣∣∣
ξi=0

= ∂β
ξi
N(S′h(ξ))

∣∣∣
ξi=1

, i = 1, n− 1, β = 0, 1, ξ ∈ Γ,

〈
N(S′h(ξ))

〉
ω0

= 0.

Тут ми врахували той факт, що для компонент нормалi виконуються спiввiдношення
νi(S′h(ξ)) = (−1)δi,hνi(ξ), i = 1, . . . , n.

Нехай мають мiсце умови (48) та (49). Вiднявши вiд спiввiдношень задачi (8) вiдповiднi
спiввiдношення задачi (54), отримаємо

Lξξ

(
N(ξ)−N(S′h(ξ)

)
= 0, ξ ∈ ω0,

σξ

(
N(ξ)−N(S′h(ξ)

)
= 0, ξ ∈ S±,

σξ

(
N(ξ)−N(S′h(ξ)

)
= 0, ξ ∈ ∂T0,

(55)

∂β
ξi

(
N(ξ)−N(S′h(ξ)

)∣∣∣
ξi=0

= ∂β
ξi

(
N(ξ)− (S′h(ξ)

)∣∣∣
ξi=1

, β = 0, 1, ξ ∈ Γ,

〈
N(ξ)−N(S′h(ξ)

〉
ω0

= 0.
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На пiдставi єдиностi розв’язку задачi (8) з (55) випливає (50). Аналогiчно доводиться лема
при виконаннi умов (51) та (52).

Наслiдок 4.1. Для розв’язкiв Nα рекурентної процедури (42) та констант hα вико-
нуються спiввiдношення:

1) Nα(S′hξ) = (−1)δα1,h+...+δαk,hNα(ξ), ξ ∈ ω0, h = 1, n− 1;
2) Nα ≡ 0, якщо набiр iндексiв α1 . . . αk мiстить непарну кiлькiсть нулiв;
3) hα = 0, якщо (−1)δα1,h+...+δαk,h = −1 хоча б при одному h ∈ {1, . . . , n− 1};
4) hα = 0 при непарному |α|.

Доведення проведемо методом математичної iндукцiї. Базу iндукцiї перевiримо на за-
дачах (44) – (47). Розглядаючи задачу (44), неважко бачити, що згiдно з лемою 4.1 та вла-
стивостями коефiцiєнтiв aij (див. (34)) для розв’язкiвNα1 , α1 ∈ {1, . . . , n−1}, мають мiсце
спiввiдношення

Nα1

(
S′hξ

)
= (−1)δα1,h Nα1(ξ), ξ ∈ ω0, h = 1, n− 1, (56)

а вiдповiднi константи hα1 = 0.
З леми 4.1 випливає, що розв’язок N00 задачi (47) є парним за кожною зi змiнних

ξ1, . . . , ξn−1. Функцiї Np0 = N0q ≡ 0, p, q = 1, n− 1. Правi частини задачi (45) задовольня-
ють рiвностi

n∑
i,j=1

(
apj(S′hξ)∂ξj

Nq(S′hξ) + ∂ξi

(
aip(S′hξ)Nq(S′hξ)

))
+ apq(S′hξ) =

= (−1)δp,h+δq,h

 n∑
i,j=1

(
apj(ξ)∂ξj

Nq(ξ) + ∂ξi
(aip(ξ)Nq(ξ))

)
+ apq(ξ)

 ,
âpq = 0, p 6= q, (57)

n∑
i=1

aip(S′hξ)νi(S′hξ)Nq(S′hξ) = (−1)δp,h+δq,h

n∑
i=1

aip(ξ)νi(ξ)Nq(ξ).

Таким чином, можна стверджувати, що

Nα1α2

(
S′hξ

)
= (−1)δα1,h+δα2,h Nα1α2(ξ), ξ ∈ ω0, h = 1, n− 1. (58)

Нехай тепер для всiх α, |α| ≤ k − 1, функцiї Nα1...αk−1
задовольняють спiввiдношення

Nα1...αk−1
(S′hξ) = (−1)δα1,h+...+δαk−1,hNα1...αk−1

(ξ), ξ ∈ ω0, h = 1, n− 1.

Тодi на пiдставi умов (34) маємо(
Mα(η) + aα1α2(η)Nα3...αk

(η)
)∣∣∣

η=S′hξ
=

= (−1)δα1,h+...+δαk,h (Mα(ξ) + aα1α2(ξ)Nα3...αk
(ξ)) , ξ ∈ ω0.
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З леми 4.1 випливає, що функцiї Nα задовольняють рiвностi

Nα(S′hξ) = (−1)δα1,h+...+δαk,hNα(ξ), |α| = k, k ∈ N, h = 1, n− 1,

hα = 0, якщо (−1)δα1,h+...+δαk,h = −1 хоча б при одному h ∈ {1, . . . , n− 1}.

Таким чином, ми довели властивостi 1 та 3 наслiдку 4.1.
Також методом математичної iндукцiї покажемо, що розв’язок задачi (42) Nα ≡ 0,

якщо мультиiндекс (α1, α2, . . . , αk) мiстить у собi непарну кiлькiсть нулiв. За базу iндук-
цiї вiзьмемо попередньо розглянутi випадки для k = 1 та k = 2. Нехай Nα1...αk−1

≡
≡ 0, Nα1...αk−2

≡ 0 для деякого k ∈ N, якщо вiдповiднi набори iндексiв мiстять непарну
кiлькiсть нулiв. Тодi доданки aα1j ∂ξj

Nα2...αk
, ∂ξi

(aiα1Nα2...αk
) , aα1α2 Nα3...αk

з диференцi-
ального рiвняння задачi (42) будуть дорiвнювати нулю або на пiдставi властивостей aij ,
або за припущенням iндукцiї. З тих самих мiркувань будуть дорiвнювати нулю доданки
вигляду aiα1 νiNα2...αk

в крайових умовах. Розглядаючи вирази δα1,0 δα2,0 Nα3...αk
, матиме-

мо два випадки: α1 = α2 = 0 та коли набiр нулiв у iндексi α розподiляється будь-яким
iншим чином. У першому випадку цей вираз дорiвнюватиме нулю за припущенням iндук-
цiї, оскiльки на мультиiндекс (α3, . . . , αk) припадає непарна кiлькiсть нулiв. У другому
випадку цей вираз буде нулем за означенням символу Кронекера. Отже, всi правi части-
ни як в диференцiальному рiвняннi задачi (42), так i в крайових умовах дорiвнюють нулю.
Тому Nα = 0, |α| = k.

Пункт 4 леми випливає з щойно доведених властивостей функцiй Nα, властивостей
коефiцiєнтiв aij та того, що iнтегрування в формулi (43) проводиться по симетричнiй
областi.

Наслiдок доведено.

Зауваження 4.1. З (57) випливає, що у випадку симетрiї коефiцiєнтiв задачi та симетрiї
областi ω0 усереднений оператор має вигляд

L̂ =
n−1∑
p=1

âpp
∂2

∂x2
p

.

Таким чином, спiввiдношення (38) можна записати у виглядi

∞∑
k=1

ε2k−2
∑
|α|=2k

hαD
αvε(x′) ∼ −f(x′), x′ ∈ Ω. (59)

Врахувавши властивiсть 4 з наслiдку 4.1, асимптотичний анзац для vε подамо у виглядi

vε(x′) =
∞∑

m=0

ε2mvm(x′), x′ ∈ Ω. (60)

Пiдставивши (60) в (59), отримаємо

∞∑
k=0

ε2k

∑
|α|=2

hαD
αvm(x′) +

k−1∑
m=0

∑
|α|=2(k−m)+2

hαD
αvm(x′)

 ∼ −f(x′).
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Прирiвнявши коефiцiєнти при вiдповiдних степенях ε, будемо мати рекурентну процеду-
ру для визначення функцiй {vk}∞k=0 :

L̂(vk(x′)) + K̂vk(x′) = fk(x′), x′ ∈ Ω,
(61)

vk(x′) = 0, x′ ∈ ∂Ω,

де

f0(x′) = −f(x′), fk(x′) = −
k−1∑
m=0

∑
|α|=2(k−m)+2

hαD
αvm(x′), x′ ∈ Ω.

Зауваження 4.2. З крайових умов задачi (61) випливає, що всi похiднi функцiй vk|xi=0 ,
vk|xi=1 за всiма змiнними, крiм xi, на гранях {xi = 0} i {xi = 1} (n− 1)-вимiрного куба Ω
також дорiвнюють нулю.

Лема 4.2. Для розв’язкiв рекурентної процедури (61) на межi куба Ω виконуються
спiввiдношення

∂2lvk

∂x2l
i

∣∣∣∣
xi=0

=
∂2lvk

∂x2l
i

∣∣∣∣
xi=1

= 0, l, k ∈ N ∪ {0}, i = 1, . . . , n− 1. (62)

Доведення проведемо у випадку i = 1. Будемо iнтерпретувати символи f̃ , Ω̃, . . . та-
ким чином: Ω̃ означає об’єднання Ω та її симетричного образу вiдносно гiперплощини
{x′ : x1 = 0}, включаючи їх спiльну межу; f̃ — непарне продовження функцiї f на об-
ласть Ω̃.

Оскiльки f0 є фiнiтною, то розв’язок задачi (61) при k = 0, продовжений непарним
чином через гiперплощину {x′ : x1 = 0}, є розв’язком задачi

L̂
(
ṽ0(x′)

)
+ K̂ṽ0(x′) = f̃0(x′), x′ ∈ Ω̃,

(63)

ṽ0(x′) = 0, x′ ∈ ∂Ω̃.

Отже, ṽ0 ∈ C∞(Ω̃) i мають мiсце спiввiдношення (62) при k = 0.
Припустимо, що спiввiдношення (62) виконуються при всiх k = 0, 1, . . . , p − 1. Тодi

fp ∈ C∞(Ω) та

∂2lfp(x′)
∂x2l

1

∣∣∣∣
x1=0

= −
p−1∑
m=0

∑
|α|=2(p−m)+2

hα
∂2lDαvm(x′)

∂x2l
1

∣∣∣∣
x1=0

= 0, l ∈ N ∪ {0}. (64)

Дiйсно, якщо мультиiндекс α мiстить парну кiлькiсть похiдних за змiнною x1, то рiвностi
(64) мають мiсце на пiдставi попереднiх припущень леми та зауваження 4.2. Нехай муль-
тиiндекс α мiстить непарну кiлькiсть похiдних за змiнною x1. Тодi з властивостi 3 наслiд-
ку 4.1 випливає, що hα = 0.
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Тому задачу (61) при k = p можна продовжити непарним чином через гiперплощину
{x′ : x1 = 0}, а отже, розв’язок ṽp є непарною гладкою функцiєю вiдносно змiнної x1 i
спiввiдношення (62) виконуються при k = p.

4.2. Обґрунтування побудованої асимптотики. Розглянемо частинну суму

Sp(x, ε) =
p∑

k=0

εk
∑
|α|=k

Nα

(x
ε

)
DαVp−1(x′, ε), Vp−1(x′, ε) =

(p−1)/2∑
m=0

ε2mvm(x′)

при довiльному фiксованому непарному p. Для зручностi подамо Sp у виглядi

Sp(x, ε) =
(p−1)/2∑

k=0

ε2k
∑
|α|=2k

Nα

(x
ε

) (p−1)/2∑
m=0

ε2mDαvm(x′)+

+
(p−1)/2∑

k=1

ε2k−1
∑

|α|=2k−1

Nα

(x
ε

) (p−1)/2∑
m=0

ε2mDαvm(x′).

Знайдемо значення Sp на вертикальнiй частинi Γε межi тонкої перфорованої областi
Ωε. При xi = 0, i = 1, n− 1, маємо

Sp(x, ε)|xi=0 =

[
ε0v0 + ε2

(∑
|α|=2

NαD
αv0 + v1

)
+

+ ε4

(∑
|α|=4

NαD
αv0 +

∑
|α|=2

NαD
αv1 + v2

)
+ . . .

. . .+ εp−1

( ∑
|α|=p−1

NαD
αv0 +

∑
|α|=p−3

NαD
αv1 + . . .+ v p−1

2

)]∣∣∣∣∣∣
xi=0

+

+

[
ε1
∑
|α|=1

NαD
αv0 + ε3

(∑
|α|=3

NαD
αv0 +

∑
|α|=1

NαD
αv1

)
+ . . .

. . .+ εp

(∑
|α|=p

NαD
αv0+

∑
|α|=p−2

NαD
αv1+. . .+

∑
|α|=1

NαD
αv p−1

2

)]∣∣∣∣∣∣
xi=0

,

x ∈ Γε.

Покажемо, що доданки вигляду Nα1...αk−m

∂k−mvm

∂xα1 . . . ∂xαk−m

, якi входять до Sp при вiд-

повiдних степенях ε, дорiвнюють нулю при xi = 0. Якщо кiлькiсть тих компонент муль-
тиiндексу (α1 . . . αk−m), що збiгаються з i, є парною, то Sp(x, ε)|xi=0 = 0 за рiвностями
(62). Якщо кiлькiсть тих компонент мультиiндексу (α1 . . . αk−m), що збiгаються з i, є не-
парною, то Sp(x, ε)|xi=0 = 0 за наслiдком 4.1. Якщо ж серед компонент мультиiндексу
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(α1 . . . αk−m) немає таких, що дорiвнюють i, то Sp(x, ε)|xi=0 = 0 за зауваженням 4.2. От-
же, Sp(x, ε)|xi=0 = 0.

Внаслiдок 1-перiодичностi Nα по ξ1, . . . , ξn−1 та спiввiдношень (62) маємо

Sp(x, ε)|xi=0 = Sp(x, ε)|xi=1 = 0, x ∈ Γε, i = 1, n− 1.

При x ∈ S±ε вiдповiдно будемо мати

n∑
i,j=1

aij

(x
ε

) ∂Sp(x, ε)
∂xj

νi − εk±
(x
ε

)
Sp(x, ε) =

= εp
∑

|α|=p+1

n∑
i=1

aiα1Nα2...αp+1νiD
αVp−1−

−
p+2∑

k=p+1

εk−1
∑
|α|=k

k±δα1
0 δα2

0 Nα3...αk
DαVp−1 =: εpr(0)p (x, ε).

З огляду на гладкiсть функцiй vm доданки, якi входять до r(0)p , оцiнюються таким чином:∥∥∥Nα

(x
ε

)
DαVp−1

∥∥∥2

L2(S±ε )
≤ c1

∥∥∥Nα

(x
ε

)∥∥∥2

L2(S±ε )
≤ c2ε

−1‖Nα(ξ)‖2
H1(ω0).

Тому ‖r(0)
p ‖L2(S±ε ) ≤ C1ε

−1/2. Аналогiчно для x ∈ Gε

n∑
i,j=1

aij

(x
ε

) ∂Sp(x, ε)
∂xj

νi − εk0

(x
ε

)
Sp(x, ε) = εpr(1)p (x, ε),

∥∥∥r(1)p

∥∥∥
L2(Gε)

≤ C2 ε
−1/2.

Застосовуючи оператор Lε до розглядуваної частинної суми, маємо

n∑
i,j=1

∂

∂xi

(
aij

(x
ε

) ∂Sp(x, ε)
∂xj

)
+ f(x′) =

=

p−2∑
k=0

εk

∑
|α|=2

hαD
αvm(x′) +

k−1∑
m=0

∑
|α|=2(k−m)+2

hαD
αvm(x′)

+ f(x′)

+

+ εp−1Rp(x, ε) = εp−1Rp(x, ε), ‖Rp‖L2(Ωε) ≤ C3

√
ε.

Таким чином, отримали спiввiдношення

Lε(Sp(x, ε)) + f(x′) = εp−1Rp(x, ε), x ∈ Ωε,

σε(Sp(x, ε))− εk±
(x
ε

)
Sp(x, ε) = εpr(0)p (x, ε), x ∈ S±ε ,

(65)

σε(Sp(x, ε))− εk0

(x
ε

)
Sp(x, ε) = εpr(1)p (x, ε), x ∈ Gε,

Sp(x, ε)|xi=0 = 0, Sp(x, ε)|xi=1 = 0, i = 1, n− 1, x ∈ Γε.
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Вiднiмемо вiд (65) задачу (35):

Lε(Sp − uε) = εp−1Rp(x, ε), x ∈ Ωε,

σε(Sp − uε)− εk±
(x
ε

)
(Sp − uε) = εpr(0)

p (x, ε), x ∈ S±ε ,

(66)

σε(Sp − uε)− εk0

(x
ε

)
(Sp − uε) = εpr(1)p (x, ε), x ∈ Gε,

Sp(x, ε)− uε(x, ε) = 0, x ∈ Γε.

На пiдставi отриманих оцiнок для вiдхилiв задачi (65) та апрiорної оцiнки (7) маємо

‖Sp − uε‖H1(Ωε)
≤ Cpε

p−1/2.

Таким чином, доведено таку теорему.

Теорема 4.1. Для розв’язку задачi (35) має мiсце таке асимптотичне розвинення у
просторi H1(Ωε) :

uε(x) ∼
∞∑

k=0

εk
∑
|α|=k

Nα

(x
ε

)
Dαvε(x′), vε(x′) =

∞∑
m=0

ε2mvm(x′), ε → 0,

деNα визначаються з рекурентної процедури (42), а vm — з рекурентної процедури (61).

Наслiдок 4.2. Якщо в (66) покласти p = 3, то отримаємо асимптотичну оцiнку∥∥∥∥∥∥uε(x)− v0(x′)− ε

n−1∑
α1=1

Nα1

(x
ε

) ∂v0(x′)
∂xα1

− ε2
n−1∑

α1,α2=1

Nα1α2

(x
ε

) ∂2v0(x′)
∂xα1∂xα2

∥∥∥∥∥∥
H1(Ωε)

≤ C1 ε
2,

з якої випливає й оцiнка (22) для першого наближення.
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