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Відомо, що загальної теорії інтегрування нелінійних диференціальних рівнянь з частин-
ними похідними не існує. Проте більшість випадків повного інтегрування або пошуку кон-
кретних розв’язків пов’язано з відповідними замінами змінних. Невироджені точкові пе-
ретворення, які залишають диференціальне рівняння інваріантним і утворюють зв’язну 
групу Лі, називають ліївськими симетріями цього рівняння. Саме ці перетворення є най-
більш вживаними. У багатьох випадках алгоритмічний метод ліївської редукції приво дить 
до побудови інваріантних розв’язків розглядуваного диференціального рівняння. Ще од-
на особливість ліївських симетрій полягає в тому, що вони дозволяють виокремити важ-
ливі для застосувань рівняння. Дійсно, всі основні рівняння математичної фізики, зокре-
ма рівняння Ньютона, Лапласа, Ейлера—Лагранжа, д’Аламбера, Ламе, Гамільтона—Якобі, 
Макс велла, Шредінгера, володіють нетривіальними симетрійними властивостями [1]. Ця 
властивість вирізняє їх з-поміж інших диференціальних рівнянь. Виникає важлива задача 
виокремлення з класу диференціальних рівнянь тих, що допускають алгебри ліївської ін-
варантності максимально високих розмірностей. Цю задачу називають задачею групової 
класифікації.

У даній роботі розв’язано задачу групової класифікації для класу узагальнених рівнянь 
Кавахари з коефіцієнтами, залежними від часу:

t x xxx xxxxxu t f u u t u t u( ) ( ) ( ) ( ) 0+α +β +σ = .  (1)
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Тут f , α , β , σ  — гладкі функції своїх аргументів, причому 0uf αβσ ≠ . У випадку сталих α , 
β  і σ  рівняння (1) є класичними моделями теорії солітонів. Солітонні хвилі — це нелінійні 
хвилі постійної форми, які швидко (зазвичай експоненційно) спадають у своїх хвостових 
областях. Однак за критичних умов у дисперсних системах виникають слабо-нелокальні 
солітонні хвилі (наприклад, магніто-акустичні хвилі в плазмі, хвилі з поверхневим натя-
гом тощо). Ці хвилі складаються з центральної частини, яка подібна до центральної части-
ни класичних солітонних хвиль, і коливних хвостів з ненульовою сталою амплітудою, які 
простягаються нескінченно далеко від центральної частини. Щоб з’ясувати і описати влас-
тивості цих хвиль, Т. Кавахара запропонував узагальнені нелінійні рівняння, які мають 
вигляд рівняння КдФ з додатковим членом з п’ятою похідною, а саме рівняння вигляду

+α +β +σ = 0t x xxx xxxxxu uu u u ,

де α , β  та σ  — ненульові сталі [2]. Узагальнені моделі зі сталими коефіцієнтами, пов’я-
зані з рівнянням Кавахари, з’явилися пізніше. Наприклад, довгі хвилі на мілкій воді під 
кри гою моделюються рівнянням

0t x x xxx xxxxxu u uu uu uu+ +α +β +σ = ,

див. [3, 4]. Це рівняння зводиться до класичного рівняння Кавахари за допомогою простої 
заміни змінних: 1u u= +α  ( t  і x  не перетворюються). Відзначимо, що ні класичне рівняння 
Кавахари, ані наведені вище його узагальнення не є інтегровними методом оберненої за-
дачі розсіяння.

Останнім часом багато уваги приділяють моделям зі змінними коефіцієнтами. Робо-
ту [5] присвячено пошуку ліївських симетрій та законів збереження рівнянь з класу (1), 
але в ній отримано лише часткові результати щодо ліївських симетрій, оскільки калібру-
вання довільних елементів класу перетвореннями еквівалентності не було обрано опти-
мально. У цій статті показано, що використання допустимих перетворень та вибір опти-
мального калібрування дозволяє розв’язати задачу повністю. Зауважимо, що частковий ви-
падок класифікації, коли функція ( )f u  степенева, наведено у роботі [6].

Допустимі перетворення. Систематичне вивчення трансформаційних властивостей кла-
сів диференціальних рівнянь розпочали Дж. Кінгстон і К. Софоклеус, назвавши перетво-
рення, що пов’язують два рівняння в класі, формозберігаючими [7], оскільки вони збері га-
ють форму рівняння в класі та змінюють лише його довільні елементи. Строгі означення 
та розвинену теорію розроблено пізніше Р.О. Поповичем [8]; ним запропоновано поняття 
допустимих перетворень. Допустиме перетворення — це впорядкована трійка, яку склада-
ють два фіксованих рівняння класу й перетворення, що їх пов’язує. Множина допустимих 
пе рет ворень разом із стандартною операцією композиції перетворень має структуру групоїда, 
тому її називають групоїдом еквівалентності [9].

Перетворення еквівалентності, які є необхідними для проведення групової класифі-
кації, є підмножиною множини допустимих перетворень. За означенням Л.В. Овсяннікова 
група еквівалентності класу диференціальних рівнянь складається з невироджених точко-
вих перетворень незалежних та залежних змінних, які входять до рівняння, та довільних 
елементів (сталих та/або функцій) класу, що зберігають диференціальну структуру класу, 
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але можуть змінювати довільні елементи. При цьому перетворення змінних не залежать від 
довільних елементів [10]. Тепер таку групу еквівалентності називають звичайною. Пізніше 
було введено поняття узагальненої групи еквівалентності, перетворення незалежних та 
залежних змінних з якої можуть містити довільні елементи класу. Групи еквівалентності, в 
яких перетворення довільних елементів є нелокальними (наприклад, нові довільні функ-
ції є інтегралами від старих довільних функцій), називають розширеними. Розширена уза-
гальнена група еквівалентності має обидві вищезазначені властивості. Якщо будь-яке до-
пустиме перетворення в класі диференціальних рівнянь породжено перетворенням з його 
групи еквівалентності (звичайної / узагальненої / розширеної / розширеної узагальненої), 
то цей клас називають нормалізованим у відповідному сенсі [9]. Розвинену теорію групої-
дів еквівалентності запропоновано нещодавно у роботі [11].

Допустимі перетворення в класі (1) знайдено прямим методом [7]. В результаті отри-
мано твердження, наведені в теоремах 1—3.

Теорема 1. Звичайна група еквівалентності G∼  класу (1) складається з перетворень

1 2 3 4( ), ,t T t x x u u= = δ + δ = δ + δ   ,

t t t

f f
T T T

3 5
1 1 1

0
0

, , ,
δ δ δ

= δ α = α β = β σ = σ
δ

   ,

де jδ , 0,1, , 4j =   — довільні сталі, причому 0 1 3 0δ δ δ ≠ ; T  — довільна гладка функція з 0tT ≠ .
Теорема 2. Підклас класу (1), виокремлений умовою 0uuf ≠ , нормалізований у розши ре-

ному узагальненому сенсі. Його групу еквівалентності Ĝ∼  складають перетворення

1 2 3 4 5( ), ( ) ,t T t x x A u u= = δ + δ + δ = δ + δ   ,

t t t
f f A A

T T T

3 5
1 1 1 1

0 2 0
0 0

( ), , , ,
δ δ δ δ

= δ + δ α = α = + ε β = β σ = σ
δ δ

   ,

де 0ε  і jδ , 0,1, , 5j =  , — такі дійсні сталі, що 0 1 4 0δ δ δ = , а ( )T t  — довільна гладка неста ла 
функція, 0tT ≠ . Додатковий довільний елемент A  задовольняє рівняння tA = α .

Теорема 3. Клас рівнянь Кавахари

( )( ) ( ) ( ) 0t x xxx xxxxxu t u b u t u t u+α + +β +σ =   (2)

нормалізований у розширеному узагальненому сенсі. Його групу еквівалентності 1̂G ∼  склада-
ють перетворення вигляду

x A
t T t x u A u x bA

A
2 1 0 2

2 1 2 2 3
2 1

( ), , (( ) )
ε + ε + ε ε

= = = δ + δ − δ + δ + ε
δ + δ Δ

   ,

δ + δ εΔ= α = α β = β
δ + δ δ + δ δ + δ

 
3

2 3 2
2 3

2 1 2 1 2 1

, ,
( ) ( )t t

A
A

A T A T A
,

t

b b
T A

5
2

1 2 1 1 2 0 3 25
2 1

1, ( )
( )

ε
σ = σ = δ ε + δ ε − δ ε − ε ε

Δδ + δ
 ,
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де jδ , 1, 2, 3, 4j =  і iε , 0,1, 2, 3i =  — довільні сталі, визначені до ненульового сталого множ-
ника, 4 1 3 2 0Δ = δ δ − δ δ ≠  і 2 0ε ≠ . ( )T t  — довільна гладка нестала функція, 0tT ≠ . Додатко вий 
довільний елемент A  задовольняє рівняння tA = α.

Групоїди еквівалентності підкласу класу (1), виокремленого умовою 0uuf ≠ , та класу 
(2) породжено розширеними узагальненими групами еквівалентності Ĝ∼ та 1̂G ∼ , відпо-
відно. Отже, клас (1) ненормалізований, але можна виконати розбиття цього класу на два 
ненормалізованих підкласи.

Використовуючи результати, наведені у теоремах 2 і 3, знаходимо критерій звідності 
узагальнених рівнянь Кавахари зі змінними коефіцієнтами (1) до рівнянь з цього ж класу зі 
сталими коефіцієнтами. Справедлива теорема.

Теорема 4. Рівняння вигляду (1) зі змінними коефіцієнтами можна звести точковим пе-
ретворенням до рівняння зі сталими коефіцієнтами з цього самого класу тоді й тільки 
то ді, коли коефіцієнти α , β , σ  задовольняють умови

tt

0
σβ ⎛ ⎞⎛ ⎞ = =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠α⎝ ⎠ α

, якщо 0uuf ≠ ,

t t t

2

3
1 0, 0

⎛ ⎞⎛ ⎞β⎛ ⎞ σα= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟α α⎝ ⎠⎝ ⎠ β⎝ ⎠
, якщо 0uuf ≠ .

Наявність довільної функції ( )T t  у перетвореннях еквівалентності з групи G∼ , дозво-
ляє відкалібрувати одну з довільних функцій α , β  чи σ  до певного стало го значення, на-
приклад, до одиниці.

Яке ж з трьох можливих калібрувань зручніше для подальшого розгляду? При 1β =  
або 1σ =  два виокремлених підкласи класу (1), як і раніше, нормалізовані лише в розши-
реному узагальненому сенсі, оскільки перетворення незалежних і залежних змінних все ще 
неявно містять t dt( )α∫ . Натомість при 1α =  вони нормалізовані у звичайному сенсі. Тому 
мож на очікувати, що групову класифікацію легше провести з калібруванням 1α = . Ка ліб-
рування 1α =  реалізується точковим перетворенням

t

t

t y dy x x u u
0

ˆ ˆ ˆ( ) , ,= α = =∫ ,  (3)

яке відображає клас (1) у свій підклас з ˆ 1α = , ˆ /β = β α  та ˆ /σ = σ α . Отже, не втрачаючи 
загальності, можна обмежитися вивченням класу

t x xxx xxxxxu f u u t u t u( ) ( ) ( ) 0+ +β +σ = ,  (4)

оскільки всі результати щодо симетрій, законів збереження, класичних розв’язків та інших 
пов’язаних об’єктів для рівнянь (1) можна знайти, використавши аналогічні результати, 
отримані для рівнянь з класу (4), та перетворення (3).

Щоб отримати групи еквівалентності для підкласу класу (1), виокремленого умовами 
0uuf ≠  і 1α = , покладемо 1α = α =  в перетвореннях, наведених у теоремі 2.
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Наслідок 1. Звичайна група еквівалентності 1Ĝ∼
α=  класу (4) з 0uuf ≠  складається з пе-

ретворень

t t x x t u u

f t

1 2 3 4 5 6 7

3 5
3 3

3 4
1 1 1

, , ,

1 ( ), , ,

= δ + δ = δ + δ + δ = δ + δ

δ δ
= δ + δ β = β σ = σ
δ δ δ

  

  
 (5)

де jδ , 0, , 7j =  , — довільні сталі, причому 1 3 6 0δ δ δ ≠ .
У випадку класу (2) використаємо перетворення

t

t

t y dy x x u u b
0

ˆ ˆ ˆ( ) , ,= α = = +∫ ,

що відображає рівняння з класу (2) в рівняння з цього ж класу з α =ˆ 1, =ˆ 0b , β =β αˆ / , σ = σ αˆ / . 
Отже, у випадку лінійної функції ( )f u  можна обмежитись дослідженням класу

t x xxx xxxxxu uu t u t u( ) ( ) 0+ +β +σ = .  (6)

Групу еквівалентності цього класу знаходимо як наслідок теореми 3.
Наслідок 2. Звичайна група еквівалентності 1, 1Ĝ∼

α=  класу (6) складається з перетворень

+ + + − − ++= = =
+ + Δ

  2 1 0 2 2 0 1( )
, , ,

e x e t e e ct d u e cx e c e dat bt x u
ct d ct d

 

β σβ = σ =
+ Δ Δ+

 
3 5
2 2

3,
( )

e e
ct d ct d

,  (7)

де 0 1 2, , , , , ,a b c d e e e  — довільні сталі, причому 0ad bcΔ = − ≠  та 2 0e ≠  , набір 0 1 2( , , , , , , )a b c d e e e  
визначено з точністю до ненульового множника, а тому без обмеження загальності можна 
вважати, що 1Δ = ± .

Ліївські симетрії. З допомогою допустимих перетворень задачу групової класифікації 
класу рівнянь вигляду (1) з 0uuf ≠  з точністю до Ĝ∼ -еквівалентності зведено до аналогіч ної 
задачі для класу рівнянь (4) з 0uuf ≠  з точністю до 1Ĝ∼

α= -еквівалентності. Вод ночас задачу 
групової класифікації класу рівнянь вигляду (1) з 0uuf = , а саме класу (2), з точністю до 

1̂G∼ -еквівалентності зведено до такої задачі для класу рівнянь (6) з точністю до 1, 1Ĝ∼
α= -екві-

валентності.
Дослiдження лiївських симетрiй у кожному з двох виокремлених підкласах класу (1) 

виконано класичним методом Лі—Овсянникова [10]. Справедливі теореми.
Теорема 5. Ядро максимальних алгебр ліївської інваріантності рівнянь з класу (4) (або (1)) 

з 0uuf ≠  співпадає з одновимірною алгеброю x〈∂ 〉 . Всі можливі 1Ĝ∼
α= -нееквівалентні (або 

Ĝ∼ -нееквівалентні) випадки розширення максимальних алгебр ліївської інваріантності ви-
черпуються випадками 1—9 табл. 1.

Теорема 6. Ядро максимальних алгебр ліївської інваріантності рівнянь з класу (6) (або 
(2)) з двовимірною алгеброю ,x x ut〈∂ ∂ + ∂ 〉 . Усі можливі 1, 1Ĝ∼

α= -нееквівалентні (або 1̂G∼ -неекві-



8 ISSN 1025-6415. Dopov. Nac. akad. nauk Ukr. 2020. № 12

О.О. Ванєєва, О.Ю. Жалій

валентні) випадки розширення максимальних алгебр ліївської інваріантності вичерпуються 
випадками1—4 з табл. 2.

Зауважимо, що максимальна алгебра ліївської інваріантності класичного рівняння 
Кавахари (вип. 3 табл. 2) є ізоморфною алгебрі Галілея 1A (1)G . Базисні оператори, наве-
дені у випадку 1 табл. 2, можна побудувати як реалізацію деформованої алгебри Галілея 

1A (1)qG  для значень 1q = , ρ−α =
ρ+

2
1

 [12].

Отже, вичерпно розв’язано задачу групової класифікації для класу узагальнених рів-
нянь Кавахари зі змінними коефіцієнтами (1). Отримано нові нелінійні моделі зі змінними 

Таблиця 2. Результати групової класифікації класу (2), αβσ ≠ 0

№ ( )tβ ( )tσ Базис Amax 

0 ∀ ∀ ,x x ut∂ ∂ + ∂

1 tρλ
5 2

3t
ρ+

δ ( ) ( )x x u t x ut t x u, , 3 1 2∂ ∂ + ∂ ∂ + ρ+ ∂ + ρ− ∂  

2 teλ
5
3

t
eδ , , 3x x u t x ut x u∂ ∂ + ∂ ∂ + ∂ + ∂

3 λ δ , ,x x u tt∂ ∂ + ∂ ∂

4
ν

λ +
1

2 2

3 arctg
( 1)

t
t

e ν
δ +

3
2 2

5 arctg
( 1)

t
t

e
, ,x x ut∂ ∂ + ∂  t x ut t x x t u2( 1) ( ) ( ( ) )+ ∂ + − ν ∂ + − + ν ∂

Примітка: 1̂1mod G∼α = , 1̂0modb G∼= , ρ , ν  — довільні сталі, 1̂1/2mod G∼ρ , ∼ν 1
ˆ0mod G ; δ , λ  — ненульо-

ві сталі, G1
ˆ1mod ∼δ = ± .

Таблиця 1. Результат групової класифікації класу (1), fuuαβσ ≠  0

№ ( )f u ( )tβ ( )tσ Базис Amax

0 ∀ ∀ ∀ x∂

1 ∀ 2tλ 4tδ ,x t xt x∂ ∂ + ∂

2 ∀ λ δ ,x t∂ ∂  
3 ln u ∀ ∀ ,x x ut u∂ ∂ + ∂

4 ln u 2tλ 4tδ , ,x x u t xt u t x∂ ∂ + ∂ ∂ + ∂

5 ln u λ δ , ,x x u tt u∂ ∂ + ∂ ∂

6 nu tρλ
5 2

3t
ρ+

δ x t x unt nx u, 3 ( 1) ( 2)∂ ∂ + ρ+ ∂ + ρ− ∂

7 nu teλ
5
3

t
eδ , 3x t x un nx u∂ ∂ + ∂ + ∂

8 ue tρλ t
5 2

3
ρ+

δ x t x ut x, 3 ( 1) ( 2)∂ ∂ + ρ+ ∂ + ρ− ∂

9 ue teλ t
e

5
3δ , 3x t x ux∂ ∂ + ∂ + ∂

Примітка: ˆ( ) 1modt G∼α = , ρ , n  — довільні сталі, 0,1n ≠ ; δ , λ  — ненульові сталі, ∼δ± ˆ1mod G .
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коефіцієнтами, що допускають розширення ліївської симетрії. Це стало можливим завдя-
ки оптимальному калібруванню довільних елементів класу, а саме калібруванню 1α = . Ви-
користання різних груп еквівалентності для випадків 0uuf ≠  і 0uuf = , які було знай дено в 
процесі вивчення допустимих перетворень у класі (1), дозволило подати класифікаційні 
списки у простій формі.
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LIE SYMMETRIES OF GENERALIZED KAWAHARA EQUATIONS

We carry out the group classification of a normalized class of generalized Kawahara equations with variable 
coefficients. Admissible transformations are studied, and the partition of the class into two normalized subclas-
ses is performed. For each of these subclasses, the respective equivalence groupoids are found. As a result, all 
equations from the class admitting Lie symmetry extensions are revealed.

Keywords: Lie symmetries, admissible transformations, equivalence group, Kawahara equations, group classifica-
tion, equivalence groupoid.


