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Розглянемо питання стійкості відносно збурень вхідних даних для векторного критерію 
частково цілочислової оптимізаційної задачі такого вигляду: 

( , ) : max{ ( )  },Q F X F x x X∈  (1)

де 1 2n n nX R Z R⊂ × ⊂ , 1 2n n n+ = , 11 n n<� , nR  — n-вимірний дійсний простір; 2nZ  — мно-
жина всіх цілочислових векторів з 2nR ; 1 2( , ) n nx y z R Z= ∈ × , = 1( ) ( ( ), , ( ))F x f x f x , 2� ; 

1 2 1: n n
if R Z R× →  — квадратичні функції вигляду ( ) , ,i i if x x D x c x= 〈 〉 + 〈 〉, n n

iD R ×∈ , n
ic R∈ , 

∈ = {1,..., }i N l ; X ≠ ∅ . Вважаємо, що задача (1) полягає у пошуку елементів множини Па-
рето-оп тимальних розв’язків

( , ) { ( , , ) }P F X x X x F X= ∈ π = ∅ ,
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Стаття присвячена вивченню якісних характеристик різних типів стійкості векторних задач частково 
цілочислової оптимізації, а саме, виявленню умов, за яких множина Парето-оптимальних розв’язків задачі 
має деяку наперед задану властивість інваріантності по відношенню до малих змін вхідних даних початко-
вої задачі. Для векторної задачі частково цілочислової оптимізації з квадратичними критеріальними функ-
ціями вивчені питання стійкості щодо збурень вхідних даних її векторного критерію. Знайдено необ хідні і 
достатні умови стійкості трьох типів для задачі пошуку Парето-оптимальних розв'язків. Тобто визна-
чено умови, за яких гарантується, що достатньо малі зміни у вхідних даних векторного критерію: 1) не 
приводять до появи нових Парето-оптимальних розв’язків; 2) зберігають усі Парето-оптимальні розв'язки 
задачі і допускають появу нових; 3) не змінюють множину Парето-оптимальних розв'язків початкової за-
дачі.

Ключові слова: задача частково цілочислової оптимізації, векторний критерій, стійкість, Парето-оп ти-
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де ( , , ) {  ( ) ( ),  ( ) ( )}x F X y X F y F x F y F xπ = ∈ ≠� .

Множина Парето ( , )P F X  називається зовнішньо стійкою, якщо для будь-якого 
\ ( , )x X P F X∈  знайдеться такий розв’язок ( , )x P F X∈′ , для якого ( ) ( )F x F x′ � . Згідно з 

[1] скінченність непорожньої множини Х є достатньою умовою існування Парето-оп-
тимальних розв’язків векторної задачі і зовнішньої стійкості множини Парето. Проте за 
умови нескінченності допустимої області Х множина Парето може не бути зовнішньо стій-
кою і, взагалі, може бути порожньою. Нагадаємо, що за теоремою В.В. Подиновського [1] 
множина Парето є непорожньою і зовнішньо стійкою, якщо допустима множина Х задачі є 
непорожним компактом, тобто обмеженою і замкненою, а вектор-функція задачі — напів-
неперервною зверху (покомпонентно) на Х.

Введемо до розгляду також множину оптимальних за Слейтером розв’язків 

( , ) { ( , , ) }S F X x X x F X= ∈ σ = ∅ , де ( , , ) { ( ) ( )}x F X y X F y F xσ = ∈ >

і множину розв’язків, оптимальних за Смейлом,

( , ) { ( , , ) }Sm F X x X x F X= ∈ η = ∅ , де ( , , ) {  , ( ) ( )}x F X y X y x F y F xη = ∈ ≠ � .

Легко бачити, що

( , ) ( , ) ( , )Sm F X P F X S F X⊂ ⊂   (2)

 і x X∀ ∈  ( , , ) ( , , ) ( , , )x F X x F X x F Xσ ⊂ π ⊂ η .
З відомого результату [1] про замкненість множини оптимальних за Слейтером роз-

в’язків задачі оптимізації неперервної вектор-функції на замкненій допустимій множині ви-
пливає наступне твердження, яке стосується задачі (1) і надалі буде нам корисним.

Твердження 1. Нехай допустима множина Х задачі ( , )Q F X  є замкненою. Тоді множи-
на Слейтера ( , )S F X  є також замкненою.

Зазначимо, що множини Парето та Смейла для задачі ( , )Q F X  частково цілочислової 
оптимізації можуть бути і не замкнені навіть за умов замкненості допустимої множини Х. 
Відповідні приклади для задачі з лінійними частковими критеріальними функціями наве-
дені в роботі [2].

Для задачі (1) за вхідні дані, що можуть підлягати збуренню, розглядатимемо кое-
фіцієнти векторного критерію F. Позначимо 1( , , ) n nD D D R × ×= ∈ 

 , [ ] n
ijC c R ×= ∈  , де 

1( , , )i in ic c c= , i N∈  . Пара ( , )u D C=  є елементом простору n n nU R R× × ×⊂ ×   всіх вхід-
них даних задачі, що стосуються векторного критерію. Поряд з введеними вище позначен-
нями 1 2( ) ( ( ), ( ), , ( ))F x f x f x f x=   для векторної цільової функції і окремих частко вих 
критеріїв задачі ( , )Q F X  будемо користуватися, коли це необхідно, й позначеннями 

1 2( ) ( ( ), ( ), , ( ))u u u
uF x f x f x f x=  , уточнюючими, який саме елемент u  з простору вхід них 

даних U  відповідає задачі, що розглядається.
Для будь-якого натурального числа q дійсний векторний простір qR  будемо розгляда -

ти як нормований. Норму в qR  задамо формулою 

q

i
i N

z z
∈

= ∑ ,  (3)
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де 1( , , ) q
qz z z R= ∈ . Під нормою деякої матриці [ ]

m k

m k
ijB b R

×

×= ∈  будемо розуміти норму 
вектора 11 12( , , , )mkb b b . Нагадаємо [3], що у скінченно-вимірному просторі qR  будь-які дві 
норми (1)⋅ , (2)⋅  еквівалентні, тобто існують такі числа 0α >  і 0β > , що qz R∀ ∈  викону-
ються нерівності (1) (2) (1)

z z zα β� � . Враховуючи цю еквівалентність, зауважимо, що 
викладені далі результати справедливі і для інших норм у скінченно-ви мір них просторах.

Для пари ( , )u D C U= ∈  і довільного числа 0δ >  визначимо множину збурених вхід-
них даних

( ) ( )  max ( ) , ( )i i
i N

O u u U D D C Cδ ∈

⎧ ⎫
= δ ∈ δ − < δ δ − < δ⎨ ⎬
⎩ ⎭

,

де ( ) ( ( ), ( ))u D Cδ = δ δ , 1( ) ( ( ), , ( ))D D Dδ = δ δ , ( ) nn
iD R ×δ ∈ , i N∈  , ( ) [ ( )] n

ijC c R ×δ = δ ∈  . 
Розглянемо таку збурену за векторним критерієм задачу:

( ) ( )( , ) : max{ ( )  }u uQ F X F x x Xδ δ ∈ ,

де ( ) ( )u O uδδ ∈ , ( ) ( ) ( )
( ) 1 2( ) ( ( ), ( ), , ( ))u u u

uF x f x f x f xδ δ δ
δ =  , ( )( ) , ( ) ( ),u

i iif x x D x c xδ = 〈 δ 〉 + 〈 δ 〉, 
1( ) ( ( ), , ( ))i i inc c cδ = δ δ , i N∈ .

Визначимо різні типи стійкості [4] відносно збурень вхідних даних для векторного 
критерію частково цілочислових задач вигляду ( , )Q F X , та поширивши на цей клас задач 
поняття 1T -, 2T -, 3T -, 4T - і 5T -стійкості за векторним критерієм, введені нами в роботі 
[5] для повністю цілочислових задач векторної оптимізації з квадратичними частковими 
критеріями.

Задачу ( , )uQ F X  назвемо 1T -стійкою за векторним критерієм, якщо існує таке число 
0δ > , що для будь-якого збуреного набору вхідних даних задачі ( ) ( )u O uδδ ∈  справджує-

ться нерівність

( )( , ) ( , )u uP F X P F Xδ∩ ≠ ∅ .

Задачу ( , )uQ F X  назвемо 2T -стійкою за векторним критерієм, якщо існує таке число 
0δ > , для якого справедлива нерівність

( )
( ) ( )

( , )u
u O u

P F X
δ

δ
δ ∈

≠ ∅

Задачу ( , )uQ F X  назвемо 3T -стійкою ( 4T -стійкою, 5T -стійкою) за векторним крите-
рієм, якщо 0∀ε >  0∃δ > , таке, що ( ) ( )u O uδ∀ δ ∈  виконується умова

( )( , ) ( ( )) ( ) ( , )u uP F X O x x P F Xε δ∩ δ ≠ ∅ ∀ δ ∈  (4)

(відповідно умова

( )( , ) ( ) ( , )u uP F X O x x P F Xδ ε∩ ≠ ∅ ∀ ∈  (5)

для 4T -стійкості та обидві умови (4) і (5) для 5T -стійкості), де ( ) {  }nO x x R x xε = ∈ − < ε′ ′  
nx R∀ ∈ .
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Зазначимо, що умова (4) рівносильна включенню ( )( , ) ( ( , ))u uP F X O P F Xδ ε⊂ , а умова 
(5) — ( )( , ) ( ( , ))u uP F X O P F Xε δ⊂ ,
де ( ) {  ( , ) }nO B x R r x Bε = ∈ < ε  — ε-окіл будь-якої множини nB R⊂ , ( , ) inf

y B
r x B x y

∈
= −  — 

відстань між будь-якою точкою nx R∈  і множиною B. Для частково цілочислової зада-
чі ( , )Q F X , як і для задачі з усіма цілочисловими змінними, 3T -стійкість ( 4T -стій кість, 

5T -стій кість) за векторним критерієм означає, що точково-множинне відображення 
: 2 , ( ) ( , )X

uP U u P u P F X→ → =  є напівнеперервним зверху (відповідно напівнеперер в-
ним знизу, неперервним) за Хаусдорфом у точці u U∈ .

Теорема 1. Якщо множина X  обмежена і замкнена, то рівність

=( , ) cl( ( , ))S F X P F X  (6)

де clB  — замикання будь-якої множини nB R⊂ , є достатньою умовою 3T -стійкості за век-
торним критерієм частково цілочислової задачі ( , )Q F X .

Доведення. Нехай справджується рівність (6), але всупереч твердженню теореми, зада-
ча ( , )uQ F X  не є 3T -стійкою за векторним критерієм, тобто 0∃ε >  таке, що ∀δ > 0 іс нує збуре-
ний набір вхідних даних ( ) ( ( ), ( )) ( )u D C O u

δ
δ = δ δ ∈ , для якого не виконується умова (4). 

Oтже, ∀δ > 0 знайдеться хоч один розв’язок ( )( , )ux P F Xδ δ∈  збуреної задачі ( )( , )uQ F Xδ , 
який разом із усім своїм ε -околом не належить множині Парето задачі ( , )uQ F X :

( ) \ ( , )n
uO x R P F Xε δ ⊂ . (7)

З належності ( )( , )ux P F Xδ δ∈ , отримуємо, що

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( , , ) { ( ) ( ), ( ) ( )}u u u u ux F X z X F z F x F z F xδ δ δ δ δ δ δ δπ = ∈ ≠ = ∅� ,

тобто z X∀ ∈  справджується одне із двох співвідношень:

( ) ( )( ) {  ( ) ( )}u u
i iN z i N f z f xδ δ<

δ= ∈ < ≠ ∅ , ( ) ( )( ) {  ( ) ( )}u u
i iN z i N f z f x Nδ δ=

δ= ∈ = =  .

Тоді для будь-якої точки z X∈  можна виділити зі скінченної множини { ( )i N z N<
δ ∈   

( ) 0}N z N= δ > ⊂   стаціонарну послідовність δ ∈{ , }
r

i r N . А враховуючи теорему Боль ца но—
Вейєрштрасса [3], можна з обмеженої множини { 0}x Xδ δ > ⊂  виділи ти збіжну послі дов-

ність { }
r

x r Nδ ∈ , причому lim 0r
r→∞

δ = . Позначимо δ→∞
= ( )lim

rr
x x , 0 lim

rr
i iδ→∞
= . Вра ховуючи замк-

неність множини X , заключаємо, що x X∈ . При r →∞  дістанемо не рівність 
0 0
( ) ( )u u

i if z f x� , 
яка справджується для z X∀ ∈ . Отже, ( , , ) { ( )u ux F X z X F zσ = ∈ > ( )}uF x> = ∅  і ( , )x S F X∈  . 
Враховуючи рівність (6), приходимо до висновку:

cl( ( , ))ux P F X∈ .  (8)

Проте з включення (7) випливає, що ∀ ∈ ( , )ux P F X  справджуються нерівності δ− ε( ) ,rx x �
 r N∈ , з яких, в свою чергу, при r →∞  отримуємо нерівність x x− ε � . Це означає, що 

cl( ( , ))ux P F X∉ , і призводить до протиріччя з належністю (8). Доведення теореми за-
вершено.

Теорема 2. Нехай множина X  замкнена. Необхідною умовою 4T -стійкості за вектор-
ним критерієм частково цілочислової задачі ( , )PQ F X  є виконання рівності
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cl( ( , )) cl( ( , ))P F X Sm F X=  (9)

Якщо, крім того, множина X  є і обмеженою, тоді вказана умова є достатньою.
Доведення. Необхідність. Припустимо (від супротивного), що для 4T -стійкої за век-

торним критерієм задачі ( , )Q F X  не справджується умова (9) і, отже, існує деяка точка 
cl( ( , )) \ cl( ( , ))P F X Sm F Xν∈ . З одного боку, належність точки ν  замиканню cl( ( , ))P F X  

означає, що 

0∀ε >  ( ) ( , )y O P F Xε∃ ∈ ν ∩ .

З другого боку, розглядаючи ν як точку відкритої множини \ cl( ( , ))nR Sm F X , робимо вис-
новок, що 0∀ε >′ : ( ) \ cl( ( , ))nO R Sm F Xε′ ν ⊂ . Отже, 1( , , ) ( ) ( , )ny y y O P F Xε′∃ = ∈ ν ∩ ⊂

\ cl( ( , )).nR Sm F X⊂  Оскільки ( , ) \ ( , )y P F X Sm F X∈ , то існує також точка 1( , , )nz z z= ∈
( , , ) \ ( , , )y F X y F X∈η π , для якої справджуються співвідношення

( ) ( )F z F y= , z y≠ . (10)

З метою отримання протиріччя з припущенням щодо 4T -стійкості задачі ( , )uQ F X  по-
кажемо, що ∃ε >′′ 0  таке, що ∀δ>0 ( ) ( ) :u O uδ∃ δ ∈  ( )( , ) ( )uP F X O yδ ε′′∩ = ∅ . В зв’язку з цим 
для будь-якого δ > 0 розглянемо збурений набір вхідних даних ( ) ( ( ), ( )) ( )u D C O uδδ = δ δ ∈ , 
в якому 1( ) ( , , )D D D Dδ = =  , тобто матриці ( ),iD i Nδ ∈  , залишимо незмінними у порів-
нянні з початковим набором вхідних даних, а матрицю ( )C δ  побудуємо, виходячи з такої 

формули для обчислення її окремих елементів: ( ) sgn( )ij ij j jc c z y
n
αδ = + −


, i N∈  , nj N∈ , 

де (0, )α ∈ δ . Враховуючи формулу (3), легко впевнитися, що ( ) ( )
n

ij ij
i N j N

C C c c
∈ ∈

δ − = δ − < δ∑ ∑


. 

Крім того, беручи до уваги формули (10), i N∀ ∈   виконуються співвідношення

( ) ( )( ) ( ) , ( ) ( ),u u
i ii if z f y z D z c zδ δ− = 〈 δ 〉 + 〈 δ 〉 −

−〈 δ 〉 − 〈 δ 〉 = − +, ( ) ( ), ( ) ( )u u
i i i iy D y c y f z f y

∈

α
+ − − =∑ sgn( ) ( )

n

j j j j
j N

z y z y
n

 
0

n

j j
j N

z y z y
n n∈

α α− = − >∑ 
.

Отже, ( ) ( )( ) ( ) 0u uF z F yδ δ− > . Тому ( )( , , )uz y F Xδ∈σ ≠ ∅ , і відповідно до означення мно-
жини Слейтера точка у не належить збуреній множині Слейтера ( )( , )uS F Xδ , яка є замкне-
ною за твердженням 1. Отже, точка у належить відкритій множині ( )\ ( , )n

uR S F Xδ , і зна-
йдеться число 0ε >′′ , для якого справджується включення ( )( ) \ ( , )n

uO y R S F Xε δ′′ ⊂  , а вра-
ховуючи формули (2), має місце і включення ( )( ) \ ( , )n

uO y R P F Xε δ′′ ⊂ . Проте існування 
такого околу ( )O yε′′  точки ( , )uy P F X∈  суперечить припущенню щодо 4T -стійкості задачі 

( , )Q F X , тому що за означенням цього типу стійкості 0∀ε >  ∃δ > 0 таке, що ( ) ( )u O uδ∀ δ ∈  
виконується умова (5).

Достатність. Нехай справджується рівність (9), але задача ( , )uQ F X  не є 4T -стійкою за 
векторним критерієм. Отже, 0∃ε >  таке, що ∀δ > 0 знайдеться певний збурений набір вхід-
них даних ( ) ( )u O uδδ ∈ , для якого не виконується умова (5). Це означає, що для будь-якого 
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δ > 0 існує принаймні один Парето-оптимальний розв’язок * ( , )x P C Xδ ∈ , який разом із 
усім своїм околом *( )O xε δ  не належить збуреній множині Парето ( )( , )uP F Xδ , тобто

*
( )( ) \ ( , )n

uO x R P F Xε δ δ⊂ ,  (11)

і, отже, *
( )( , ) :uy P F X x yδ δ∀ ∈ − ε� .

Оскільки множина *{ 0} ( , )x P F X Xδ δ > ⊂ ⊂  є обмеженою (зважаючи на обмеженість 
допустимої множини Х за умовою теореми), то з неї можна за теоремою Больцано— Вей-
єрштрасса [3] виділити збіжну послідовність *{ }

r
x r Nδ ∈ , для якої lim 0r

r→∞
δ = . Позначимо 

* *lim
rr

x xδ→∞
= . Враховуючи також замкненість множини X , приходимо до висновку:

cl( ( , ))x P F X X∗ ∈ ⊂ . (12)

Розглянемо окіл /2( )O x∗
ε , для якого, виходячи з означення границі послідовності, мож-

на вказати такий номер 0r N∈ , що 0r r∀ �  /2( )
r

x O x∗ ∗
δ ε∈ . Виходячи з включення (11), яке 

має місце ∀δ > 0, заключаємо, що 0r r∀ �

/2 ( )( ) ( ) \ ( , )
r r

n
uO x O x R P F X∗ ∗

ε ε δ δ⊂ ⊂ .

Звідси випливає, що для будь-яких точки *
/2( )O x Xεν ∈ ∩  і номера 0r r�  знайдеться паре то-

оптимальний розв’язок δ δ∈( ) ( )( , )
r rux P F X  збуреної задачі, для якого справджуються не рівності

( ) ( )( ) ( )r r
r

u u
i if x fδ δ

δ ν� , i N∈  .

Остан ній висновок зроблено, беручи до уваги зовнішню стійкість, властиву множині 

( )( , )
ruP F Xδ  у зв’язку з неперервністю критеріальної вектор-функції задачі ( )( , )

rP uQ F Xδ  і з 
тим, що її непорожня допустима множина Х є компактом [1].

Даді для будь-якої точки ν з множини /2( )O x X∗
ε ∩  розглянемо послідовність 0{ ,

r
x r rδ �

}r N X∈ ⊂ . З цієї обмеженої послідовності виділимо збіжну підпослідовність { ( ) }
k

rx k Nδ ∈ , 
для якої lim 0

krk→∞
δ = . Позначимо lim ( )

krk
x x

→∞
= δ  У зв’язку із замкненістю множини X  маємо 

x X∈ . Очевидно, що 
 

* /2x x− > ε , *
/2( )x O xε∉  і, отже, ≠ νx . Від нерівностей 

( )
( ( ))rk

k

u
rif x

δ
δ �

( )
( )rk

u
if

δ
ν� , i N∈  , k N∈ , перейдемо при k →∞  до такої:

( ) ( )u u
i if x f ν� , i N∈  .

Остання разом з нерівністю xν ≠  дозволяє заключити, що ( , , )x F X∈η ν ≠ ∅ і ( , )Sm F Xν∉ . 
Таким чином, *

/2( ) ( , )O x Sm F Xε ∩ = ∅, і точка *x  не є точкою дотикання множини ( , )Sm F X . 
Отже, вона не належить і замиканню cl( ( , ))Sm F X  цієї множини. Враховуючи припущен-
ня про виконання рівності cl( ( , )) cl( ( , ))P F X Sm F X= , приходимо до висновку, що  

* cl( ( , ))x P F X∉ , а це суперечить належності (12) і завершує доведення теореми.
З теорем 1 та 2 з очевидністю випливає наступна.
Теорема 3. Якщо множина X  обмежена і замкнена, то виконання співвідношень

( , ) cl( ( , )) cl( ( , ))S F X P F X Sm F X= = .

є достатньою умовою 5T -стійкості за векторним критерієм задачі ( , )Q F X .
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STABILITY BY THE VECTOR CRITERION 
OF A MIXED INTEGER OPTIMIZATION PROBLEM 
WITH QUADRATIC CRITERIAL FUNCTIONS

The article is devoted to the study of qualitative characteristics of different concepts of stability of vector prob-
lems of mixed-integer optimization, namely, to identifying the conditions under which the set of Pareto-op-
timal solutions of the problem possesses some property of invariance defined in advance in relation to the ex-
ternal influences on initial data of the problem. We investigate the questions of stability with respect to data 
perturbations in a vector criterion of mixed-integer optimization problem. The necessary and sufficient con-
ditions of stability of three types for a problem of finding the solutions of the Pareto set are found. Such con-
ditions guarantee that the small variations of initial data of vector criterion: 1) do not result in new Pareto-
optimal solutions, 2) save all Pareto-optimal solutions of the problem and can admit new solutions, 3) do not 
change the set of Pareto-optimal solutions of the initial problem.

Keywords: mixed integer optimization problem, vector criterion, stability, Pareto-optimal solutions, perturbations of 
initial data.


