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Приведены результаты численного моделирования распространения отрицательного стримера в азоте 
методом конечных элементов. Показано, что использование слабой численной диффузии, прямо пропор-
циональной размеру элемента сетки, для стабилизации классического метода Галеркина позволяет адекват-
но описать отрицательный стример в азоте на грубых сетках. 
 

1. ВВЕДЕНИЕ 
В настоящее время существуют три подхода для 

численного моделирования плазмы и плазменно-
химических реакторов: кинетический, при котором 
численно решаются уравнения Больцмана либо на-
прямую, либо с использованием метода макрочас-
тиц с учетом столкновений по методу Монте-Карло 
[1-6], гидродинамический, при котором численно 
решаются уравнения для нескольких первых мо-
ментов уравнения Больцмана [6,7], и гибридные 
методы [8]. Выбор модели определяется длиной 
свободного пробега для каждого сорта частиц. Гид-
родинамическое описание требует, чтобы характер-
ные масштабы неоднородностей разряда значитель-
но превосходили соответствующие длины свобод-
ных пробегов частиц. Если это не так, то следует 
использовать кинетический подход. Гидродинами-
ческие и гибридные модели широко применяются 
для моделирования различных типов плазменных 
реакторов − индуктивных и емкостных источников 
плазмы, плазменных источников света, плазменных 
панелей [6-8]. Для численного моделирования раз-
рядов, при давлениях порядка атмосферного, обыч-
но используются гидродинамические и гибридные 
модели. В основном – дрейфово-диффузионное 
приближение, которое включает в себя уравнения 
непрерывности для соответствующих сортов частиц 
с ненулевыми правыми частями, описывающими 
рождение и гибель частиц, а также уравнение Пуас-
сона для электростатического потенциала. Исклю-
чение составляет небольшое количество работ, где 
был применен метод макрочастиц совместно с ме-
тодом Монте Карло, для численного моделирования 
лавинно-стримерного перехода [9], плазменных 
панелей [10,11] и ВЧ-разряда атмосферного давле-
ния [12]. Численному моделированию распростра-
нения стримера в рамках дрейфово-диффузионного 
приближения посвящены работы [7, 13-23]. В этих 

работах, за исключением [7, 22, 23], использованы 
регулярные неадаптируемые сетки для решения 
уравнений непрерывности и Пуассона. Так как 
стример представляет собой сильно нелинейную 
структуру с хорошо выраженным фронтом, то для 
ее разрешения в численном эксперименте использо-
ваны либо экспоненциальное представление для 
плотности тока в дрейфово-диффузионном прибли-
жении – схема Шарфеттера-Гуммеля [24], либо 
численные схемы с коррекцией потоков [25]. В [22] 
для разрешения в численном моделировании отри-
цательно заряженной головки стримера использо-
вана регулярная адаптируемая сетка. В работах [7, 
23] для моделирования стримера использован метод 
конечных элементов с коррекцией потоков. 

В данной работе приведены результаты модели-
рования отрицательного стримера в азоте методом 
конечных элементов. Известно [26], что при решении 
скалярного конвективно-диффузионного уравнения  
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частиц, классическим методом Галеркина необхо-
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где 1<h  − размер элемента сетки. Если (2) не вы-
полнено, то на решении возникают численные 
флуктуации, которые в случае нелинейного конвек-
тивно-диффузионного уравнения могут нарастать. 
С другой стороны, если в (1) , то всегда мож-
но их подавить, выбрав меньший размер элемента 
сетки. Однако на практике такой подход не исполь-
зуется, так как он ведет к неразумно плотным сет-
кам. Простейшей техникой стабилизации решения 
является введение в уравнение (1) численной диф-
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откуда видно, что при ndδ = 0.5 и 0 условие (3) удов-
летворено всегда, независимо от значений h  и ||

D ≠
vr . 

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И РЕЗУЛЬТАТЫ 
ЧИСЛЕННОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ  
Система уравнений, описывающая распростра-

нение отрицательного стримера в азоте, имеет вид: 
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где ,  – плотности электронов и ионов; en in eμ , iμ – 
подвижности электронов и ионов; ,  – коэффи-
циенты диффузии электронов и ионов соответст-
венно; – электрический потенциал; – абсолют-
ная величина заряда электрона; 

eD iD

V e
oε  – диэлектриче-

ская проницаемость вакуума. Источники  в пра-
вых частях уравнений (4), (5) описывают образова-
ние электронов и положительных ионов благодаря 
ионизации. Вследствие сохранения полного заряда 
в уравнениях (4) и (5) источники 

izS

izS  одинаковы. 
Они могут быть представлены в виде: 
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где ( ) ( )||/exp|| EEE oo

rr
−=αα ; oα  – коэффици-

ент ионизации; oE  – пороговое поле. Мы не вклю-
чили в правые части уравнений (4), (5) другие ис-
точники/стоки заряженных частиц, такие как, при-
липание, фотоионизация и рекомбинация, так как в 
случае чистого азота на временах, рассматриваемых 
в данном моделировании, вклад таких источни-
ков/стоков пренебрежимо мал по сравнению с ио-
низацией. Выражение (7) для ионизации в таунсен-
довском приближении позволяет ввести ряд естест-
венных внутренних масштабов, характеризующих 
задачу о распространении отрицательного стриме-
ра. А именно, характерный пространственный мас-
штаб – ool α/1= ; характерное электрическое поле – 

oE ; характерную дрейфовую скорость – oeo Ev μ= ; 
характерное время – ooo vlt /= ; характерный ко-

эффициент диффузии –  и, наконец, ха-

рактерную плотность – 
ooo tlD /2=

)/( oooo leEn ⋅= ε . Для азота 
при нормальных условиях ( =300 К, oT

op =760 Торр) выражение для таунсендовского ко-
эффициента ионизации имеет вид:  
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где α  выражается в см-1, p  – в Торр, E  – в В/см. 
Подвижность электронов в нужной нам области 
полей может быть аппроксимирована выражением: 

pe /105.3 5⋅=μ ,                        (9) 
где eμ  выражается в см2·В-1·с-1, а  – в Торр. Из (8), 
(9) несложно получить следующие выражения для 

p

oE =197600 В/см, oα =4332 см-1 и eoμ =460 см2· 
В-1·сек-1. Переходя в (4)-(6) к безразмерным перемен-
ным olrr /
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получим: 
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где опущен знак «тильда» над безразмерными пе-
ременными. Ионы (11) далее полагаются непод-
вижными, так как их подвижность на несколько 
порядков меньше электронной, что позволяет на 
временах, рассматриваемых в данном моделирова-
нии, пренебречь их смещением. 

На Рис.1 показаны геометрия расчетной области 
и граничные условия. В начальный момент времени 
электроны и ионы с одинаковой плотностью, 
имеющие гауссовское распределение в пространст-
ве ( )100/exp10 24

, rn ie
r

−⋅= − , помещены в область 
катода, == |)0,(| trrrε 0.5.  
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Рис.1. Геометрия расчетной области и граничные 
условия 

На Рис.2 приведены результаты расчета дина-
мика распределения электронной плотности в раз-
рядном промежутке в различные моменты времени, 
а на Рис.3 – распределение объемной плотности 
заряда. Как видно из Рис.2, 3, электроны со време-
нем движутся от катода к аноду, при этом вследст-
вие ударной ионизации происходит наработка элек-
тронов и ионов. Стрелками на Рис.2, 3 изображена 
напряженность электрического поля. Как видно из 
Рис.2, оно начинает заметно отклоняться от началь-
ной величины после t=50 (см. также Рис.5).  



На Рис.4 приведено распределение объемной 
плотности заряда, а на Рис.5 – распределение z-
компоненты электрического поля на оси разрядного 
промежутка в моменты времени t=0, 25, 50, 75, 100, 
125, 150, 165, 175, 190, 200. Из Рис.2-4 хорошо вид-
но, что наработка электронов в основном происхо-
дит в головке и в узкой области перед головкой 
стримера, где электрическое поле усилено.  

Динамика распределения объемной плотности 
заряда и напряженности электрического поля в раз-
рядном промежутке в процессе распространения 
отрицательного стримера (см. Рис.3-5) показывает, 
что за головкой стримера напряженность электриче-
ского поля понижена, т.е. наблюдается экранирова-
ние внешнего поля полем объемного заряда головки 
стримера. 

 

 

 
Рис.2. Распределение плотности электронов 

 и напряженности электрического поля в моменты 
времени t=0, 50, 200 

Как видно из Рис.2, 3, 5, в начальный момент 
времени безразмерное электрическое поле во всем 
разрядном промежутке, практически, однородно и 
составляет величину порядка 0.5, что соответству-
ет полю, задаваемому потенциалом анода. Со вре-
менем, когда головка стримера сформирована, и 
стример движется к аноду, электрическое поле в 
разрядном промежутке становится сильно неодно-
родным, причем перед головкой стримера элек-
трическое поле усилено, а за головкой – ослабле-
но. Так, в момент времени t=175 (см. Рис.5), мак-
симальное значение z-компоненты электрического 
поля перед головкой стримера, практически, в два 
раза превосходит величину начального поля. Ми-
нимальное же значение электрического поля в этот 
момент времени достигается за головкой стримера, 

 

 

 
Рис.3. Распределение объемной плотности заряда 
и напряженности электрического поля в моменты 

времени t=0, 50, 200 
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оно в полтора раза меньше начального поля. Со 
временем, по мере распространения стримера к 
аноду, максимальное значение абсолютной величи-
ны электрического поля перед головкой стримера 
возрастает. По мере ухода стримера в металличе-
скую границу − анод, максимальное значение абсо-
лютной величины электрического поля в области 
анода понижается, а минимальное – подрастает. 
После ухода стримера через анод, поле в разрядном 
промежутке восстанавливается, и опять создаются 
условия для формирования стримера. 

Следует отметить, что область за головкой стри-
мера остается, практически, квазинейтральной во 
время распространения стримера, что хорошо видно 
из Рис.3, 4.  

 
Рис.4. Распределение объемной плотности заряда 
на оси разрядного промежутка в различные  

моменты времени t=0, 25, 50, 75, 100, 125, 150, 165, 
175,190, 200 

 
Рис.5. Распределение z-компоненты электрического 
поля на оси разрядного промежутка в различные 
моменты времени t=0, 25, 50, 75, 100, 125, 150, 165, 

175,190, 200 

ВЫВОДЫ 
В работе приведены результаты численного мо-

делирования распространения отрицательного 
стримера в азоте методом конечных элементов. По-
казано, что использование слабой численной диф-
фузии для стабилизации классического метода Га-
леркина позволяет физически адекватно описать 
отрицательный стример в азоте на не очень подроб-
ных сетках. Следует отметить, однако, что исполь-
зованная в работе изотропная численная диффузия – 
самый простой метод стабилизации неустойчивого 

решения на грубых нерегулярных сетках. Сущест-
вуют другие методы решения нелинейных конвек-
тивно-диффузионных уравнений на грубых сетках, 
использующие как различные техники стабилизации 
[27-29] на неадаптируемых нерегулярных сетках, 
так и методы перекрывающихся и адаптируемых 
сеток [30,31]. 
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SIMULATION OF NEGATIVE STREAMER IN NITROGEN 
V.I. Golota, Yu.V. Dotsenko, V.I. Karas’, О.V. Manuilenko, А.S. Pismenetskii 

The results of simulation of negative streamer propagation in nitrogen by a finite element method are presented. 
It is shown that the use of weak numerical diffusion, directly proportional to the size of a grid element, for stabiliza-
tion of a Galerkins’ classical method allows to describe adequately a negative streamer in nitrogen on rough grids. 

ЧИСЕЛЬНЕ МОДЕЛЮВАННЯ НЕГАТИВНОГО СТРИМЕРА В АЗОТІ 
В.І. Голота, Ю.В. Доценко, В.І. Карась, О.В. Мануйленко, А.С. Письменецький 

Наведено результати чисельного моделювання поширення негативного стримера в азоті методом кінце-
вих елементів. Показано, що використання слабкої чисельної дифузії, прямо пропорційної розміру елементу 
сітки, для стабілізації класичного методу Галеркінa дозволяє адекватно описати негативний стример в азоті 
на грубих сітках. 


