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Ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðó äëÿ àíàëèçà

äèíàìèêè âèáðîóäàðíûõ ñèñòåì

Â. À. Áàæåíîâ, Î. Ñ. Ïîãîðåëîâà, Ò. Ã. Ïîñòíèêîâà

Êèåâñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò ñòðîèòåëüñòâà è àðõèòåêòóðû, Êèåâ, Óêðàèíà

Ïðåäëîæåíà ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðó äëÿ èññëåäîâàíèÿ

äèíàìèêè âèáðîóäàðíûõ ñèñòåì, íàõîäÿùèõñÿ ïîä äåéñòâèåì ïåðèîäè÷åñêîé âíåøíåé íàãðóç-

êè. Ïðîàíàëèçèðîâàíî ïîâåäåíèå äâóõìàññîâîé âèáðîóäàðíîé ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâî-

áîäû â çàâèñèìîñòè îò èíòåíñèâíîñòè íàãðóçêè. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå îñîáåííîñòåé ïðèìå-

íåíèÿ ìåòîäà ïðè äâóõ ñïîñîáàõ ìîäåëèðîâàíèÿ óäàðà: ñèëîé êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ íà

áàçå êâàçèñòàòè÷åñêîé òåîðèè Ãåðöà è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ñ èñïîëüçîâàíèåì êîýôôèöè-

åíòà âîññòàíîâëåíèÿ íà îñíîâå ñòåðåîìåõàíè÷åñêîé òåîðèè óäàðà. Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëü-

òàòû ÷èñëåííîãî àíàëèçà äèíàìè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû ïðè äâóõ ñïîñîáàõ ìîäåëèðîâàíèÿ

óäàðà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âèáðîóäàðíîå äâèæåíèå, ìîäåëèðîâàíèå óäàðà, ñèëà êîíòàêòíîãî

âçàèìîäåéñòâèÿ, êîýôôèöèåíò âîññòàíîâëåíèÿ, ìåòîä ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî ïàðà-

ìåòðó.

Ââåäåíèå. Ìåòîä ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðó ÿâëÿåòñÿ ìîùíûì ÷èñëåí-

íûì èíñòðóìåíòîì ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ñâîå ðàçâè-

òèå ìåòîä ïîëó÷èë â ðàáîòàõ, îïóáëèêîâàííûõ â îòå÷åñòâåííîé è çàðóáåæíîé ëèòåðà-

òóðå, íàïðèìåð [1, 2]. Áîëüøîé âêëàä â ñîâåðøåíñòâîâàíèå è ïðèìåíåíèå ýòîãî ìå-

òîäà ê àíàëèçó ýâîëþöèè óñòàíîâèâøèõñÿ ðåãóëÿðíûõ ðåæèìîâ êîëåáàíèé íåëèíåé-

íûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì áûë âíåñåí èññëåäîâàíèÿìè, ïðîâîäèâøèìèñÿ â ÍÈÈ

ñòðîèòåëüíîé ìåõàíèêè Êèåâñêîãî íàöèîíàëüíîãî óíèâåðñèòåòà ñòðîèòåëüñòâà è

àðõèòåêòóðû [3]. Ðàíåå [3] áûë ïðåäëîæåí è ðàçâèò ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ

ðåøåíèé ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûõ ñèñòåì, êîòîðûé ñîâìåñòíî ñ ìåòîäèêîé ïðîäîëæå-

íèÿ ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðó ïîçâîëÿåò ðåøàòü øèðîêèé êëàññ çàäà÷ äëÿ ðàçíîãî ðîäà

íåëèíåéíûõ ñèñòåì. Ýòó ìåòîäèêó óäàëîñü ïðèìåíèòü ê èññëåäîâàíèþ äèíàìèêè

âèáðîóäàðíûõ ñèñòåì [4]. Áûëà ðàçðàáîòàíà òåîðèÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ

ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðó ê èññëåäîâàíèþ ìíîãîìåðíûõ âèáðîóäàðíèõ ñèñòåì ïðè

ìîäåëèðîâàíèè óäàðà ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íà îñíîâå ñòåðåîìåõàíè÷åñêîé òåîðèè

óäàðà ñ èñïîëüçîâàíèåì êîýôôèöèåíòà âîññòàíîâëåíèÿ [5, 6]. Ïðè òàêîì ñïîñîáå

ìîäåëèðîâàíèÿ óäàðà äëÿ äâóõìàññîâûõ ñèñòåì ñ âíóòðåííèì è âíåøíèì óäàðíûì

êîíòàêòîì áûëà ñîçäàíà òåîðèÿ è âûïîëíåí ÷èñëåííûé àíàëèç äèíàìè÷åñêèõ ñîñòîÿ-

íèé, â ÷àñòíîñòè, ïîñòðîåíû àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåì è ïðîàíà-

ëèçèðîâàíà óñòîé÷èâîñòü èõ êîëåáàòåëüíîãî äâèæåíèÿ [7].

Îäíàêî â âèáðîóäàðíûõ ñèñòåìàõ, ãäå ïðîäîëæèòåëüíîñòü óäàðà äîñòàòî÷íî

âåëèêà è ñðàâíèìà ñ òàêîâîé ìåæóäàðíîãî èíòåðâàëà (íàïðèìåð, â ñèñòåìàõ ñ ìÿãêèì

îãðàíè÷èòåëåì êîëåáàíèé), ìîäåëèðîâàíèå óäàðà ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, ïðåäïîëà-

ãàþùåå åãî ìãíîâåííîñòü, íå äàåò õîðîøåãî ðåçóëüòàòà. Â òàêèõ ñèñòåìàõ óäàð ëó÷øå

ìîäåëèðóåòñÿ êîíòàêòíîé ñèëîé, îïèñàííîé òåì èëè èíûì çàêîíîì âçàèìîäåéñòâèÿ

òåë [8]. Ýòîò ïîäõîä ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü õîðîøèé ðåçóëüòàò è â òåõ âèáðîóäàðíûõ

ñèñòåìàõ, ãäå ïðîäîëæèòåëüíîñòü óäàðà ìàëà è åãî ìîæíî ñ÷èòàòü ìãíîâåííûì

(íàïðèìåð, â ñèñòåìàõ ñ òâåðäûì îãðàíè÷èòåëåì êîëåáàíèé) [9].

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàþòñÿ ìîäèôèêàöèÿ è ÷èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà

ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî âåäóùåìó ïàðàìåòðó äëÿ èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè âèáðî-

óäàðíûõ ñèñòåì ïðè ìîäåëèðîâàíèè óäàðà ñèëîé êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Ïðè-
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ìåíåíèå ìåòîäà ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî ïðîâîäèòü èññëåäîâàíèÿ øèðîêîãî êëàññà

âèáðîóäàðíûõ ñèñòåì ñ ëþáûì òèïîì îãðàíè÷èòåëÿ êîëåáàíèé [10], àíàëèçèðîâàòü

çàâèñèìîñòü õàðàêòåðèñòèê èõ äèíàìè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ îò òåõ èëè èíûõ ïàðàìåòðîâ

ñèñòåìû, ñóùåñòâåííî ñîêðàùàòü âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû. Ìîäèôèöèðîâàííàÿ ïðî-

öåäóðà ìåòîäà èçëàãàåòñÿ íà ïðèìåðå èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè äâóõìàññîâîé âèáðî-

óäàðíîé ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Äâóõìàññîâàÿ âèáðîóäàðíàÿ ñèñòåìà ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè

ñâîáîäû ñîñòîèò èç îñíîâíîãî òåëà è ïðèñîåäèíåííîãî, êîòîðûå ñâÿçàíû ìåæäó

ñîáîé ëèíåéíûìè ïðóæèíàìè è äåìïôåðàìè. Ïðèñîåäèíåííîå òåëî ìîæåò èãðàòü

ðîëü óäàðíîãî èëè áåçóäàðíîãî äèíàìè÷åñêîãî ãàñèòåëÿ êîëåáàíèé (ðèñ. 1). Ïîäðîá-

íîå îïèñàíèå ìîäåëè ïðèâåäåíî ðàíåå [7, 9]. Ïîâåäåíèå âèáðîóäàðíîé ñèñòåìû

àíàëèçèðóåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò èíòåíñèâíîñòè âíåøíåãî ïåðèîäè÷åñêîãî âîçäåéñò-

âèÿ

F t F t( ) cos( ),� �� � �0 0

ãäå � – ïàðàìåòð èíòåíñèâíîñòè íàãðóçêè. Óäàðû ïðåäïîëàãàþòñÿ íèçêîñêîðîñò-

íûìè, êîëëèíåàðíûìè, áåç òðåíèÿ.

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè óäàðà ñèëîé êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ íåëèíåéíûå äèô-

ôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èìåþò âèä
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ãäå �1 1 1� k m ; �2 2 2� k m ; � �1 1 1 12� c m( ); � �2 2 2 22� c m( ); 	� m m2 1; D –

íà÷àëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó òåëàìè; F têîí ( ) – ñèëà êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ,

äåéñòâóþùàÿ ëèøü âî âðåìÿ óäàðà. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ çàäà÷è òàêîâû:

x D1 0( ) ,� x2 0 0( ) ,� � ( ) ,x1 0 0� � ( ) .x2 0 0� (2)

Êîíòàêòíàÿ ñèëà F têîí ( ) îïèñûâàåòñÿ íåëèíåéíûì çàêîíîì íà îñíîâå êâàçè-

ñòàòè÷åñêîé òåîðèè Ãåðöà, ðàññìàòðèâàþùåé ëèøü ëîêàëüíûå äåôîðìàöèè êîíòàêòè-

ðóþùèõ òåë ïðè óïðóãîì óäàðå. Èñïîëüçîâàíèå òåîðèè Ãåðöà ïîçâîëÿåò, â ÷àñòíîñòè,

ïîäðîáíåå ó÷èòûâàòü ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñîóäàðÿþùèõñÿ òåë [8, 11]:
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ãäå 
( )t – îòíîñèòåëüíîå ñáëèæåíèå òåë, 
( ) ;t x x� �2 1 A B, è q – êîíñòàíòû,

õàðàêòåðèçóþùèå ìåñòíóþ ãåîìåòðèþ çîíû êîíòàêòà; � i è Ei – êîýôôèöèåíòû
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Ðèñ. 1. Ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà äâóõìàññîâîé âèáðîóäàðíîé ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.



Ïóàññîíà è ìîäóëè Þíãà ìàòåðèàëîâ îáîèõ òåë (i� 1 2, ). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â çîíå

êîíòàêòà òåëà îãðàíè÷åíû êðèâîëèíåéíûìè ïîâåðõíîñòÿìè ñ “ãåðöåâîé” ãåîìåòðèåé,

êîòîðûå ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü â ñîîòâåòñòâèè ñ èçâåñòíûìè òàáëèöàìè [11].

Ìîäèôèêàöèÿ äàííîãî ìåòîäà ðàçðàáîòàíà äëÿ èññëåäîâàíèÿ Ò-ïåðèîäè÷åñêèõ

óñòàíîâèâøèõñÿ ðåæèìîâ êîëåáàíèé, ò. å. òàêèõ ðåæèìîâ, ïåðèîä êîëåáàíèé êîòîðûõ

ñîâïàäàåò ñ ïåðèîäîì T âíåøíåãî ïåðèîäè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ .

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè óäàðà ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ (1)

÷ëåí F têîí ( ) îòñóòñòâóåò. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â ìîìåíò óäàðà èìåþò âèä
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ãäå t0 – âðåìÿ íà÷àëà ïåðèîäà êîëåáàíèé íåïîñðåäñòâåííî ïîñëå óäàðà; t T0 � –

âðåìÿ êîíöà ïåðèîäà êîëåáàíèé íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä óäàðîì; R – êîýôôèöèåíò

âîññòàíîâëåíèÿ (0 1� �R ).

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (4) äîïîëíÿþòñÿ óñëîâèåì êîíòàêòà â êîíöå ïåðèîäà êîëå-

áàíèé â ìîìåíò âðåìåíè t t T� �0 :

x t T x t T1 0 2 0( ) ( ).� � � (5)
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Òîãäà ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (4) çàïèøóòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x t V x t T( ) ( ),0 0� � (7)

ãäå âåêòîð

x t x t x t x t x t T( ) ( ( ), ( ), � ( ), � ( )) ,� 1 2 1 2

âåðõíèé èíäåêñ îáîçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå. Ðàâåíñòâî (7) ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî

óñëîâèåì ïåðèîäè÷íîñòè.

Ïîñòðîåíèå ðåøåíèé óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Ðåøåíèå íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé

äâèæåíèÿ (1) îòûñêèâàåì ìåòîäîì ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî âåäóùåìó ïàðàìåòðó,

êàêîâûì ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòð èíòåíñèâíîñòè âíåøíåé íàãðóçêè �. Âûáåðåì åãî íà÷àëü-

íîå çíà÷åíèå � �� ( )k . Ïðîâåäåì ïðÿìîå ÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé äâè-

æåíèÿ (1) ïðè îáîèõ ñïîñîáàõ ìîäåëèðîâàíèÿ óäàðà ñ çàäàííûìè íà÷àëüíûìè óñëî-

âèÿìè (2) äî äîñòèæåíèÿ óñòàíîâèâøåãîñÿ ðåæèìà. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ðàññìàòðè-

âàåìîé âèáðîóäàðíîé ñèñòåìû ñ òâåðäûì óäàðîì îáà ïîëó÷åííûõ ðåøåíèÿ ñîâïà-

äàþò. Ïðîïóñêàåì ïåðåõîäíûé ïðîöåññ è âûáèðàåì â óñòàíîâèâøåìñÿ Ò-ïåðèîäè-

÷åñêîì ðåæèìå â çàâèñèìîñòè îò ñïîñîáà ìîäåëèðîâàíèÿ óäàðà ñîñòîÿíèå âèáðî-

óäàðíîé ñèñòåìû â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè, êîòîðîå áóäåò èñõîäíûì äëÿ k-ãî

øàãà. Ïðè ìîäåëèðîâàíèè óäàðà êîíòàêòíîé ñèëîé ìîæíî âûáðàòü ñîñòîÿíèå ñèñòåìû

Ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðó ...
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â óñòàíîâèâøåìñÿ ðåæèìå ïðè ëþáîì t t� 0 (ðèñ. 2,à,â), ïðè ìîäåëèðîâàíèè óäàðà

ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íà÷àëüíûì âðåìåíåì t0 ñëóæèò ìîìåíò óäàðà, òîëüêî òàêîé

âûáîð îáåñïå÷èò âîçìîæíîñòü âûïîëíåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (4) – ðèñ. 2,à,á.

Âñå ÷èñëîâûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ïðè õàðàêòåðèñòèêàõ âèáðîóäàðíîé ñèñòå-

ìû, ïðèâåäåííûõ â òàáëèöå. Äàäèì ïðèðàùåíèå âåäóùåìó ïàðàìåòðó � ( )k� �1

� �� �( ) ( ) .k k� Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè íîâîì çíà÷åíèè àìïëèòóäû âíåøíåé íàãðóçêè

ïðîöåññ êîëåáàíèé áóäåò äðóãèì, è íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåùåíèé è ñêîðîñòåé

èçìåíÿòñÿ, ÷òî íàãëÿäíî âèäíî èç ðèñ. 3. Åñòåñòâåííî, ÷òî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé

äâèæåíèÿ çàâèñÿò îò íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ:

x t x t x t x t x t x t ti i( ) ( , ( ), ( ), � ( ), � ( ), ( ), );� 1 0 2 0 1 0 2 0 0� �

� ( ) � ( , ( ), ( ), � ( ), � ( ), ( ),x t x t x t x t x t x t ti i� 1 0 2 0 1 0 2 0 0� � ), i� 1 2, .
(8)

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè óäàðà êîíòàêòíîé ñèëîé ðåøåíèå (8) è ïðèâåäåííûõ íèæå

ñîîòíîøåíèé íå çàâèñèò îò èçìåíåíèÿ ôàçû âíåøíåé íàãðóçêè �( ).t Íåîáõîäèìîñòü

ââåäåíèÿ íà÷àëüíîé ôàçû �( )t0 íà êàæäîì øàãå â ñîîòíîøåíèÿõ (8) îáóñëîâëåíà

òåì, ÷òî ïðè ìîäåëèðîâàíèè óäàðà ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íà÷àëüíîå âðåìÿ t0

äîëæíî ñîâïàäàòü ñ ìîìåíòîì óäàðà, êîòîðûé ñìåùàåòñÿ âî âðåìåíè ñ èçìåíåíèåì

àìïëèòóäû âíåøíåé íàãðóçêè, ÷òî è êîìïåíñèðóåòñÿ ó÷åòîì ñäâèãà ôàçû. Ðåøåíèÿ

óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íà ïåðèîäå çàâèñÿò îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé íà ýòîì ïåðèîäå,

çíà÷èò, çàâèñèìîñòè òèïà (8) ñóùåñòâóþò íà êàæäîì øàãå. ×òîáû ðåøèòü óðàâíåíèÿ

äâèæåíèÿ íà ïåðèîäå ïðè êàæäîì íîâîì çíà÷åíèè � ( )k�1 , íåîáõîäèìî çíàòü íîâûå

íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ. Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò íàéòè èõ ïðèðàùåíèÿ ïðè

ïåðåõîäå ñ k-ãî íà (k�1)-é øàã:

x t x t x t x t xi k i k i k i k i( ) ( ) ( ) ( ) (( ) ( ) ( ), � ( ) �� �� � �1 0 0 0 1 0� k i kt x t) ( )( ) � ( ),0 0�� i� 1 2, ;

� � �( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ).k k kt t t� � �1 0 0 0�
(9)
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Ðèñ. 2. Âûáîð íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ïðè ìîäåëèðîâàíèè óäàðà ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (à, á) è

êîíòàêòíîé ñèëîé (à, â): 1, 2 – õàðàêòåðèñòèêè ïðèñîåäèíåííîãî m1 è îñíîâíîãî m2 òåëà

ñîîòâåòñòâåííî.

á â

à
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Âîñïîëüçóåìñÿ óñëîâèÿìè ïåðèîäè÷íîñòè, êîòîðûå âûïîëíÿþòñÿ íà êàæäîì

øàãå äëÿ Ò-ïåðèîäè÷åñêèõ óñòàíîâèâøèõñÿ ðåæèìîâ êîëåáàíèé. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (7)

íà (k�1)-ì øàãå èìååì

V x t T x tk k( ) ( )( ) ( ).� �� �1 0 1 0 (10)
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Ïàðàìåòðû äâóõìàññîâîé âèáðîóäàðíîé ñèñòåìû

Õàðàêòåðèñòèêà Ïðèñîåäèíåííîå òåëî Îñíîâíîå òåëî

Ìàññà mi , êã 100,0 1000,0

Ïàðöèàëüíàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé �i , ðàä/ñ 4,727 6,283

Êîýôôèöèåíò äåìïôèðîâàíèÿ �i 0,2 0,036

Ìîäóëü Þíãà Ei , Í/ì2 2 099 1011, �

Êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà �i 0,3

Íà÷àëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó òåëàìè D , ì 0,05

Êîíñòàíòû A, B, ì�1 , q A � 0 5, ; B � 0 5, ; q � 0 318,

Êîýôôèöèåíò âîññòàíîâëåíèÿ R 1,0

Àìïëèòóäà âíåøíåé íàãðóçêè F0 , Í 400,0

×àñòîòà íàãðóçêè �, ðàä/ñ 6,0

Íà÷àëüíàÿ ôàçà íàãðóçêè �0 , ðàä 0

a

á

Ðèñ. 3. Ïðèðàùåíèå íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ íà øàãå èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà èíòåí-

ñèâíîñòè íàãðóçêè �� ïðè ìîäåëèðîâàíèè óäàðà ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (à) è êîíòàêòíîé

ñèëîé (á).

Ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðó ...



Ïðè ìîäåëèðîâàíèè óäàðà êîíòàêòíîé ñèëîé ìàòðèöà V â óñëîâèè ïåðèîäè-

÷íîñòè ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íîé. Ïîäñòàâèâ (9) â óñëîâèå (10), ïîëó÷èì ñèñòåìó ÷åòûðåõ

íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ÷åòûðüìÿ íåèçâåñòíûìè ïðèðàùåíèÿìè ïðè ìîäåëèðîâàíèè

óäàðà êîíòàêòíîé ñèëîé. Â òî âðåìÿ êàê ïðè ìîäåëèðîâàíèè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

èìååì ñèñòåìó èç ïÿòè íåèçâåñòíûõ (�x tk1 0( ) ( ), �x tk2 0( ) ( ), �� ( ),( )x tk1 0 �� ( )( )x tk2 0 ,

��( ) ( )k t0 ):

V x t T x t x t x t xk k k k k( ) ( ) ( ) ( ) ( )( , ( ) ( ), ( )� � � �1 0 1 0 1 0 2 0 2� � ( ),t0

� ( ) � ( ), � ( ) � ( ),( ) ( ) ( ) ( ) ( )x t x t x t x tk k k k k1 0 1 0 2 0 2 0� �� � � ( ) ( ),( )t tk0 0���

� �( ) ( ) ( ) ( )) ( ) ( ),k k k kx t x t� � �� �0 0

(11)

ãäå âåêòîð � � � � �x x x x xk k k k k
T

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( , , � , � ) .� 1 2 1 2

×òîáû ëèíåàðèçîâàòü ñèñòåìó (11), ðàçëîæèì åå ëåâûå ÷àñòè â ðÿäû Òåéëîðà

îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ïðèðàùåíèé è, ïðåäïîëîæèâ èõ ìàëîñòü, îòáðîñèì ÷ëåíû

âûøå ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïîëó÷èì ëèíåéíóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó ÷åòûðåõ óðàâ-

íåíèé ñ ÷åòûðüìÿ íåèçâåñòíûìè ïðè ìîäåëèðîâàíèè óäàðà êîíòàêòíîé ñèëîé è ïÿòüþ

ïðè ìîäåëèðîâàíèè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, êîòîðóþ çàïèøåì òàêèì îáðàçîì:

( ) ,( ) ( ) ( ) ( )VC E x V c V c rk k k k� � �� �� � �� �� � (12)

ãäå êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà V îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé (6); E –

åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà; C – êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, ýëåìåíòû êîòîðîé

ïðåäñòàâëåíû íèæå; êîìïîíåíòû âåêòîðîâ c� è c � îïèñûâàþòñÿ òàêæå íèæå. Â

ñèñòåìå (12) ââåäåí âåêòîð íåâÿçêè íà k-ì øàãå ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî

ïàðàìåòðó:

r r r r rk k k k k
T

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( , , � , � ) ,� 1 2 1 2

ãäå

r x t T x ti k i k i k( ) ( ) ( )( ) ( );� � �0 0

� � ( ) � ( ),( ) ( ) ( )r x t T x ti k i k i k� � �0 0 i� 1 2, .
(13)

Íàëè÷èå íåâÿçîê îáóñëîâëåíî ÷èñëåííûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ çàäà÷è. Èõ çíà÷åíèÿ

õàðàêòåðèçóþò ïîãðåøíîñòü âûïîëíåíèÿ óñëîâèé ïåðèîäè÷íîñòè è ðåãóëèðóþòñÿ

âåëè÷èíîé øàãà âåäóùåãî ïàðàìåòðà. Ýëåìåíòû ìàòðèöû C îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíî-

øåíèÿìè:

c
x

x t
t T x t x t xij

i k

j k
k k� �

�

�

( )

( )
( ) ( ) (

( )
( , ( ), ( ), �

0
0 1 0 2 0 1 k k k

k

ij

i k

t x t t

i j

c
x

) ( ) ( )

( )

(

( ), � ( ), ( ),

), , , ;

0 2 0 0

1 2

�

�

�

�

�
)

, ( )
( ) ( ) ( )

� ( )
( , ( ), ( ), � (

�x t
t T x t x t x t

j k
k k k

�

�
2 0

0 1 0 2 0 1 0 ), � ( ),

( ), ), , , , ;

�

( )

( ) ( )

x t

t i j

c
x

k

k k

ij

i

2 0

0

2

1 2 3 4� �

�

� �

�
� , ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
( , ( ), ( ), � ( )

k

j k
k k k

x t
t T x t x t x t

� 0
0 1 0 2 0 1 0� , � ( ),

( ), ), , , , ;

( )

( ) ( )

x t

t i j

k

k k

2 0

0 3 4 1 2� � � �

�

�

�
�
�
�
�
�

�

�
�
�
�
�
�

(14a)
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c
x

x t
t T x t xij

i k

j k
k k� �

�

�

�

�

�

� ( )
( , ( ), (

, ( )

, ( )
( ) ( )

2

2 0
0 1 0 2 t x t x t

t i j

k k

k k

0 1 0 2 0

0 3 4

), � ( ), � ( ),

( ), ), , , ;

( ) ( )

( ) ( )� � �

�

�
�

�
�

(14á)

êîìïîíåíòû âåêòîðà c c c c c T
� � � � �� ( , , , ) :1 2 3 4

c
x

t
t T x t x t xi

i k

k
k k k�

�

��
� �

( )

( )
( ) ( ) (

( )
( , ( ), ( ), �

0
0 1 0 2 0 1 ) ( ) ( ) ( )( ), � ( ), ( ), ),t x t tk k k0 2 0 0� �

i� 1 2, ;

c
x

t
t T x t x ti

i k

k
k k�

�

��
� �

��

( )
( , ( ), ( ), �

, ( )

( )
( ) ( )

2

0
0 1 0 2 0 x t x t tk k k k1 0 2 0 0( ) ( ) ( ) ( )( ), � ( ), ( ), ),� �

i� 3 4, ;

(15)

êîìïîíåíòû âåêòîðà c c c c c T
� � � � �� ( , , , )1 2 3 4 â ïðàâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé:

c
x

t T x t x t x ti

i k

k
k k k�

�

��
�� �

( )

( )
( ) ( ) ( )( , ( ), ( ), � (0 1 0 2 0 1 0 2 0 0), � ( ), ( ),( ) ( )x t tk k�

� �( ) ( )) ,k k� i� 1 2, ;

c
x

t T x t x t xi

i k

k
k k�

�

��
�� �

��

( , ( ), ( ), �

, ( )

( )
( ) ( ) (

2

0 1 0 2 0 1 k k kt x t t) ( ) ( )( ), � ( ), ( ),0 2 0 0�

� �( ) ( )) ,k k� i� 3 4, .

(16)

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè óäàðà ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ñèñòåìà ÷åòûðåõ àëãåáðàè÷åñ-

êèõ óðàâíåíèé (12) ñîäåðæèò ïÿòü íåèçâåñòíûõ. Äîïîëíèì åå ïÿòûì óðàâíåíèåì –

óñëîâèåì êîíòàêòà â ìîìåíò óäàðà (5) íà (k�1)-ì øàãå: x t T x t Tk k1 1 0 2 1 0( ) ( )( ) ( )� �� � � .

Ïîäñòàâèì (9) â ýòî óðàâíåíèå è ðàçëîæèì îáå ÷àñòè â ðÿä Òåéëîðà îòíîñèòåëüíî

ïðèðàùåíèé íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ. Îòáðîñèì ÷ëåíû âûøå ïåðâîãî ïîðÿä-

êà, òîãäà â îáîçíà÷åíèÿõ (14)–(16) ïîëó÷èì óðàâíåíèå

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )c c x t c c x t c ck k11 21 1 0 12 22 2 0 13 23� � � � �� � �� ( )( )x tk1 0 �

� � � � � �( ) � ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )c c x t c c t c ck k14 24 2 0 1 2 0 1 2� �� � � �� �� ( ) ( ).k t0 (17)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû (12) è óðàâíåíèÿ (17), ïðåäñòàâëåííûõ

ñîîòíîøåíèÿìè (14)–(16), íàéäåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî íà÷àëüíûì çíà÷åíèÿì

ïåðåìåííûõ îò îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (1) íà k-ì øàãå. Ïîëó÷èì ÷åòûðå

ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 2-ãî ïîðÿäêà îäèíàêîâîãî âèäà:

�� ( � � ) ( ) ( ( ) ( )y y y y y
m

K x xk k1 1 1 1 2 1
2

1 2
1

2 12
1 3

2
�� � � � � �� � � ) ( );/1 2

2 1y y�

�� � ( � � ) ( )y y y y y y y2 2 2 2 2
2

2 1 1 2 1 1
2

2 12 2�� � � � � � �� � � � � 	 � 	

� � �
�

�
�

�

�
�

1 3

22
2 1

1 2
2 1

m
K x x y yk k( ) ( ) .( ) ( )

/

(18)

Çäåñü ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ: y
x

x t

k

i k
1

1

0

�
�

�

( )

( ) ( )
; y

x

x t

k

i k
2

2

0

�
�

�

( )

( ) ( )
, i� 1 2, .
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Ïðè ìîäåëèðîâàíèè óäàðà ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ÷ëåíû, ïðåäñòàâëÿþùèå ïðî-

èçâîäíûå îò êîíòàêòíîé ñèëû, îòñóòñòâóþò. Ðåøàÿ ñèñòåìû (18) ñ îïðåäåëåííûìè

íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, ò.å. ÷åòûðå çàäà÷è Êîøè, íàéäåì ýëåìåíòû ìàòðèöû C,

îïèñàííûå ôîðìóëàìè (14). Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ýòèõ ñèñòåì ñîãëàñíî òåîðèè

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òàêîâû:

y t y t y t y t ll l l l1 0 1 2 0 2 1 0 3 2 0 4 1( ) , ( ) , � ( ) , � ( ) , ,� � � � �� � � � 2 3 4, , , (19)

ãäå � ij – ñèìâîë Êðîíåêåðà; l – íîìåð ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è Êîøè.

Ýëåìåíòû ìàòðèöû C (14) îïðåäåëÿþòñÿ ðåøåíèåì ÷åòûðåõ çàäà÷ Êîøè â

ìîìåíò t t T� �0 :

c y t T c y t T c y t T c y tl l l l1 1 0 2 2 0 3 1 0 4 2 0� � � � � � �( ), ( ), � ( ), � ( � �T l), , , , .1 2 3 4

Àíàëîãè÷íî ôîðìóëèðóþòñÿ ïÿòàÿ è øåñòàÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ îïðåäåëåíèÿ

êîìïîíåíò âåêòîðîâ c� (15) è c � (16), êîòîðûå ðåøàþòñÿ ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè

óñëîâèÿìè:

y t y t y t y t1 0 2 0 1 0 2 00 0 0 0( ) , ( ) , � ( ) , � ( ) .� � � � (20)

Íà ýòîì ïîñòðîåíèå ðåøåíèé èñõîäíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (1) íà ïåðèîäå

óñòàíîâèâøåãîñÿ ðåæèìà êîëåáàíèé ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà èíòåíñèâíîñòè âíåø-

íåé íàãðóçêè çàêàí÷èâàåòñÿ. Îòìåòèì, ÷òî ïðè ìîäåëèðîâàíèè óäàðà êîíòàêòíîé

ñèëîé ïîñòðîåíèå ðåøåíèé íåñêîëüêî ïðîùå, ïîñêîëüêó â êà÷åñòâå èñõîäíîãî ñîñòîÿ-

íèÿ ìîæåò áûòü âûáðàíî ëþáîå ñîñòîÿíèå â óñòàíîâèâøåìñÿ Ò-ïåðèîäè÷åñêîì

ðåæèìå, è ïîýòîìó íåò íåîáõîäèìîñòè ó÷èòûâàòü èçìåíåíèå ôàçû âíåøíåé íàãðóçêè.

Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî îáåñïå÷èâàåò áîëåå ïðîñòîé âèä àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû (12) è

ìåíüøåå êîëè÷åñòâî çàäà÷ Êîøè, òðåáóþùèõ ðåøåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ åå êîýô-

ôèöèåíòîâ.

Àíàëèç ÷èñëîâûõ ðåçóëüòàòîâ. Ïàðàìåòðû âèáðîóäàðíîé ñèñòåìû (ðèñ. 1)

ïðèâåäåíû â òàáëèöå. Ïðèíèìàåì, ÷òî ïîâåðõíîñòè çîíû êîíòàêòà îáîèõ òåë ñôåðè-

÷åñêèå è äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ðàäèóñîâ R R1 2 2� � ì. Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ

äàííûìè èçâåñòíûõ òàáëèö [11] èìååì A B
R R

� � �
�

�
��

�

�
���

1

2

1

2
0 5

1 2

, ì 1� . Êîíñòàíòà q

çàâèñèò îò îòíîøåíèÿ A B, q( )1 � 0,318.

Âûáåðåì çíà÷åíèå âåäóùåãî ïàðàìåòðà � (ïàðàìåòðà èíòåíñèâíîñòè âíåøíåé

íàãðóçêè) íà ïåðâîì øàãå � ( ) ,1 1� à åãî ïðèðàùåíèå �� ( )1 � 0,5. Òîãäà, ñëåäóÿ

îïèñàííîìó âûøå àëãîðèòìó, íàõîäèì ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íà ïåðèîäå

óñòàíîâèâøåãîñÿ ðåæèìà êîëåáàíèé. Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíû ïåðåìåùåíèÿ òåë âèáðî-

óäàðíîé ñèñòåìû íà ïåðâîì (� ( )1 1� ) è âòîðîì (� � �( ) ( ) ( )2 1 1� � �� 1,5) øàãàõ

ïðîöåññà ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðó ïðè ìîäåëèðîâàíèè óäàðà ãðàíè÷íûìè

óñëîâèÿìè è êîíòàêòíîé ñèëîé. Ðàñïîëàãàÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íà ýòèõ

è ñëåäóþùèõ øàãàõ, ïîñòðîèì êðèâûå íàãðóæåíèÿ òåë – çàâèñèìîñòü ìàêñèìàëüíûõ

ïîëóðàçìàõîâ êîëåáàíèé A
x x

max
max min| | | |

�
�

2
îò ïàðàìåòðà � (ðèñ. 4).

Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåíû êðèâûå íàãðóæåíèÿ òåë âèáðîóäàðíîé ñèñòåìû ïðè ìîäå-

ëèðîâàíèè óäàðà ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè è êîíòàêòíîé ñèëîé. ×òîáû óáåäèòüñÿ â

äîñòîâåðíîñòè ðåçóëüòàòîâ, áûëî âûïîëíåíî ïðÿìîå ÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå óðàâ-

íåíèé äâèæåíèÿ â òðåõ ñëó÷àÿõ (� � 2, 4 è 6). Ïîëó÷åííûå äàííûå (íà ðèñ. 4 òî÷êè)

ñîâïàëè ñ êðèâûìè íàãðóæåíèÿ ñ äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î

õîðîøåì ñîîòâåòñòâèè ðåçóëüòàòîâ, íàéäåííûõ ìåòîäîì ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó è

ïðÿìûì ÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì.
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Ñðàâíåíèå êðèâûõ íàãðóæåíèÿ, ïîñòðîåííûõ ïî ðåçóëüòàòàì, ïîëó÷åííûì ìåòî-

äîì ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðó ïðè ðàçíûõ ñïîñîáàõ ìîäåëèðîâàíèÿ óäàðà

(ðèñ. 4), ñâèäåòåëüñòâóåò îá èõ èäåíòè÷íîñòè. Îòñóòñòâèå ó÷àñòêîâ êðèâûõ íà ðèñ. 4,à

ïðè � � 0 55, îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî ïðè òàêèõ çíà÷åíèÿõ êîëåáàòåëüíûé ðåæèì ñòàíî-

âèòñÿ áåçóäàðíûì, è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (4) íå ìîãóò áûòü çàïèñàíû, ïîñêîëüêó óäàð

îòñóòñòâóåò.

Íà ðèñ. 5 ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè êîíòàêòíîé ñèëû îò ïàðàìåòðà èíòåí-

ñèâíîñòè íàãðóçêè.

Â û â î ä û

1. Ïðåäñòàâëåíû ðàçðàáîòàííûå òåîðèÿ, ìåòîäèêà ïðèìåíåíèÿ è ÷èñëåííàÿ

ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðó ñîâìåñòíî ñ ìåòîäîì ïîñòðîå-

íèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûõ ñèñòåì. Ïðåäëàãàåìàÿ ìîäè-

ôèêàöèÿ äàííîãî ìåòîäà ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ àíàëèçà äèíàìè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ äâóõ-

ìàññîâûõ âèáðîóäàðíûõ ñèñòåì ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ïîä äåéñòâèåì ïåðèîäè-

÷åñêîé âíåøíåé íàãðóçêè ïðè ìîäåëèðîâàíèè óäàðà êîíòàêòíîé ñèëîé íà áàçå êâàçè-

ñòàòè÷åñêîé òåîðèè Ãåðöà. Ñîçäàííûå àëãîðèòìû îáåñïå÷èëè ïîñòðîåíèå êðèâûõ

íàãðóæåíèÿ ïðè çíà÷èòåëüíîì ñîêðàùåíèè âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò.

2. Ñðàâíåíèå êðèâûõ íàãðóæåíèÿ, ïîëó÷åííûõ ïðè äâóõ ñïîñîáàõ ìîäåëèðî-

âàíèÿ óäàðà (êîíòàêòíîé ñèëîé Ãåðöà è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè â ìîìåíò óäàðà ñ

èñïîëüçîâàíèåì êîýôôèöèåíòà âîññòàíîâëåíèÿ), ïîêàçûâàåò èõ ïîëíóþ èäåíòè÷íîñòü

äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé âèáðîóäàðíîé ñèñòåìû ñ òâåðäûì óäàðîì. Îäíàêî ïîñòðîåíèå

êðèâûõ íàãðóæåíèÿ ìåòîäîì ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðó ïðîùå ïðè ìîäåëè-

ðîâàíèè óäàðà êîíòàêòíîé ñèëîé. Äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïîäòâåðæ-
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à á

Ðèñ. 4. Êðèâûå íàãðóæåíèÿ òåë âèáðîóäàðíîé ñèñòåìû ïðè ìîäåëèðîâàíèè óäàðà ãðàíè÷íûìè

óñëîâèÿìè (à) è êîíòàêòíîé ñèëîé (á).

à á

Ðèñ. 5. Çàâèñèìîñòü ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ êîíòàêòíîé ñèëû Fmax îò � (à) è êîíòàêòíîé

ñèëû Fêîí îò âðåìåíè t â îäíîì ïåðèîäå ïðè ðàçíûõ � (á). (Òî÷êè – çíà÷åíèÿ, ïîëó÷åííûå

ïðè ïðÿìîì ÷èñëåííîì èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèé (1).)

Ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðó ...



äàåòñÿ ñîâïàäåíèåì ñ ðåøåíèÿìè, íàéäåííûìè ïðÿìûì ÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì

óðàâíåíèé äâèæåíèÿ.

Ð å ç þ ì å

Çàïðîïîíîâàíî ìîäèô³êàö³þ ìåòîäó ïðîäîâæåííÿ ðîçâ‘ÿçêó çà ïàðàìåòðîì äëÿ

äîñë³äæåííÿ äèíàì³êè â³áðîóäàðíèõ ñèñòåì, ùî çíàõîäÿòüñÿ ï³ä ä³ºþ ïåð³îäè÷íîãî

çîâí³øíüîãî íàâàíòàæåííÿ. Ïðîàíàë³çîâàíî ïîâåä³íêó äâîìàñîâî¿ â³áðîóäàðíî¿ ñèñ-

òåìè ç äâîìà ñòóïåíÿìè â³ëüíîñò³ â çàëåæíîñò³ â³ä ³íòåíñèâíîñò³ íàâàíòàæåííÿ.

Ïîð³âíþþòüñÿ îñîáëèâîñò³ çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó ïðè ìîäåëþâàíí³ óäàðó äâîìà ñïî-

ñîáàìè: ñèëîþ êîíòàêòíî¿ âçàºìîä³¿ íà áàç³ êâàç³ñòàòè÷íî¿ òåîð³¿ Ãåðöà òà ãðàíè÷-

íèìè óìîâàìè ç âèêîðèñòàííÿì êîåô³ö³ºíòà â³äíîâëåííÿ íà îñíîâ³ ñòåðåîìåõàí³÷íî¿

òåîð³¿ óäàðó. Ïðèâåäåíî ðåçóëüòàòè ÷èñåëüíîãî àíàë³çó äèíàì³÷íèõ ñòàí³â ñèñòåìè
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