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Построена нелинейная самосогласованная теория возбуждения кильватерных полей в многослойном ди-
электрическом резонаторе. Найдены аналитические выражения для возбуждаемых полей, функционально 
зависящие от положения частиц сгустков в резонаторе. Возбуждаемые поля представлены в виде суперпо-
зиции вихревых (LSE- и LSM-типа) и потенциальных полей. Сформулированная в общем виде нелинейная 
теория позволяет исследовать нелинейную динамику сгустков в прямоугольном резонаторе при произволь-
ном количестве диэлектрических слоёв. 

 
1. ВВЕДЕНИЕ 

Многозонные диэлектрические структуры явля-
ются притягательными для использования их в пер-
спективных двухпучковых схемах ускорения заря-
женных частиц [1-4]. Благодаря наличию разнесен-
ных в пространстве канала транспортировки веду-
щего сгустка и ускорительного канала для тестового 
сгустка можно получить большое значение коэффи-
циента трансформации и, таким образом, достичь 
сверхвысокого темпа ускорения. Многозонную ди-
электрическую структуру называют двухканальной 
[3] или трехканальной [4], имея ввиду число ваку-
умных каналов, в которых движутся ускоряющий и 
ускоряемый сгустки. 

Теоретическое исследование и численное моде-
лирование пятизонных диэлектрических структур 
[1-2] и симметричных семизонных структур [4] по-
казали перспективность их как секций будущего 
кильватерного ускорителя. C целью проверки ос-
новных принципов такого ускорителя, в особенно-
сти, возможности получения больших коэффициен-
тов трансформации и больших напряженностей ус-
коряющего поля, на базе ускорительного комплекса 
ANL проводится серия экспериментов [3]. Для тео-
ретического описания возбуждения кильватерных 
полей в диэлектрических структурах прямоугольной 
конфигурации обычно используются аналитические 
методы [5,6], к настоящему времени они ограничи-
ваются линейным приближением с заданным дви-
жением возбуждающих сгустков. Т.е. они не учиты-
вают продольную и поперечную собственную дина-
мику сгустков. Результаты, полученные численны-
ми методами [3,4] с использованием метода макро-
частиц, описывают самосогласованную динамику 
полей и сгустков. Но часто их применимость огра-
ничена возможностями современных компьютеров. 
Особенно эта проблема стоит актуально для моде-
лирования возбуждения кильватерных волн в тера-
герцовой области частот [4], что связано с необхо-
димостью уменьшения временного шага вычисле-
ний и размера пространственной сетки. 

В настоящем докладе мы предлагаем комбини-
рованный метод учета динамики сгустков на возбу-

ждение кильватерных полей. Если мы найдем ана-
литически выражения для возбуждаемых полей в 
каждый момент времени (нелинейная функция Гри-
на), то нам останется моделировать только динами-
ку макрочастиц сгустков [7]. Указанный алгоритм 
реализован для многослойного диэлектрического 
резонатора. Для нахождения полей используется 
метод разложения по собственным функциям мно-
гослойного диэлектрического резонатора. Найдены 
собственные функции вихревой части электромаг-
нитного поля, а также собственные значения и соб-
ственные функции потенциальной части электриче-
ского поля. Используя эти выражения, определены 
амплитуды возбуждаемых полей, функционально 
зависящие от положения макрочастиц сгустков в 
любой момент времени. 

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
И ИСХОДНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

Исследуемая многослойная диэлектрическая 
структура представляет собой прямоугольный ме-
таллический резонатор, параллельно одной из сте-
нок которого размещены диэлектрические пласти-
ны. Поперечное сечение такого резонатора и распо-
ложение прямоугольной системы координат, ис-
пользуемой в дальнейшем построении аналитиче-
ской теории, схематически показаны на Рис.1. Ди-
электрические пластины расположены параллельно 
оси  и имеют в общем случае различные значения 
диэлектрической, 

y
(1 1 )i Nε ε= ≤ ≤ , и магнитной, 

(1 )i i Nμ μ= ≤ ≤ , проницаемостей;  - число слоев 
диэлектрической структуры. В одной из вакуумных 
зон (

N

1, 1ε μ= = ) вдоль диэлектрических пластин 
параллельно оси  (направлена перпендикулярно 
плоскости рисунка) распространяется электронный 
сгусток, возбуждающий резонатор. 

z

Для описания нелинейной динамики электро-
магнитных полей, возбуждаемых сгустками частиц 
в слоистом диэлектрическом резонаторе, предста-
вим искомые поля в виде суммы соленоидальной и 
потенциальной составляющих [8]: 
 , (1) ,= + =t lE E E H Ht
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где  и  - вихревые компоненты электромаг-
нитного поля ( div

tE tH
( ) 0, div( ) 0ε μ= =tE Ht ), удовле-

творяющие первому и второму уравнениям Мак-
свелла: 

 ( ) 4 ( )rot rotx x
c t c c t

ε π μ∂
= + = −

∂

t t
t tEH j E,

 99

∂
∂
H , (2) 

а потенциальное электрическое поле  удовлетво-
ряет закону Гаусса: 

lE

 div( ) 4ε πρ=lE . (3) 
Вихревое  и потенциальное  электрические 

поля взаимно ортогональны [8] и удовлетворяют 
граничным условиям, обращающим их тангенци-
альные компоненты в ноль на металлических стен-
ках резонатора: 

tE lE

 , (4) 0( ) 0, ( )Sτ τ∈ = ∈ =l tE r E r 0 0S
где S0 означает металлическую поверхность резона-
тора, а индекс τ - тангенциальную составляющую 
полей. 

 
Поперечное сечение многослойного 
диэлектрического резонатора 

Электронные сгустки будем описывать макро-
частицами, поэтому плотность заряда ρ  и плот-
ность тока j  представим следующим образом: 

( ) , ( ) ( ) ,r r j v r r
R R

p p p p p
p V p V

q t q tρ δ δ
∈ ∈

⎡ ⎤ ⎡= − = −⎣ ⎦ ⎣∑ ∑ t ⎤⎦  (5) 

где pq  - заряд макрочастицы; pr  и pv  - ее коорди-
наты и скорость, зависящие от времени. Суммиро-
вание в (5) ведется по всем частицам, находящимся 
в объеме резонатора RV . 

Собственная динамика частиц сгустков описыва-
ется релятивистскими уравнениями движения в 
электромагнитных полях, возбуждаемых частицами 
сгустков: 

 1 , ,p p
p p

p p p p

d d
q

dt m c dt mγ γ
⎛ ⎞

= + =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

p r p
E p ×B p  (6) 

где  . ( )22 1 /p p pm cγ = + p
Ниже мы найдем аналитические решения систе-

мы уравнений (1)-(5), что позволит при моделирова-
нии самосогласованной динамики сгустков и полей 
избежать их численного решения на пространствен-
ной сетке. В этом состоит существенное отличие от 
численных алгоритмов с использованием particle-in-
cell, которые широко применяются при анализе ди-

намики частиц в возбуждаемых ими полях. 

3. АНАЛИТИЧЕСКИE ВЫРАЖЕНИЯ  
ДЛЯ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ПОЛЕЙ 

3.1. ПОТЕНЦИАЛЬНОЕ ПОЛЕ 

Учитывая (3) и (5), нахождение потенциального 
электрического поля, , сводится к реше-
нию уравнения Пуассона: 

= −∇ΦlE

2 2

2 2

1 4 ( )
R

p p
p V

q t
x x y z

πε δ
ε ε ∈

∂ ∂Φ ∂ Φ ∂ Φ⎛ ⎞ ⎡ ⎤+ + = − −⎜ ⎟ ⎣ ⎦∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
∑ r r .(7) 

Электрический потенциал  удовлетворяет сле-
дующим граничным условиям на металлической 
поверхности резонатора: 

Φ

 
0

( / 2) ( 0) (
( ) ( ) 0.N

y b z z L
x a x a

)Φ = ± = Φ = = Φ =
= Φ = = Φ = =

 (8) 

Решение уравнения (7) будем искать методом 
разложения по собственным функциям. Для их на-
хождения необходимо решить задачу Штурма-
Лиувилля: 

 
2 2

2 2

1 0,s s s
s sx x y z

ε λ
ε

∂Φ ∂ Φ ∂ Φ∂ ⎛ ⎞ + + + Φ =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
  (9) 

где sΦ  и sλ  - неизвестные собственные функции и 
собственные значения. Решение уравнения (9) ищем 
методом разделения переменных: 
 ( ) ( ) ( )s m n lX x Y y Z zΦ = . (10) 
С учетом граничных условий получаем, что 

 

2( ) sin ( / 2) , ,

2( ) sin( ), ,

n n
n y y

l l
n z z

nY y k y b k
b b

lZ z k z k
L L

π

π

⎡ ⎤= +⎣ ⎦

= =

=
 (11) 

а для нахождения собственных функций ( )mX x  
имеем уравнение: 

 2( )( ) ( ) ( ) 0m
x m

dX xd x k x X x
dx dx

ε ε⎛ ⎞ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

=  (12) 

с неизвестными собственными значениями 2
xk . 

Введем обозначение: 
 ( )

1( ) ( ),i
m i iX x x a xϕ − a= ≤ ≤ . (13) 

Решение уравнения (12) должно удовлетворять 
граничным условиям, состоящим в непрерывности 
потенциала и поперечной к диэлектрическим слоям 
компоненты вектора электрической индукции: 

 

( ) ( 1)

( ) ( 1)

1

( ) ( ),

( ) (

i i
i i

i i
i i

i i

a a

d x a d x a
dx dx

ϕ ϕ

ϕ ϕε ε

+

+

+

=

=
=

)= . (14) 

Ищем решение для ( ) ( )i xϕ  в каждом из слоев 
(1 i N≤ ≤

x

) в виде: 
 ( ) ( ) ( )( ) cos( ) sin( )i i i

xx A k x B kϕ = + x . (15) 
Тогда 

( )
( ) ( )( ) sin( ) cos( )

i
i i

i i x x i x
d x

xA k k x B k k x
dx

ϕε ε ε= − + . (16) 

Запишем уравнения (15)-(16) в матричном виде: 



 

( )
( )

( )
( )

( )( )

i
i

i
i i

i

A
M xd x B

dx

ϕ

ϕε

⎛ ⎞
⎛ ⎞⎜ ⎟ = ⎜⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎟

i

A ⎞
⎟
⎠

iA ⎞
⎟
⎠

, (17) 

где  

 . (18) 
cos( ) sin( )

( )
sin( ) cos( )

x x
i

i x x i x x

k x k x
M x

k k x k k xε ε
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟−⎝ ⎠
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Тогда граничные условия (14) можно переписать 
также в матричном виде: 

 . (19) 
( ) ( 1)

1( ) ( 1)( ) ( )
i i

i i i ii

A
M a M a

B B

+

+ +

⎛ ⎞ ⎛
=⎜ ⎟ ⎜

⎝ ⎠ ⎝
Отсюда 

 . (20) 
( ) ( 1)

1
1( ) ( 1)( ) ( )

i

i i i ii i

A
M a M a

B B

+
−

+ +

⎛ ⎞ ⎛
=⎜ ⎟ ⎜

⎝ ⎠ ⎝
Выразив коэффициенты ( 1)iA + ,  через коэффи-
циенты ,  с использованием граничного 
условия при 

( 1)iB +

( 2)iA + ( 2)iB +

1ix a +=  и повторив указанную проце-
дуру на последующих границах вплоть до 1Nx a −= , 
придем к соотношению, выражающему ,  
через константы , : 

( )iA ( )iB
( )NA ( )NB

 ,(21) 
( ) ( )

1 ( 1) ( 1)
1( ) ( )

( ) ( )
i

i N
i i N Ni

A
M a V V M a

B
− + −

−

⎛ ⎞ ⎛
=⎜ ⎟ ⎜

⎝ ⎠ ⎝
K

N

N

A
B

⎞
⎟
⎠

где матрица перехода имеет вид: 

 ( )

1cos( ) sin( )

sin( ) cos( )

x i x ii
i x

i x x i x i

k w k w
kV

k k w k w
ε

ε

⎛ ⎞−⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

, (22) 

и ширина i -й зоны . 1i i iw a a −= −

Но константы ( )NA ,  связаны граничным ус-
ловием 

( )NB
(8) при Nx a= , поэтому мы можем записать: 

 
( ) ( )

( )

sin( )
cos( ) cos( )

N N
x N

N
x N x N

k aA B
k a k aB

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
=⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

. (23) 

Окончательно для констант ( )iA ,  получаем: ( )iB
 

( ) ( )1 2
1 ( )

( )
1

sin( )
( ) .

cos( ) cos( )

i NN
x Nj

i ii
j i N x x N x N

k wA BM a V
k k w k aB ε

− ≥
−

= +

−⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∏

  (24) 
В первой зоне константы (1)A ,  также как и (1)B

( )NA ,  не являются независимыми, они связаны  
граничным условием 

( )NB
(8) при 0x a= : 

 . (25) [ ]
(1)

0 0 (1)
cos( ) sin( ) 0x x

A
k a k a

B
⎛ ⎞

=⎜ ⎟
⎝ ⎠

Подставив в уравнение (25) выражение (24) при 
, придем к дисперсионному уравнению для оп-

ределения собственных значений 
1i =

xk : 

 

1 2
( )

1 1
21

1cos( ) sin( )

sin( )
0.

cos( )

N
j

x x
jx

x N

N x x N

k w k w V
k

k w
k k w

ε

ε

− ≥

=

⎛ ⎞⎡
− ⎜ ⎟⎢

⎣ ⎝
−⎛ ⎞

× =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∏

Решив уравнение (26), мы получим набор m
xk . 

Каждому значению m
xk  соответствует собственная 

функция ( )i
mϕ . Используя (17), (21) и (23), найдем: 

( ) ( )1( ) cos ( ) sin ( )i m m
m x i x i

i x

x k x a k x a
k

i
mϕ χ

ε
⎡ ⎤

= − −⎢ ⎥
⎣ ⎦

, (27) 

1 2
( ) ( ) ( )

1

( 1) ( ) ( ) ( )

sin( )
, 2

cos( )

sin( ) 0
, .

cos( )

N
x Ni j N

m
j i N x x N

x NN N N
m m

N x x N N x

k w
V B i

k k w

k w
B B

k k w k

χ
ε

χ χ
ε ε

− ≥

= +

−

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ≤⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
−⎛ ⎞ ⎛

= =⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝

∏ ,

N

N −

⎞
⎟
⎠

(28) 

Собственные функции ( )mX x , как следует из 
(12), ортогональны с весом ε : 

 0

1

2
' '

2 ( ) 2

1

2 ( ) ( ) ( ) ,

2 [ ( )] ,

N

i

i

a

m m m mm
a

aN
i

m i m
i a

x X x X x dx X
w

X x d
w

ε δ

ε ϕ
−

=

=

=

∫

∑ ∫ x

 (29) 

где 
1

N

i
i

w w
=

= ∑ . 

Используя полученные выражения для собствен-
ных функций (10)-(11) и (27)-(29), решение уравне-
ния Пуассона (9) в многослойной диэлектрической 
структуре, возбуждаемой сгустком частиц (7), за-
пишем в виде: 

 
( )
2

32( , , )

sin ( / 2)sin ( )sin ( / 2)sin ,
R

m p
p

p V mnl m mnl

n l n
y p z p m y z

x
x y z q

abL X

k y b k z x k y b k z

π
λ∈

Χ
Φ =

⋅ + Χ +

∑ ∑
l

2lk

(30) 

где  . 2 2 2 2( ) , ( ) ( )m n
mnl x nl nl y zk kλ κ κ= + = +

Таким образом, задача нахождения потенциаль-
ного электрического поля полностью решена. 

3.2. СОЛЕНОИДАЛЬНОЕ ПОЛЕ 

Для нахождения соленоидальной части электро-
магнитного поля будем решать уравнения (2) мето-
дом разложения по собственным вихревым полям 
пустого многослойного резонатора: 
 ( ) , ( )s s s

s s

A t i B t= = − s∑ ∑t tE E H H , (31) 

где собственные функции sE  и sH  удовлетворяют 
уравнениям [8]: 
 rot rots s s s sik ik sε μ= − =H E E, H , (32) 

⎤
⎥
⎦ ⎠  (26) 

/s sk cω= , а sω  - собственные частоты диэлектри-
ческого резонатора (индекс s заменяет три индекса: 
m, n и l). Здесь и далее sE  и sH  описывают про-
странственную структуру вихревых полей, множи-
тель exp( )si tω−  опущен. 

Используя процедуру, развитую в [8], для нахо-
ждения полей, возбуждаемых внешним монохрома-
тическим источником, и условие ортогональности, 
 '

* *
' ' 4

R R

s s s s s ss
V V

dV dV Nε μ π δ= =∫ ∫E E H H , (33) 

в случае нестационарного источника для нахожде-
ния амплитуд полей sA  и sB  получим уравнения: 
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где *1 ( ) [ ( )]
R

s p p s
p Vs

R q t
N ∈

= ∑ v E rp t . (35) 

Решения уравнений (34) имеют вид: 
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Известно [9,10], что все компоненты электро-
магнитного поля собственных волн слоистой ди-
электрической структуры могут быть выражены 
через две компоненты, перпендикулярные диэлек-
трическим пластинам. Для LSM-волны они выра-
жаются через xsE , а для LSE-волн – через .xsH  

С учетом граничных условий (4) запишем ком-
поненты поля для LSM-волны в виде: 
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Поперечная структура компоненты xsE  поля 
LSM-волны описывается функцией . Эта 
функция в общем виде для произвольного числа 
слоев диэлектрического резонатора может быть 
найдена матричным методом, аналогичным приме-
ненному в предыдущем подразделе для нахождения 
электрического потенциала. В данном случае, кроме 
граничных условий 

( ) ( )i
xse x

(4), на металлических стенках 
резонатора необходимо использовать непрерыв-
ность касательной компоненты электрического поля 
( zsE или ) и нормальной компоненты вектора 
электрической индукции на границах слоев. В слу-
чае волновода данная процедура выполнена в работе 
[5]. Для применения полученных там выражений в 
резонаторном случае можно просто заменить непре-
рывное продольное волновое число 

ysE

zk  на ее дис-
кретное значение l

zk  в резонаторе. В результате 
имеем: 
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где ( )N
sA  - произвольные константы; ( )i i

xs x sk k ω= ; 

( )2 2 2 2/ ( ) ( )i n

 ( )

cos sin

sin cos

i ii
x i xi

xi
i

i ix
x i x i

i

k w k w
k

S
k k w k w

ε

ε

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎜ ⎟≡
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

i

. (40) 

Собственные частоты, s mnlω ω≡ , LSM-волны опре-
деляются из дисперсионного уравнения [5]: 

1 3
1 1 ( )

1 1
21

cos
sin ,cos 0.

sin

N
x NN

ix N
x x Nx

i x N
N

k w
k

k w k w S k
k wε

ε

≥

=

⎛ ⎞
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎜ ⎟

=⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎜ ⎟

⎝ ⎠

∏  (41) 

Из уравнений (32) для компонент электромаг-
нитного поля LSE-волны с учетом граничных усло-
вий (4) получим выражения: 
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Поперечную структуру компоненты xsH -поля 
LSE-волны описывает функция  [6], модифи-
цированная в резонаторном случае так же, как и 
функция (см. выше), и имеющая вид: 
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( )N
sD  - произвольные константы; ( ) ( ) ( )i i

s sT T ω=  и 
матрица перехода  для LSE-волны определена 
следующим образом [6]: 
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Собственные частоты, s mnlω ω≡ , LSE-волны оп-
ределяются из дисперсионного уравнения [6]: 
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  (46) 
Запишем теперь норму электромагнитного поля 

sN , введенную выражениями (33), с использовани-
ем собственных функций  и .  ( ) ( )i

xse x ( ) ( )i
xsh x

Для LSM-волны норму удобнее определить, ис-
пользуя компоненты магнитного поля. Подставив 

ysH  и zsH  из (37) во второе определение нормы, 
получим: 

2
x i i y zk c kω ε μ= − − ( ) ( ) ( )i ilk ; s sS S ω=  и 

матрица перехода  для LSM-волны определена 
следующим образом: 

( )iS
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
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THE NONLINEAR THEORY OF WAKEFIELD EXCITATION BY ELECTRON BUNCHES  
IN A RECTANGULAR MULTILAYERED DIELECTRIC RESONATOR 

K.V. Galaydych, G.V. Sotnikov 
The nonlinear self-consistent theory of wake field excitation in the multilayered dielectric resonators is built. 

Expressions for the excited fields, functionally depending on position of bunch particles in the resonator are found 
analytically. Excited fields are presented in the form of superposition solenoidal (LSE and LSM type) and potential 
fields. The nonlinear theory constructed in a general view allows investigating nonlinear dynamics of bunches in the 
rectangular resonator at any number of dielectric layers. 

НЕЛІНІЙНА ТЕОРІЯ ЗБУДЖЕННЯ КІЛЬВАТЕРНИХ ПОЛІВ ЕЛЕКТРОННИМИ ЗГУСТКАМИ 
В ПРЯМОКУТНОМУ БАГАТОШАРОВОМУ ДІЕЛЕКТРИЧНОМУ РЕЗОНАТОРІ 

К.В. Галайдич, Г.В. Сотніков 
Побудовано нелінійну самоузгоджену теорію збудження кільватерних полів у багатошаровому діелект-

ричному резонаторі. Знайдено аналітичні вирази для збуджуваних полів, що функціонально залежать від 
положення часток згустків у резонаторі. Збуджувані поля представлені у вигляді суперпозиції вихрових 
(LSE- і LSM-типу) і потенційних полів. Побудована в загальному виді нелінійна теорія дозволяє досліджу-
вати нелінійну динаміку згустків у прямокутному резонаторі при довільній кількості діелектричних шарів. 
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