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Рассмотрена математическая
модель трехмерной интенсивной
вихревой структуры типа
смерч-торнадо, геометрически
представленной в виде системы
замкнутых вихревых линий, с за-
цеплениями, на поверхности тора.
Представлены векторные поля
течений вызываемых вихревыми
структурами подобного типа.
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ТРЕХМЕРНОЙ

ВИХРЕВОЙ СТРУКТУРЫ

Введение. Для исследования динамики ин-
тенсивных крупномасштабных вихревых струк-
тур в атмосфере [1 – 3], в подавляющем
большинстве случаев используются матема-
тические модели, на основе уравнений
Навье – Стокса, с учетом моделей фазовых
переходов и теплообмена. При этом ожидает-
ся, что визуализирующаяся часть интенсив-
ного смерча-торнадо, должна иметь пред-
ставление в виде опускающейся сверху во-
ронки, с конденсацией влаги из воздуха
и поднимающимся от подстилающей поверх-
ности пылевым вихрем  (рис. 1, 2).

РИС. 1. Интенсивный торнадо. Схема формирования

РИС. 2. Схема конвективных потоков
при формировании интенсивного
смерча-торнадо
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Именно эту, визуализировавшуюся часть, как правило, и интерпретируют,
как собственно, сам – смерч-торнадо. Из наблюдений можно сделать вывод, что
порождению и формированию интенсивного смерча-торнадо способствуют
внешние сдвиговые течения и интенсивная вертикальная циркуляция атмосфер-
ного воздуха, вызываемая подъемом теплого воздуха в центре и нисходящими
потоками и осадками в периферийной зоне (рис. 2). Действительно, баро-
клинные механизмы [4] являются причиной изменения завихренности, однако
модели, геометрически представляющие смерч-торнадо только в виде вер-
тикального интенсивного вихря (как отрезка вихревой трубки или цилин-
дрической вихревой поверхности), определяемого только видимой частью смер-
ча-торнадо, противоречит требованию замкнутости вихревых трубок, форми-
рующих вихревые поверхности, не соответствуют реально возникающему полю
скоростей. Видимо поэтому, на основе вышеприведенных подходов [1], не уда-
ется корректно смоделировать ни момент зарождения, ни эволюцию самой
вихревой структуры – смерч-торнадо.

Далее предлагается упрощенная трехмерная модель интенсивной вихревой
структуры, не противоречащая основным теоремам о вихрях и позволяющая
сформировать векторное поле интенсивного конвективного переноса воздушных
масс соответствующее реальной вихревой структуре  типа смерч-торнадо.

1. Формирование геометрии 3D структуры. Полагается, что возникнове-
ние структурной завихренности вызывается внешним сдвиговым течением в
приповерхностном слое и бароклинным механизмом [1, 3, 4] на границах подни-
мающегося влажного, теплого и опускающегося  холодного воздуха.  Исходя из
этого, можно предположить [4, 5], что атмосферные явления, вызывающие
возникновение вертикальных конвективных потоков (рис. 2 и 3), в комбинации
со сдвиговым течением может привести [6] к формированию, над подстилающей
поверхностью (как над плоским экраном), крупномасштабной торообразной
вихревой структуры (рис. 4), для которой сам, визуально наблюдаемый смерч-
торнадо, является как-бы «дыркой от бублика», вокруг которой концентри-
руются вихревые трубки [7 – 10].

РИС. 3. Схема формирования торообразной
вихревой поверхности,
при возникновении вертикальных
конвективных потоков

РИС. 4. Схема формирования интенсивного
смерча-торнадо при возникновении
сдвиговых потоков
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Завихренность, в виде вихревых слоев, состоящих из вихревых трубок,
концентрируется на торообразной поверхности, а ее свойства зависят от распре-
деления системы вихревых линий (вихревых трубок) на поверхности тора.
Однако, при этом остается открытыми ряд вопросов о связи топологических
характеристик и инвариантов системы вихревых трубок, распределенных на
торообразной поверхности, с характеристиками векторных полей скоростей
потоков, индуцированных данной вихревой системой и их динамические
свойства, в том числе:

 возможные варианты размещения  системы вихревых трубок на торе;
 возможные топологические характеристики, параметры и свойства

системы вихревых трубок распределенных на поверхности тора;
 возможность существования инвариантов, характеризующих вихревую

структуру из вихревых трубок, для реальных вихревых объектов типа смерч-
торнадо;

 структуры возможных векторных полей вне поверхности тора индуци-
руемых заданным распределением системы замкнутых вихревых трубок на торе;

 соответствие модельного распределения вихревых трубок реальному век-
торному полю скоростей для вихревого объекта  типа смерч-торнадо;

 особенности динамического взаимодействия вихревых трубок.
2. Характеристики и свойства модельной вихревой системы. Предпола-

гается, что порождение и изменение циркуляции вокруг каждой j -ой элемен-
тарной вихревой трубки может быть определено через решение дифференци-
ального уравнения с заданной зависимостью плотности воздуха от давления,
влажности, температуры и вязкости среды [4]
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Далее, предполагается, что модель вихревой структуры смерч-торнадо
состоит из замкнутых, распределенных (с заданными топологическими свой-
ствами) на торе N вихревых трубок [3, 7, 8, 10]. В таком случае, поле скоростей
вокруг заданной системы )(tM вихрей может быть определено формулой
Био – Савара:
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В таком случае, динамика вихревой структуры может быть определена из
решения задачи Коши, поставленной для ее маркированных частиц [11, 12]:

( , ),dr V r t
dt




   (3)

0 0( ) .r t r 
                              (4)



П.А. ВАСИН, Д.И. ЧЕРНИЙ

ISSN 2616-938Х. Компьютерная математика. 2018, № 112

3. Характеристики и свойства модельной вихревой системы. Учитывая
то, что тор – поверхность вращения, получаемая вращением образующей окруж-
ности вокруг оси, лежащей в плоскости этой окружности и не пересекающей ее,
варианты возможного размещения замкнутых линий на поверхности тора опре-
деляются количеством горизонтальных и вертикальных витков вокруг  поверх-
ности тора и вокруг его оси.

При рассмотрении вариантов распределения системы замкнутых линий
(вихревых трубок, как элементов вихревой структуры (рис. 5, а – е) на повер-
хности тора, видно, что увеличение  количества вихревых линий улучшает
аппроксимацию  вихревой поверхности в виде тора. Однако, если учесть, что
замкнутые линии на поверхности тора представляют собой вихревые трубки
индуцирующие вокруг себя поле скоростей, то именно их размещение на торе
(характеризуемое топологическими параметрами) и определит структуру век-
торного поля скоростей потока вне поверхности тора.

а г

б д

в е
РИС. 5. Система замкнутых вихревых линий: а – соленоид (1 вихревая линия, 7 вертикальных

витков); б – зацепление Хопфа (3 вихревые линии с 1 горизонтальным и 1 верти-
кальным витком); в – 3 заузленные вихревые линии с зацеплениями (1 горизон-
тальный и 2 вертикальных витка); г –1 вихревая линия: 3 горизонтальных витка;
д – 3 вихревые линии, с 2 горизонтальными витками и 1 вертикальным витком; е – 3 зауз-
ленные вихревые линии с зацеплениями (7 горизонтальных и 1 вертикальный виток)
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4. Определение векторных полей. Далее представлены модельные приме-
ры предельных случаев, в которых вихревая структура состоит из N неза-
узленных замкнутых вихревых трубок расположенных на поверхности тора.
Поле скоростей вокруг заданной системы вихрей определяется по формуле
Био – Савара (2).

На рис. 6, а – г  видно, что увеличение вертикальных витков вихревой нити
формируют явно выраженное вращательное течение внутри тора, вокруг его
вертикальной оси, а увеличение горизонтальных витков, рис. 7, а – г, демон-
стрирует явно выраженное вертикальное течение в самом центре тора.

а а

б б

в в

г г

РИС. 6. а – модель вихревой структуры.
N = 1, 1 горизонтальный и 90 вер-
тикальных витков; б – векторное
поле скоростей в горизонтальном се-
рединном сечении тора; в – вектор-
ное поле скоростей в меридиональ-
ном сечении тора; г – векторное поле
скоростей в серединном сечении
тора

РИС. 7. а – модель вихревой структуры.
N = 1, 1 вертикальный и 70 горизон-
тальных витков; б – векторное поле
скоростей в горизонтальном сере-
динном сечении тора; в – векторное
поле скоростей в меридиональном
сечении тора; г – векторное поле
скоростей в серединном сечении
тора
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5. Векторные поля модельной вихревой структуры типа смерч-торнадо
состоящей из 11 незаузленных вихревых трубок, с двумя горизонтальными
и одним вертикальным витком на торе.

а

б

в

г
РИС. 8. а – модель вихревой структуры.

N = 1, 2 горизонтальных и 1 верти-
кальный виток; б – векторное поле
скоростей в горизонтальном се-
рединном сечении тора; в – вектор-
ное поле скоростей в продольно-
поперечном сечении тора; г – век-
торное поле скоростей в середин-
ном сечении тора

При сравнении рис. 8, а – г с рис. 6
и 7, на фоне вихревых трубок, хоро-
шо видно, что при уменьшении коли-
чества горизонтальных и вертикаль-
ных витков для каждой вихревой
трубки, при одновременном увеличе-
нии количества самих вихревых тру-
бок возникают векторные поля явно
выраженного вращательное течения
внутри тора и интенсивного вер-
тикального течения в самом центре
тора, что качественно соответствует
структуре течения в реальной вихре-
вой системе смерч-торнадо. Вихревая
структура состоящая из N вихревых
линий, имеющих по одному витку
вертикальной и горизонтальной пло-
скости на торе (с зацеплениями)
представляет собой зацепление Хоп-
фа с N элементами. Инвариант тече-
ния в объеме U  занимаемый тором –
это спиральность (helicity) [3]. Для
дискретной модели, данный инвари-
ант (helicity) может быть определен
через элементы матрицы зацеплений
вихревых трубок данной дискретной
вихревой системы

1

.
N N N

ij ii
i j i i

H L L
 

              (6)

Условие устойчивости всей вих-
ревой структуры, при ее эволюции,
может быть сформулировано, в виде
условия сохранения численных
значений ,ijL 1,..., ; 1,..., .i N j N 
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Выводы. Топологическая структура предложенной модели интенсивного
вихря позволяет избежать противоречий  в отношении замкнутости вихревых
трубок реальных интенсивных вихревых структур типа смерч-торнадо. Струк-
тура и интенсивность векторного поля модельного течения зависят от количе-
ства вихревых трубок и от их расположения на тороидальной поверхности
(что отражается на топологических параметрах и инвариантах). Порождаемое
данной структурой векторное поле скоростей не противоречит течениям, наблю-
даемым при возникновении и эволюции интенсивных смерч-торнадо. Есть осно-
вания полагать, что сценарии эволюции и разрушения смерча-торнадо сопрово-
ждаются изменением топологических инвариантов вихревой структуры (спи-
ральности, индекса зацеплений и заузленности вихревых трубок). Возникает
вопрос о возможности управления динамическими процессами, в вихревой
системе смерч-торнадо, методом влияния на ее параметры изменяющие
топологические инварианты.

П.А. Васін, Д.І. Черній

МОДЕЛЮВАННЯ ТРИВИМІРНОЇ ВИХРОВОЇ СТРУКТУРИ

Розглянуто математичну модель тривимірної інтенсивної вихрової структури типу смерч-
торнадо, геометрично представленої у вигляді системи замкнутих вихрових ліній, з зачеп-
леннями, на поверхні тора. Представлені векторні поля течій викликаються вихровими
структурами подібного типу.

P.A. Vasin, D.I. Cherniy

THREE-DIMENSIONAL VORTEX STRUCTURE MODELING

A mathematical model of a three-dimensional intense vortex tornado-type structure geometrically
representable as a system of closed vortex lines with the links on the torus surface is considered.
Vector fields of the flows caused by vortex structures of such type are presented.
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