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ÀËÃÎÐÈÒÌ È ÈÍÑÒÐÓÌÅÍÒÛ ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß ÊÀÍÎÍÈ×ÅÑÊÈÕ
ÔÎÐÌ ËÈÍÅÉÍÛÕ ÏÎËÓÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÈÕ ÔÎÐÌÓË

Àííîòàöèÿ. Ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû èñïûòàíèé èíñòðóìåíòîâ óïðîùåíèÿ
ôîðìóë, à òàêæå îïèñàí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ êàíîíè÷åñêèõ ôîðì ëèíåéíûõ
ïîëóàëãåáðàè÷åñêèõ ôîðìóë (ËÏÔ). Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåò-
ñÿ îïðåäåëåíèå êàíîíè÷åñêîé ôîðìû ËÏÔ, îáëàäàþùåé ñâîéñòâîì åäèí-
ñòâåííîñòè è äðóãèìè ïîëåçíûìè ñâîéñòâàìè, à òàêæå îïèñàíèå àëãîðèòìà
åå ïîñòðîåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ, àëãåáðàè÷åñêîå ïðîãðàì-
ìèðîâàíèå, âåðèôèêàöèÿ ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ, êàíîíè÷åñêèå ôîðìû,
ëèíåéíûå ïîëóàëãåáðàè÷åñêèå ôîðìóëû.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Âîçðàñòàþùàÿ ñëîæíîñòü ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ (ÏÎ) ïðèâîäèò ê óâåëè÷å-

íèþ â íåì êîëè÷åñòâà îøèáîê. Â ñâÿçè ñ âíåäðåíèåì èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëî-

ãèé âî âñå ñôåðû äåÿòåëüíîñòè ÷åëîâåêà ýòî âûçûâàåò òÿæåëûå ïîñëåäñòâèÿ. Óæå

â íàñòîÿùåå âðåìÿ èçâåñòíû ïðèìåðû ñåðüåçíûõ îøèáîê â ÏÎ, ñòàâøèå ïðè÷è-

íîé ãèáåëè ëþäåé, êîñìè÷åñêèõ àïïàðàòîâ èëè ìàñøòàáíûõ íàðóøåíèé ðàáîòû

èíôðàñòðóêòóðíûõ ñåòåé. Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ êîððåêòíîñòè è íàäåæíîñòè ðàáîòû

òàêèõ ïðîãðàììíûõ ñðåäñòâ è ñèñòåì áîëüøîå çíà÷åíèå èìåþò ìåòîäû âåðèôè-

êàöèè, ïîçâîëÿþùèå íå òîëüêî âûÿâëÿòü îøèáêè äî íàïèñàíèÿ èñõîäíîãî êîäà

ñèñòåìû, íî è äîêàçûâàòü ðàçëè÷íûå ñâîéñòâà ìîäåëåé, ïîñòðîåííûõ ïî óæå íà-

ïèñàííîìó êîäó. Â îáùåì ñëó÷àå ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâà ôîðìàëüíûõ ìîäåëåé

ìîæíî ðàçäåëèòü íà ñòàòè÷åñêèå è äèíàìè÷åñêèå, êîíêðåòíûå è ñèìâîëüíûå. Ïðè

äîêàçàòåëüñòâå êîíêðåòíûõ ìîäåëåé ïîëó÷åíî áîëüøîå êîëëè÷åñòâî ðåçóëüòàòîâ

â îòëè÷èå îò ñèìâîëüíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, êîãäà êàæäîå ñîñòîÿíèå ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé íåêóþ ôîðìóëó, ïîêðûâàþùóþ íåêîòîðîå ìíîæåñòâî êîíêðåòíûõ ñîñòîÿ-

íèé. Íî íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî êîëè÷åñòâî ñîñòîÿíèé ñèìâîëüíîé ìîäåëè, êîòîðûå

çàäàþòñÿ ôîðìóëîé, ìåíüøå, ÷åì â êîíêðåòíîé, ïðè ñèìâîëüíîì ìîäåëèðîâàíèè

âîçíèêàåò ïðîáëåìà îïðåäåëåíèÿ äîñòèæèìîñòè óæå ïðîéäåííûõ ñîñòîÿíèé

â ïðîöåññå èñïîëüçîâàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ìåòîäîâ è íàõîæäåíèÿ äîâîëüíî ãðîìîç-

äêèõ ôîðìóë, ñëîæíîñòü êîòîðûõ ââèäó îòñóòñòâèÿ íåêîòîðîé êàíîíè÷åñêîé èëè

íîðìàëüíîé ôîðìû ìîæåò ïîñòåïåííî âîçðàñòàòü. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ñèìâîëü-

íîì ìîäåëèðîâàíèè ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ êàíîíè÷åêèõ è íîðìàëüíûõ ôîðì ÿâëÿ-

åòñÿ îäíîé èç íàèáîëåå âàæíûõ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðîâîäèòñÿ äîñòàòî÷íî ìíî-

ãî èññëåäîâàíèé â âîïðîñàõ ðåàëèçàöèè èíñòðóìåíòîâ ðåøåíèÿ äàííîé ïðîáëåìû.

Â ðàçä. 1 íàñòîÿùåé ñòàòüè ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ íåêîòîðûõ èç

íèõ, â ðàçä. 2 îïèñàí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ êàíîíè÷åñêèõ ôîðì ëèíåéíûõ ïîëó-

àëãåáðàè÷åñêèõ ôîðìóë.

1. ÈÍÑÒÐÓÌÅÍÒÛ ÓÏÐÎÙÅÍÈß ÔÎÐÌÓË: ÝÊÑÏÅÐÅÌÅÍÒÀËÜÍÛÅ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ

Çà ïîñëåäíèå äâà äåñÿòèëåòèÿ ðàçðàáîòàíî äîñòàòî÷íî ìíîãî êàê êîììåð÷åñêèõ,

òàê è ñâîáîäíî ðàñïðîñòðàíÿåìûõ ñèñòåì âåðèôèêàöèè äëÿ ïðîãðàììíûõ è àï-

ïàðàòíûõ ñèñòåì. Ðàçðàáàòûâàåòñÿ áîëüøîå ÷èñëî âåðèôèêàòîðîâ èç-çà îòñóò-

ñòâèÿ ïðèåìëåìîãî äëÿ ïðîìûøëåííîñòè óíèâåðñàëüíîãî ìåòîäà ïðîâåðêè ïðà-

âèëüíîñòè ðàçðàáàòûâàåìûõ ñèñòåì. Âåðèôèêàòîðû ðåøàþò óçêîñïåöèàëèçèðî-

âàííûå ïðîáëåìû, íàïðèìåð ïðîâåðêó ñâîéñòâ, ñïåöèôè÷åñêèõ äëÿ ÿçûêîâ
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ðåàëèçàöèè ñèñòåì. Îñíîâíîå âíèìàíèå ïðè àíàëèçå ñèñòåì ïîñòðîåíèÿ äîêàçà-

òåëüñòâ áûëî ñîñðåäîòî÷åíî íà íàëè÷èè èíñòðóìåíòîâ óïðîùåíèÿ ôîðìóë.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðåíû òàêèå ñèñòåìû ïîñòðîåíèÿ äîêàçàòåëüñòâ êàê

CVC4 [1], MathSAT5 [2], QEPCAD [3, 22], Singular [4], COCOA [5],

MiniZinc [6], STP [7], RedLog [8], Satallax [9], Isabelle [10], E-SETHEO [11],

Minisat [12], SMTInterpol [13], Paradox [14], Gandalf [15], Vampire [16], Z3 [21].

Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïðè èñïûòàíèè èíñòðóìåíòîâ óïðîùåíèÿ ôîðìóë,

ïðèâåäåíû â òàáë. 1. Ôîðìóëû, êîòîðûå èñïîëüçîâàëèñü äëÿ ïðîâåðêè èíñòðó-

ìåíòîâ óïðîùåíèÿ, ïðåäñòàâëåíû â Ïðèëîæåíèè 1. Â òàáëèöå íå áûëè îòîáðàæå-

íû ñèñòåìû, êîòîðûå íå óïðîñòèëè íè îäíîé ôîðìóëû, íå èìåëè ñîîòâåòñòâóþ-

ùåãî ôóíêöèîíàëà èëè ââèäó ðÿäà ïðè÷èí íå ñìîãëè áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ

èñïûòàíèÿ (îòñóòñòâèå èñõîäíîãî êîäà, ïðîáëåìû ñ óñòàíîâêîé).

Êàê âèäíî èç òàáë. 1, ïîëíîñòüþ ñ ïîñòàâëåííîé çàäà÷åé ñïðàâèëàñü òîëüêî

îäíà ñèñòåìà — Isabelle2016 [10]. Ýòà ñèñòåìà ëåãêî óñòàíàâëèâàåòñÿ è èìååò õî-

ðîøóþ äîêóìåíòàöèþ. Îíà ïîääåðæèâàåò ðàáîòó ñ ëîãèêîé ïåðâîãî è âûñøåãî

ïîðÿäêîâ. Îòíîñèòåëüíî óïðîùåíèÿ ôîðìóë ýòà ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ õîðîøåé. Ïðà-

âèëà óïðîùåíèÿ ôîðìóë çàäàþòñÿ ïîëüçîâàòåëåì. Â ýòîì ïëàíå îíà ðàáîòàåò êàê

ñèñòåìà ïåðåïèñûâàþùèõ ïðàâèë, ïîýòîìó îòâåòñòâåííîñòü çà óïðîùåíèÿ ëåæèò

íà ñàìîì ïîëüçîâàòåëå. Ñèñòåìà íàïèñàíà íà ÿçûêå SML, ïîýòîìó îíà èíòåãðè-

ðóåòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíî ñ ÿçûêîì C++.

Ñèñòåìà QEPCAD [3] ñ òî÷êè çðåíèÿ óïðîùåíèÿ ôîðìóë ðàáîòàåò õîðîøî, íî

èìååò äîñòàòî÷íî ñëîæíûé è ãðîìîçäêèé ñèíòàêñèñ è íå ñîäåðæèò õîðîøåé äîêó-

ìåíòàöèè. Äëÿ ñîçäàíèÿ ïîäîáíûõ ñèñòåì íàèáîëåå èñïîëüçóåìûìè ÿçûêàìè ÿâëÿ-

þòñÿ C/C++ è ML-ÿçûê (OCaml, SML). Âî âñåõ ñèñòåìàõ ñòàëêèâàþòñÿ ñ ïðîáëåìîé

ïåðåïèñûâàíèÿ ôîðìóë è ïðèâåäåíèåì èõ ê îïðåäåëåííîìó ôîðìàòó, à ýòî ïðîáëå-

ìàòè÷íî îñîáåííî, åñëè âñå îïåðàöèè íóæíî âûäåëèòü ñêîáêàìè, êàê, íàïðèìåð,

â ÿçûêå SMT-LIB. ×òî êàñàåòñÿ òàêèõ èíñòðóìåíòîâ êàê ñèñòåìû E-SETHEO [11],

TPS/ETPS [13], Paradox 3.0. [14], Gandalf c-2.6.r1 [15], Vampire 2.6 [16], òî íåêîòîðûå

èç íèõ, ïî-âèäèìîìó, ÿâëÿþòñÿ «çàáðîøåííûìè» ïðîåêòàìè (E-SETHEO,

Gandalf c-2.6.r1), ê îñòàëüíûì ïðóâåðàì äîñòóï çàêðûò. Èñõîäíûå êîäû ïåðå÷èñëåí-

íûõ ïðóâåðîâ èç CASC ñîäåðæàò îøèáêè, ïîýòîìó èíñòðóìåíòû èñïûòàòü íå óäà-

ëîñü. Ñîîòâåòñòâåííî ðàçðàáîòêà ñèñòåìû óïðîùåíèÿ ôîðìóë, êîòîðàÿ ïîçâîëÿëà

áû ðåøèòü ïîñòàâëåíûå çàäà÷è, îñòàåòñÿ àêòóàëüíîé. Íå ìåíåå âàæíîé ÿâëÿåòñÿ òàê-

æå íåîáõîäèìîñòü ðåàëèçàöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ àëãîðèòìîâ, ïîçâîëÿþùèõ âûïîë-

íÿòü óïðîùåíèå ôîðìóë íà áîëåå ýôôåêòèâíîì óðîâíå.
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Ò à á ë è ö à 1

Íîìåð
ôîðìóëû f

Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïðè óïðîùåíèè ôîðìóë ñèñòåìàìè

CVC4 QEPCAD RedLog Isabelle

f1 + + + – + +

f2 + + + – + +

f3 + + + – + +

f4 + + + – + +

f5 + – – + +

f6 + – – + +

f7 + – – + +

f8 + + + + + + +

f9 + + + – + +

f10 + + + + – + +

Ïðèìå÷àíèå. Ôîðìóëà óïðîùåíèÿ íåóäîâëèòâîðèòåëüíàÿ (+); ôîðìóëà óïðîùåíà (+ +); íå óäàëîñü
óïðîñòèòü ôîðìóëó èëè íåò ïðîãðàììíûõ âîçìîæíîñòåé äëÿ åå óïðîùåíèÿ (–).



2. ÊÀÍÎÍÈ×ÅÑÊÈÅ ÔÎÐÌÛ ËÈÍÅÉÍÛÕ ÏÎËÓÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÈÕ ÔÎÐÌÓË

Ââåäåì îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ: X x xn� � �{ }1 � — n-ìåðíûé âåêòîð ïåðåìåííûõ;

Q — êîíñòðóêòèâíîå ëèíåéíî-óïîðÿäî÷åííîå ïîëå, íàçûâàåìîå ïîëåì êîýôôèöè-

åíòîâ; Q n — âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä Q ; a a a Qn
n

� � � �( )1 � — âåêòîð ÷èñ-

ëîâûõ êîýôôèöèåíòîâ; b Q� — ÷èñëîâîé êîýôôèöèåíò; LF a X( , ) — ëèíåéíàÿ

ôîðìà îò X a, : LF a X a x a xn n( , ) � � �
df

1 1 � .

Ëèíåéíîå íåðàâåíñòâî (ËÍ) E a X c( , , ) èìååò âèä LF a X c( , ) � è îáîçíà÷à-

åòñÿ E a X c( , , ) . Äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè ëèíåéíîå íåðàâåíñòâî èíîãäà çàïèñû-

âàåòñÿ êàê E X( ) , óêàçûâàÿ òîëüêî ïåðåìåííûå, îò êîòîðûõ îíî çàâèñèò.

Îïðåäåëåíèå 1. Ëèíåéíîé ïîëóàëãåáðàè÷åñêîé ôîðìóëîé (ËÏÔ) íàä Q îò X íàçû-

âàåòñÿ áåñêâàíòîðíàÿ ëîãè÷åñêàÿ ôîðìóëà F X F E a X c E a X cm m m( ) ( ( , , ),... , ( , , ))� 1 1 1

îò ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ E X E Xm1 ( ), ..., ( ) â ñèãíàòóðå ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê & , � .

Ëèíåéíûì ïîëóàëãåáðàè÷åñêèì ìíîæåñòâîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

M F V Q F Vn( ) | ( )� �{ }.

Èíûìè ñëîâàìè, ëèíåéíàÿ ïîëóàëãåáðàè÷åñêàÿ ôîðìóëà — ýòî ñîâîêóïíî-

ñòè è ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ, à ëèíåéíîå ïîëóàëãåáðàè÷åñêîå ìíîæåñò-

âî — ýòî ìíîãîãðàííàÿ îáëàñòü â Q n , ò.å. èíòåðïðåòàöèÿ ýòîé ôîðìóëû.

Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ îáëàñòè ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ (ÑËÍ)

äîñòàòî÷íî èçâåñòíà. Ïðè ðàçìåðíîñòè n � 2 eå ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü êàê çà-

äà÷ó ïîñòðîåíèÿ âûïóêëîé ëèíåéíîé îáîëî÷êè ïî ñèñòåìå ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ,

çàäàþùèõ ñòîðîíû ìíîãîóãîëüíèêà ðåøåíèÿ (îäíà èç îñíîâíûõ çàäà÷ âû÷èñëè-

òåëüíîé ãåîìåòðèè è êîìïüþòåðíîé ãðàôèêè) [22, 23], à â ìàòåìàòè÷åñêèõ ñèñòå-

ìàõ ó÷åáíîãî íàçíà÷åíèÿ — êàê çàäà÷ó ðåàëèçàöèè òàê íàçûâàåìîãî ãðàôè÷åñêî-

ãî ìåòîäà â ëèíåéíîì ïðîãðàììèðîâàíèè [24]. Îïèñûâàåìûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ

ÑËÍ ñòðîèò êàíîíè÷åñêóþ ôîðìó ýòîé ñèñòåìû. Êðîìå òîãî, äàííûé ïîäõîä ê çà-

äà÷å ðåøåíèÿ ÑËÍ ïðåäïîëàãàåò èñïîëüçîâàíèå è äðóãèõ àëãîðèòìîâ: àëãîðèòì

ñâåäåíèÿ êðàòíîãî èíòåãðàëà ïî ìíîãîãðàííîé îáëàñòè ê ïîâòîðíûì èíòåãðàëàì,

àëãîðèòì èçìåíåíèÿ ïîðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ, àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è ëèíåéíî-

ãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ïîèñê ìàêñèìóìà ëèíåéíîé ôóíêöèè íà ìíîãîãðàííîé îá-

ëàñòè). Îñíîâíàÿ êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìà ÑËÍ ïðåäñòàâëÿåò ìíîãîãðàííèê ðåøåíèé

òàêîé ñèñòåìû â âèäå îáúåäèíåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà òðàïåöîèäîâ. Ýòà êàíîíè-

÷åñêàÿ ôîðìà èñïîëüçóåò èäåþ ïðîåêòèðîâàíèÿ (ýëèìèíàöèè êâàíòîðà) ìåòîäîâ

Ôóðüå–Ìîöêèíà [25], ×åðíèêîâà [26].

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü x — ïåðåìåííàÿ, âõîäÿùàÿ â ëåâóþ ÷àñòü ËÍ, ñ íåíó-

ëåâûì êîýôôèöèåíòîì è Y X x� �{ }. Òîãäà ËÍ ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó

x LF b Y c� �( , ) èëè x LF b Y c	 �( , ) . (1)

Òàêóþ ôîðìó ËÍ íàçîâåì ðàçðåøåííîé îòíîñèòåëüíî x èëè x-ðàçðåøåííîé.

Åñëè êàæäîå ËÍ ëèíåéíîé ïîëóàëãåáðàè÷åñêîé ôîðìóëû, çàâèñÿùåå îò x ,

ïðåäñòàâëåíî â ðàçðåøåííîé ôîðìå, òî ËÏÔ áóäåì íàçûâàòü ïðåäñòàâëåííîé

â x-ðàçðåøåííîé ôîðìå.

Ïðåîáðàçîâàâ ôîðìóëó F E Em( , ..., )1 ïî ïðàâèëàì àëãåáðû âûñêàçûâàíèé

âû÷èñëåíèÿ äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìû, ìîæíî ïîëó÷èòü åå ïðåä-

ñòàâëåíèå â âèäå ñîâîêóïíîñòè ñèñòåì ËÍ. Îäíàêî òàêîå ïðåäñòàâëåíèå íå

ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì è ïîýòîìó ïëîõî àäàïòèðóåòñÿ ê àëãîðèòìàì êîì-

ïüþòåðíîé àëãåáðû. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò íàñòîÿùåé ñòàòüè — îïðåäåëåíèå

êàíîíè÷åñêîé ôîðìû ËÏÔ, îáëàäàþùåé ñâîéñòâîì åäèíñòâåííîñòè è äðóãè-

ìè ïîëåçíûìè ñâîéñòâàìè, à òàêæå îïèñàíèå àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ ýòîé

ôîðìû. Ïðåäëàãàåìàÿ êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìà ËÏÔ — ïðÿìîå îáîáùåíèå êàíî-

íè÷åñêîé ôîðìû ïðåäñòàâëåíèÿ ñèñòåìû ËÍ è àëãîðèòìà åå ïîñòðîåíèÿ,

ïðèâåäåííûõ â [27, 28].
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Îïðåäåëåíèå 3. Ôîðìóëîé x-ñåãìåíòà s L Y x R Y� [ ( ), , ( )] íàä ìíîæåñòâîì

ïåðåìåííûõ Y x Y, 
 , áóäåì íàçûâàòü äâîéíîå ëèíåéíîå íåðàâåíñòâî âèäà

L Y x R Y( ) ( )� � . Åñëè Y y ym� { , ...., }1 , òî ôîðìóëà s L Y x R Y� [ ( ), , ( )] èíòåðïðå-

òèðóåòñÿ íà ïðîñòðàíñòâå Q m�1, êàê ýëåìåíòàðíàÿ äâóãðàííàÿ îáëàñòü

M s q q Q L q q R qm( ) ( , ) | ( ) ( )]� � � �
�{ }0

1
0 , êîòîðàÿ ÿâëÿåèñÿ x-ñåãìåíòîì. Íå-

ðàâåíñòâà, ïðåäñòàâëåííûå â x-ðàçðåøåííîé ôîðìå âèäà x R Y� ( ) èëè x L Y	 ( ) ,

ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â x-ñåãìåíòû s x R Y� � �[ , , ( )] èëè s L Y x� � �[ ( ), , ].

Ïóñòü M Q m
� è s L Y x R Y� [ ( ), , ( )]. Îïðåäåëèì îãðàíè÷åíèå s M
 ñåãìåíòà s íà

M ñëåäóþùèì îáðàçîì: s M L Y x R Y M L Y x R Y Y M
 � 
 � � � �[ ( ), , ( )] ( ( ) ( ))& ( )
df

,

s M
 � � òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå � � �q q M( )

� �( ( ) ( ))L q R q , êîòîðîå çàïèøåì â ôîðìå L x R xM( ) ( )� . Î÷åâèäíî, ÷òî èìååò

ìåñòî ñâîéñòâî

M L x R M M L x H M M H x R M
 
 � � 
 
 �� � 
 
 �[ , , ] [ , , ] [ , , ] . (2)

Ñîîòíîøåíèå (2) îïðåäåëÿåò íà ìíîæåñòâå ñåãìåíòîâ îïåðàöèþ ïðèâåäåíèÿ

è îáðàòíóþ åé îïåðàöèþ ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà íà ÷àñòè. Òî÷íîå îïðåäåëåíèå

ðàçáèåíèÿ ïðèâîäèòñÿ íèæå.

Çàìå÷àíèå 1. Îòìåòêà ++ êîíñòðóêòîðà ñîðòà îòìå÷àåò ðàçáèåíèå âûïóêëî-

ãî ìíîãîãðàííèêà íà òðàïåöîèäû, íåïåðåñåêàþùèåñÿ ëèáî ñìåæíûå ïî ãðàíÿì,

ìåíüøèõ, ÷åì n ðàçìåðíîñòåé. Ñîðò ConPol (Convex Polygon) – ñîðò âûïóêëûõ

ìíîãîãðàííèêîâ â ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé ÑËÍ. Â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ýëå-

ìåíò ýòîãî ñîðòà (ïîëèãîí, âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê) çàäàí êîíñòðóêöèåé

P T T Tk� � � � � � �1 2 � [27, 28].

2.1. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ è òðàïåöîèäû. Íà ïåðåìåííûõ âåêòî-

ðà X x xn� { , ..., }1 îïðåäåëèì ïîðÿäîê x xn1 � �� è îáîçíà÷èì X x xj j n� � �
df

{ }� .

Ïóñòü s L X x R X j nj j j j j j� � �� �[ ( ), , ( )], , ...,1 1 1 1 ; s L x R L R Qn n n n n n� �[ , , ], , .

Îïðåäåëåíèå 4. Ìíîæåñòâî T , îïðåäåëåííîå ôîðìóëîé T s s sn� 
 
 
1 2 � (ñêîá-

êè ãðóïïèðóþòñÿ ïî óìîë÷àíèþ âïðàâî), íàçûâàåòñÿ òðàïåöîèäîì â ïðîñòðàí-

ñòâå Q n .

Îáîçíà÷èì T j òðàïåöîèä s s sj j n
 
 
�1 � . Òîãäà T T� 1
, T s Tj j j� 
 �1,

j n� �1 2 1, , ..., , ïðè ýòîì T j�1 — ïðîåêöèÿ T j íà ïîäïðîñòðàíñòâî Q n j� �1, îïðå-

äåëåííîå êîîðäèíàòàìè {x xj n� � �1 � }.

Òàêèì îáðàçîì, òðàïåöîèä T îïðåäåëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïðîåêöèé íà

óáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâ Q Q Qn n
� � �

�1 1
� , ïðè÷åì

êàæäàÿ ïðîåêöèÿ òàêæå ïðåäñòàâëÿåò òðàïåöîèä.

Ïðåäñòàâëåíèå òðàïåöîèäà T â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åãî ïðîåêöèé îáî-

çíà÷èì ôîðìóëîé T T T Tn n
� � � �

�( ) ( ) ( )1 1
� . Âûïóêëîå ìíîæåñòâî P Q n

� ,

ïðåäñòàâëÿþùåå ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ, íàçûâàåòñÿ ïîëèãîíîì.

Îïðåäåëåíèå 5 . Ðàçáèåíèåì ìíîæåñòâà A Q n
� íàçîâåì åãî ïðåäñòàâëåíèå

â âèäå òàêîãî îáúåäèíåíèÿ ïîäìíîæåñòâ A A A Ak� � � � � � �1 2 � , ÷òî

i j Dim A A ni j� � � �( ) .

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû ðàçáèåíèÿ ïåðåñåêàþòñÿ ïî ìíîæå-

ñòâó, ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî ìåíüøå ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà, ò.å. ýëåìåíòû ìî-

ãóò èìåòü òîëüêî îáùóþ ãðàíèöó. Ïîëèãîí P ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

ðàçáèåíèÿ P T Tm� � � � �1 � íà òðàïåöîèäû T1, ..., Tm . Àëãîðèòì ýòîãî

ïðåäñòàâëåíèÿ îïèñàí â [28].
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Îïðåäåëåíèå 6 . Ðàçáèåíèå P T Tm� � � � �1 � íàçîâåì íåïðèâîäèìûì, åñëè

ê ëþáîé ïàðå òðàïåöîèäîâ T Ti j, íåëüçÿ ïðèìåíèòü îïåðàöèþ ïðèâåäåíèÿ (2).

Ðàññìîòðèì óïîðÿäî÷åíèå ýëåìåíòîâ ðàçáèåíèÿ ïîëèãîíà íà òðàïåöîèäû.

Íåïðèâîäèìîå ðàçáèåíèå ïîëèãîíà íà òðàïåöîèäû åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî

ïåðåñòàíîâîê òðàïåöîèäîâ ðàçáèåíèÿ. Óïîðÿäî÷åíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæ-

íî îñóùåñòâèòü â ñîîòâåòñòâèè ñî ñëåäóþùèìè åãî ñâîéñòâàìè. Åñëè

s sn
m
n

1
( ) ( )

� �� — ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîåêöèé íåïðèâîäèìîãî ðàçáèåíèÿ ïîëèãî-

íà P T Tm� � � � �1 � íà îñü Oxn , òî ëèáî s si
n

j
n( ) ( )

� , ëèáî Dim s si
n

j
n( )( ) ( )

� � 0 ,

ò.å. ïðîåêöèè si
n( ) è s j

n( ) ëèáî ñîâïàäàþò, ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî ÿâëÿþòñÿ

ñìåæíûìè. Ïîýòîìó s sn
m
n

1
( ) ( )

� �� ìîãóò áûòü ïåðåñòàâëåíû òàê, ÷òîáû áûòü ðàñ-

ïîëîæåííûìè íà îñè Oxn â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ. Åñëè s s
i

n

i

n

l1

( ) ( )
� �� — ïîïàðíî

ðàçëè÷íûå ÷èñëîâûå ñåãìåíòû, òî óïîðÿäî÷åíèå èìååò âèä

s s L x L s s L xn

i

n
n i

n

i

n
n1 1 2 1 2

1 1 2

( ) ( ) ( ) ( )[ , , ], [ ,� � � � � �
�

� � , ], ...L3

..., [ , , ]( ) ( )s s L x L
i

n
m
n

l n l
l� � �� � �

1 1 1� ,

ãäå L L Ll1 2 1� � � �� . Òîãäà ïîëèãîí P ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

P T T T T T Ti i i i ml
� � � � � � � � � � � � � � � � � � �� �( ) ( ) ( )1 1 11 1 2

� � � �

èëè

P T T s T Tn

i

n

i

n

i

n
� � � � � 
 � � � � � �

� �

�

�( ) (( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1

1

1

1 1 1

� �

i

n

i

ns
2 2

1( ) ( ))�

 � ��

... ( )( ) ( ) ( )
� � � � � � 


�

� �T T s
i

n
m

n
m
n

l 1

1 1
� .

Îáîçíà÷èì ðàçáèåíèÿ òðàïåöîèäîâ â ñêîáêàõ ÷åðåç P P P
i

n

i

n
m

n

1 2

1 1 1( ) ( ) ( ), , ...,� � � .

Òîãäà P P s P s P s
i

n

i

n

i

n

i

n
m

n
m� 
 � � 
 � � � � 


� � �

1 1 2 2

1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (
�

n) .

Ñâîéñòâî ðàçáèåíèÿ ïîëèãîíà, îïèñàííîå âûøå, èìååò ìåñòî äëÿ ïðîåêöèé

ëþáîé ðàçìåðíîñòè. Òàê, ïóñòü P T Tl� � � � �1 � — íåïðèâîäèìîå ðàçáèåíèå ïî-

ëèãîíà ñ îáùåé k �1-é ïðîåêöèåé T k( )�1 :

T T T T T T T Tk k
l l l

k k
1 1

1
1

1 1 1
� � � � � � � � � �

� �( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
� � � .

Òîãäà T Tl1, ..., ìîæíî óïîðÿäî÷èòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ñâîé-

ñòâî êàíîíè÷íîñòè:

s s L x L s s L xk

i

k
k i

k

i

k
k1 1 2 1 2

1 1 2

( ) ( ) ( ) ( )[ , , ], [ ,� � � � � �
�

� � , ], ...L3

� �, [ , , ]( ) ( )s s L x L
i

k
m
k

l k l
l� � �� � �

1 1 1 , (3)

L L L
T T T lk k k1 2 11 1 1� � �� � � �( ) ( ) ( )� . (4)

Íåïðèâîäèìîå ðàçáèåíèå ïîëèãîíà íà òðàïåöîèäû, óïîðÿäî÷åííîå â ñîîòâåò-

ñòâèè ñî ñâîéñòâîì êàíîíè÷íîñòè, íàçîâåì êàíîíè÷åñêèì ðàçáèåíèåì èëè êàíî-

íè÷åñêîé ñóììîé.

Ïîñêîëüêó Ti
j( ) ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé Ti

j( )�1 íà ïîäïðîñòðàíñòâî Q j , îïðåäå-

ëåíèå 5 îçíà÷àåò, ÷òî â êàíîíè÷åñêîé ñóììå ëþáûå ïðîåêöèè òðàïåöîèäîâ-ñëàãà-

åìûõ ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ òîëüêî ïî èõ ãðàíèöå. Ñîîòíîøåíèå (2) ìîæíî íàçâàòü

îïåðàöèåé ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ.

Àëãîðèòì 1 (ïåðåñå÷åíèÿ òðàïåöîèäîâ). Íà ìíîæåñòâå òðàïåöîèäîâ â ïðî-

ñòðàíñòâå Q n åñòåñòâåííî îïðåäåëèòü îïåðàöèþ ïåðåñå÷åíèÿ T T1 2� . Êàê ïîêàçàíî

â [28], ýòî ïåðåñå÷åíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå êàíîíè÷åñêîé ñóììû òðàïåöîè-

ISSN 1019-5262. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2018, òîì 54, ¹ 6 163



äîâ [29–31]. Ðàññìîòðèì àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ T T T Tk1 2 1� � � � � � � �� .

Ïðåäñòàâèì T1 è T2 â âèäå T T s T T sn
n

n
n1 1

1
1 2 2

1
2� 
 � 


� �( ) ( ), . Òîãäà T T1 2� âû÷èñ-

ëÿåòñÿ ðåêóðñèâíî ñíèçó–ââåðõ.

Áàçèñ ðåêóðñèè.

Èìååì

s s T T else T T T T sn n
n n

n1 2 1 2 1 2 1
1

2
1

1� � � � � � � � � � 
 �
� �( ) (( ) ( ) s n2 ) ,

[max ( , ) min ( , )]L L R R s sn n T n n n n1 2 1 2 1 2� � � �

� [max ( , ), , min ( , )]L L x R Rn n n n1 2 1 1 2

(5)

else s sn n1 2� � �.

Øàã ðåêóðñèè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òðàïåöîèäû T T T T T Tn k k n k k
1 1 1 2 2 2

� 
 � 

� �( ) ( ) ( ) ( ), è ïåðåñå-

÷åíèÿ T Tk k
1 2
( ) ( )

� óæå âû÷èñëåíû, ïðè÷åì T T T Tk k
l1 2 1

( ) ( )
� � � � � � � �� . Òîãäà

ââèäó äèñòðèáóòèâíîñòè îòìåòêè ++ îòíîñèòåëüíî îòìåòêè 
 âû÷èñëåíèå ñâî-

äèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ( )( ) ( )T T Tn k n k
j1 2

� �
� 
 � , êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, ñâîäèòñÿ

ê âû÷èñëåíèÿì ( )s s Tn k n k j1 2� �� 
 � , j l�1, ..., . Ðåçóëüòàò îïåðàöèè äîëæåí óäîâ-

ëåòâîðÿòü ñîîòíîøåíèþ óñëîâèÿ â (5).

Ïîñêîëüêó êîìáèíàöèè max ( , ), min ( , )L L R R1 2 1 2 íå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè,

ðåçóëüòàò îïåðàöèè ïåðåñå÷åíèÿ ñåãìåíòîâ s sn k n k1 2� �� íà �T j çàâèñèò îò âçàèì-

íîãî ðàñïîëîæåíèÿ ýòèõ ñåãìåíòîâ íà òðàïåöîèäå �T j .

Ñîîòíîøåíèÿ L Y R YT( ) ( )� îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì: L Y R YT( ) ( )� ,

åñëè äëÿ ëþáîãî âåêòîðà Y T0 � èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî L Y R Yk( ) ( )0 0� . Â êà-

íîíè÷åñêîé ôîðìå ïðåäñòàâëåíèÿ òðàïåöîèäà T ýòè ñîîòíîøåíèÿ äîëæíû âûïîë-

íÿòüñÿ äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ k n n� �, , ...,1 1 íà ïîäïðîñòðàíñòâàõ Q k .

Ðàññìîòðèì âíà÷àëå çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ s s1 2� íà T â îáùåì

âèäå. Ïóñòü s L x R1 1 1� [ , , ] , s L x R2 2 2� [ , , ] , T s T1 1� 
 , T s T2 2� 
 , ïðè÷åì

L R L RT T1 1 2 2� �, . Îáîçíà÷èì

LL T L Lij i T j� � �( ), RR T R Rij i T j� � �( ), LR L Rij i T j� �
df

,
(6)

[ ] [ , , ], , ,LR L x R i jij i j� �
df

1 2,

è ïðåäñòàâèì ñîîòíîøåíèÿ â âèäå ïåðåïèñûâàþùèõ ïðàâèë äëÿ âñåõ âàðèàí-

òîâ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ íèæíèõ è âåðõíèõ øàïîê T T1 2, , çàïèñûâàÿ ôîð-

ìóëû (5) â òåðìèíàõ (6):

RR12 � ( // âàðèàíòû 1–6

1. LR T T12 1 2� � � � , 2. ( )& [ ]L R LL T T LR LRT2 1 12 1 2 21 21� � � � � � 
 ,

3. ( )&( ) [ ] & [ ]L R L L T T LR LL LR LRT T2 1 2 1 1 2 21 21 21� � � � � � � � � 
 � � 11 21
LL ,

4. LR LL T T LR T21 12 1 2 21& [ ]� � � 
 ,

5. LL L L T T LR LL LR LLT21 1 2 1 2 21 12 11 21&( ) [ ] [ ]� � � � � � 
 � � 
 ,

6. LL T T T12 1 2 2� � � );

( )& (R R LRT2 1 12� � � � // âàðèàíòû 7–11

1. ( )& [ ] & [ ]L R LL T T LR LR RR LR RRT2 1 12 1 2 21 21 12 22 2� � � � � � 
 � � 
 1,
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2. ( )&( ) [ ] &L R L L T T LR LL LRT T2 1 2 1 1 2 21 12 21� � � � � � � � � 
 � �

� � 
 � � 
[ ] & [ ]LR RR LL LR RR11 12 21 12 21,

3. LR LL T T LR RR LR RR21 12 1 2 21 21 22 12& [ ] [ ]� � � 
 � � 
 ,

4. LR L L T T LR LL LR LL RRT21 1 2 1 2 21 12 11 21&( ) ) [ ] [ ] &� � � � � � 
 � � 
 12 � �

� � 
[ ] &LR RR LL12 21 21 ,

5. LL T T LR RR LR RR21 1 2 11 12 12 21� � � 
 � � 
[ ] [ ] );

( )&( ) (R R R LT T2 1 2 1� � � � � � � // âàðèàíòû 12–14

1. ( )&( ) [ ] &R L L L T T LR RR LLT T1 2 1 2 1 2 21 12 12� � � � � � � � � 
 � �

� � 
 � � 
[ ] & [ ] &LR RR LL LR RR LL22 12 21 12 21 21,

2. LR L L T T LR RR LL LR RRT21 1 2 1 2 21 12 12 11 1&( ) [ ] & [ ]� � � � � � 
 � � 
 2 21&LL � �

� � 
[ ] & ,LR RR LL12 21 21

3. LL T T LR RR21 1 2 12 21� � � 
[ ] );

RR LR21 12& (� // âàðèàíòû 15–17

1. LL T T T12 1 2 2� � � ,

2. L L T T LR LL LR LLT1 2 1 2 22 12 12 21� � � � � � 
 � � 
[ ] [ ] ,

3. LL T T LR T21 1 2 12� � � 
[ ] );

RR L R21 1 2&( ) (� � � � // âàðèàíòû 18–19

1. L L T T LR LL LR LLT1 2 1 2 22 12 12 21� � � � � � 
 � � 
[ ] [ ] ,

2. LL T T LR LR21 1 2 12 21� � � 
[ ] );

1. RR T T21 1 2� � � � // âàðèàíò 20.

Àëãîðèòì 2 (ðàñïîçíàâàíèå âàðèàíòà). Âñå ñîîòíîøåíèÿ, îïðåäåëåí-

íûå â àëãîðèòìå 1, — óñëîâíûå. Óñëîâèÿ îïðåäåëåíû â òåðìèíàõ îòíîøåíèÿ

÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà �T è îòíîøåíèÿ �T . Èìåííî åñëè íà îáëàñòè T âûïîëíÿ-

åòñÿ ëèíåéíîå íåðàâåíñòâî òèïà R X L X T( ) ( )� 	 0 , òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

F L X R X
X T

max max( ( ) ( ))� � �
�

0. Åñëè R X L X T( ) ( )� � � , òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

max ( ( ) ( ))
X T

L X R X
�

� 	 0 , min ( ( ) ( ))
X T

L X R X
�

� � 0 .

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ F L X R X� �( ) ( ) ëèíåéíà è òðàïåöîèä T — âûïóêëàÿ

ìíîãîãðàííàÿ îáëàñòü, òî èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ìàêñèìóì è ìèíèìóì äîñòèãàþò-

ñÿ â îäíîé èç âåðøèí T . Ôîðìà ïðåäñòàâëåíèÿ òðàïåöîèäà â âèäå ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè åãî ïðîåêöèé íà ïîäïðîñòðàíñòâà ñ óìåíüøàþùåéñÿ ðàçìåðíîñòüþ ïîçâî-

ëÿåò âû÷èñëèòü èñêîìûé ìàêñèìóì çà âðåìÿ O n( )2 .

Àëãîðèòì 3 (ïåðåñå÷åíèå ïîëèãîíîâ). Îïåðàöèÿ ïåðåñå÷åíèÿ ïîëèãîíîâ

P P1 2� îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé ñîîòíîøåíèé — ïåðåïèñûâàþùèõ ïðàâèë. Ïóñòü

P T T T P T T Tk k1 11 12 1 2 21 22 21 2
� � � � � � � � � � � � � �� �, .

Ïðåäñòàâèì P1 è P2 â âèäå P g G P h H1 2� � � �, , ãäå g T h T� �11 21, ,

G T T H T Tk k� � � � � � � � � �12 1 22 21 2
� �, .

Îñíîâíîå ïðàâèëî èìååò âèä

( )( ) ( )g G h H gh gH hG HG� � � � � � � � � � . (7)

Ïóñòü g T l r h T l rg g h h� �
 � �� 
[ , ], [ , ] . Òîãäà ïðè r rg h� èìååì gH � �, à ïðè

r rh g� èìååì hG � � . Ýòî ïîçâîëÿåò óïðîñòèòü ïðàâèëî (7). Ââåäåì ñëåäóþùèå

ôóíêöèè äîñòóïà: ïðè T T s� �
 è Base T s( ) �
df

äëÿ s L x R� [ , , ] èìååì LP s L( ) ,�

RP s R( ) � . Òîãäà (6) óïðîùàåòñÿ:
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RP Base g RP Base h g G h H gh hG HG

els

( ( )) ( ( )) ( )( )� � � � � � � � � � �

e g G h H gh gH HG( )( ) .� � � � � � � � �
(8)

Ïðîèçâîäíûå ïðàâèëà âûâîäÿòñÿ èç (7) äëÿ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ G � � èëè

H � � :

RP Base g RP Base g g h H gh else g h H gh( ( )) ( ( )) ( ) ( )� � � � � � � � � �gH , (9)

RP Base g RP Base h g G h gh hG else g G h( ( )) ( ( )) ( ) ( )� � � � � � � � � � gh . (10)

Ñèñòåìà ïåðåïèñûâàíèé (8)–(10) ïðåäñòàâëÿåò àëãîðèòì ïåðåñå÷åíèÿ

ïîëèãîíîâ.

2.2. Ëèíåéíûå ïîëóàëãåáðàè÷åñêèå ôîðìóëû è ïîëèòðàïåöîèäû.

Îïðåäåëåíèå 6. Ïóñòü Y y y x Y T Qm
m

� � � 
 �( ), ,1 � . Àëãåáðîé x-ïîëèñåã-

ìåíòîâ (ïîëèñåãìåíòîâ) íàä îñíîâàíèåì òðàïåöîèäà T íàçîâåì êîíñòðóêòèâíîå

ðàñøèðåíèå àëãåáðû x-ñåãìåíòîâ, ýëåìåíòû íîñèòåëÿ êîòîðîé èìåþò âèä

S T L x R L x R L x R Tk k
 � � � � � � � 
([ , , ] [ , , ] [ , , ])1 1 2 2 � ,
(11)

L L Y R R Yi i i i� �( ), ( ) ,

ïðè ýòîì âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) L R L R L RT T T T T k T k1 1 2 2� � � � � �� , R Li i� �1 ; (12)

2) åñëè äëÿ íåêîòîðîãî i èìååì R Li i� �1 , òî çàïèñü (5) ñîêðàùàåòñÿ â ñîîò-

âåòñòâèè ñ (2): [ , , ] [ , , ] [ , , ]L x R L x R L x Ri i i i i i� � �� � �1 1 1 .

Íà àëãåáðå ïîëèñåãìåíòîâ îïðåäåëåíû òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå îïåðàöèè

ïåðåñå÷åíèÿ è îáúåäèíåíèÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî

([ , , ] [ , , ]) [ , , ] [ , ,L x R L x R T L x R T L x Rk k k k1 1 1 1� � � � 
 � 
 � �� � ]
T .

Îïðåäåëåíèå 7. Ïóñòü X x xj j� � �( )1 � , j n�1 2, , ..., . Îïðåäåëèì ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü S j ðåêóðñèâíî:

1) s a x b a b Q i ki i i j j1 1 11� � �[ , , ], , , , ..., ; S s s k1 11 1 1
� � � � �� — áàçîâûé

x1-ïîëèñåãìåíò, T S1 1�
df

;

2) S j�1 äëÿ ëþáîãî j n� �1 1, ..., ÿâëÿåòñÿ x j�1-ïîëèñåãìåíòîì íàä T j ,

à T S Tj j j� �� 
1 1

df
.

Ìíîæåñòâî Tn (èëè ïðîñòî T) íàçîâåì ïîëèòðàïåöîèäîì â ïðîñòðàíñòâå Q n .

Î÷åâèäíî, ÷òî T S S Sn n� 
 
 
�1 1� , ïðè÷åì T j — ïðîåêöèÿ T j�1 íà ïîäïðîñòðàí-

ñòâî Q j , îïðåäåëåííîå êîîðäèíàòàìè x x j1� �� .

Ïîëèòðàïåöîèä T îïðåäåëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïðîåêöèé íà óáûâàþùóþ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâ Q Q Qn n
� � �

�1 1
� , ïðè÷åì êàæäàÿ ïðîåê-

öèÿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîëèòðàïåöîèäîì.

Àëãîðèòì 4 (ïåðåñå÷åíèå ïîëèòðàïåöîèäîâ). Ïóñòü PT PT1 2, — ïîëèòðà-

ïåöîèäû è P PT PT� �1 2 . Î÷åâèäíî, P ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå êàíîíè÷åñêîé

ñóììû ïîëèòðàïåöîèäîâ. Àëãîðèòì ïåðåñå÷åíèÿ ïîëèòðàïåöîèäîâ âû÷èñëÿåò P

ðåêóðñèâíî ñíèçó–ââåðõ.

Áàçèñ ðåêóðñèè . Ïóñòü PT S S n1 11 1� 
 
� , PT S S n2 21 2� 
 
� . Òîãäà

PT PT PT PT S Sn n
n n1 2 1

1
2

1
1 2� � � 
 �

� �( ) ( )( ) ( ) . (13)
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Ñîîòíîøåíèå (13) ñîãëàñíî (12) îïðåäåëÿåò áàçèñ ðåêóðñèè — àëãîðèòì âû÷èñ-

ëåíèÿ S Sn n1 2� , êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ïåðåïèñûâàþùèìè ïðàâèëàìè (8)–(10)

è ïðåäñòàâëÿåò cîáîé ñóììó ñåãìåíòîâ ÷èñëîâîé îñè Oxx , óäîâëåòâîðÿþùóþ (12).

Øàã ðåêóðñèè. Ïóñòü PT S S STn k
k

1 11 1� 
 
 
��

( ) , PT2 � S S n k21 2
 
 
�� ST k( )

äëÿ íåêîòîðîãî k , ãäå ST k( ) — ñóììà ïîëèòðàïåöîèäîâ, ïðåäñòàâëÿþùàÿ

( ) ( )S S S Sn k n n k n1 1 2 2� �
 
 � 
 
� � , ò.å. ST S S S Sk
n k n n k n

( ) ( ) ( )� 
 
 � 
 
� �1 1 2 2� � ,

à òàêæå

PT PT S S S S STn k n k
k

1 2 11 1 21 2� � 
 
 � 
 
 
� �(( ) ( )) ( )
� � . (14)

Òîãäà (14) ïåðåïèøåì â âèäå

PT PT S S S S S Sn k n k n k1 2 11 1 1 21 2 1 1 2� � 
 
 � 
 
 �� � � � �(( ) ( )) (� � n k
kST� 
) ( ) ,

ñâåäÿ çàäà÷ó ê øàãó ðåêóðñèè — âû÷èñëåíèþ ( ) ( )S S STn k n k
k

1 2� �� 
 .

Ïîñêîëüêó ST k( ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó ïîëèòðàïåöîèäîâ, òî

ST PT PTk k
l

k( ) ( ) ( )
� � � � �

1
� ,

( ) ( ) (( ) ( )S S ST S S PT Sn k n k
k

n k n k
k

n1 2 1 2 1 1� � � � �� 
 � � 
 � � � �� k n k l
kS PT� 
�2 ) ( ) .

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ( ) ( )S S PTn k n k j
k

1 2� �� 
 ïðèìåíÿþòñÿ àëãîðèòìû 1–3.

Àëãîðèòì 5 (îáúåäèíåíèå ïîëèòðàïåöîèäîâ). Ïóñòü PT1 è PT2 — ïîëèòðà-

ïåöîèäû, P PT PT� �1 2 è P ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå êàíîíè÷åñêîé ñóììû ïî-

ëèòðàïåöîèäîâ. Ïóñòü òàêæå PT PT Sn
n1 1

1
1� 


�( ) , PT PT Sn
n2 2

1
2� 


�( ) . Ïîëîæèì

S S Sn n n12 1 2� � , � � �S S S
n n n1 1 12 , � � �S S S

n n n2 2 12 . Òîãäà S S Sn n n1 1 12� � � � ,

S S Sn n n2 2 12� � � � , à òàêæå

PT PT Ord PT S PT S PTn
n

n
n

n
1 2 1

1
1 2

1
2 1

1
� � 
 � � � 
 � � �

� � �( (( ) ( ) ( ) ( ) )� 

�PT Sn

n2
1

12 , (15)

ãäå ôóíêöèÿ Ord() óïîðÿäî÷èâàåò ñëàãàåìûå. Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ � �S Sn n1 2, ,

S n12 â (15) âû÷èñëÿåò S n12 , èñïîëüçóÿ àëãîðèòìû 1–3, è ðåêóðñèâíî âû÷èñëÿ-

åò PT PTn n
1

1
2

1( ) ( )� �
� . Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ � � �S S Sn n n1 1 12 , � � �S S Sn n n2 2 12

àíàëîãè÷åí àëãîðèòìó (5).

Òàêèì îáðàçîì, àëãåáðà ëèíåéíûõ ïîëóàëãåáðàè÷åñêèõ ìíîæåñòâ ïîñòðîåíà

â âèäå öåïî÷êè ðàñøèðåíèé àëãåáð òðàïåöîèäîâ, ïîëèãîíîâ è ïîëèòðàïåöîèäîâ

ïåðåãðóçêîé òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ îïåðàöèé & ,�.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Êàê ïîêàçûâàåò àíàëèç ñóùåñòâóþùèõ ñèñòåì ïîñòðîåíèÿ äîêàçàòåëüñòâ òåî-

ðåì, ðàçðàáîòêà ñèñòåìû, êîòîðàÿ ïîçâîëÿëà áû ðåøèòü ïîñòàâëåíûå àâòîðàìè

çàäà÷è, îñòàåòñÿ àêòóàëüíîé. Ïðèìåðû ñåðüåçíûõ îøèáîê ðàáîòû ñëîæíûõ èí-

ôîðìàöèîííûõ ñèñòåì ïðåäñòàâëåíû â [32–34]. Ñîîòâåòñòâåííî àêòóàëüíîé ÿâ-

ëÿåòñÿ è íåîáõîäèìîñòü ðåàëèçàöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ àëãîðèòìîâ, ïîçâîëÿþ-

ùèõ âûïîëíÿòü óïðîùåíèå ôîðìóë íà áîëåå ýôôåêòèâíîì óðîâíå. Îñíîâíîé

ðåçóëüòàò íàñòîÿùåé ñòàòüè — îïðåäåëåíèå êàíîíè÷åñêîé ôîðìû ëèíåéíîé

ïîëóàëãåáðàè÷åñêîé ôîðìóëû, îáëàäàþùåé ñâîéñòâîì åäèíñòâåííîñòè è äðó-

ãèìè ïîëåçíûìè ñâîéñòâàìè, à òàêæå îïèñàíèå àëãîðèòìà åå ïîñòðîåíèÿ.

Â äàëüíåéøåì ïëàíèðóåòñÿ îïèñàíèå ðåàëèçàöèè ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà

äëÿ ïîñòðîåíèÿ êàíîíè÷åñêèõ ôîðì ëîãè÷åñêèõ ôîðìóë íàä òèïàìè äàííûõ

ìåòîäîì èíñåðöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.
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Ì.Ñ. Ëüâîâ, Â.Ñ. Ïåñ÷àíåíêî, Î.Î. Ëåòè÷åâñüêèé, Þ.Ã. Òàðàñ³÷, À.Ñ. Áàºâ
ÀËÃÎÐÈÒÌ ÒÀ ²ÍÑÒÐÓÌÅÍÒÈ ÏÎÁÓÄÎÂÈ ÊÀÍÎÍ²×ÍÈÕ ÔÎÐÌ Ë²Í²ÉÍÈÕ
ÍÀÏ²ÂÀËÃÅÁÐÀ¯×ÍÈÕ ÔÎÐÌÓË

Àíîòàö³ÿ. Â³äîáðàæåíî ðåçóëüòàòè âèïðîáóâàíü ³íñòðóìåíò³â ñïðîùåííÿ
ôîðìóë, à òàêîæ îïèñàíî àëãîðèòì ïîáóäîâè êàíîí³÷íèõ ôîðì ë³í³éíèõ
íàï³âàëãåáðà¿÷íèõ ôîðìóë (ËÍÔ). Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì ö³º¿ ðîáîòè º âèç-
íà÷åííÿ êàíîí³÷íî¿ ôîðìè ËÍÔ ç âëàñòèâ³ñòþ óí³êàëüíîñò³ òà ³íøèìè êî-
ðèñíèìè âëàñòèâîñòÿìè, à òàêîæ îïèñ àëãîðèòìó ¿¿ ïîáóäîâè.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ñèñòåìè ë³í³éíèõ íåð³âíîñòåé, àëãåáðà¿÷íå ïðîãðàìóâàííÿ,
âåðèô³êàö³ÿ ïðîãðàìíîãî çàáåçïå÷åííÿ, êàíîí³÷í³ ôîðìè, ë³í³éí³ íàï³âàëãåá-
ðà¿÷í³ ôîðìóëè.

M. Lvov, V. Peschanenko, O. Letychevskyi, Y. Tarasich, A. Baiev
ALGORITHM AND TOOLS FOR CONSTRUCTING CANONICAL FORMS OF LINEAR
SEMI-ALGEBRAIC FORMULAS

Abstract. The results of tests of formula simplification tools are presented in
the first part of the paper. In the second part, the algorithm for constructing
canonical forms of linear semi-algebraic formulas is described. The main result
of the study is the definition of the canonical form of linear semi-algebraic
formula, which has the property of uniqueness and other useful properties.
The algorithm of its construction is described.

Keywords: systems of linear inequalities, algebraic programming, software
verification, canonical forms, linear semialgebraic formulas.
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