
ÓÄÊ 519.217:519.718:519.837

È.Â. ÞÐ×ÅÍÊÎ, Â.Ê. ßÑÈÍÑÊÈÉ

ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈÅ ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÎÂ ËßÏÓÍÎÂÀ–ÊÐÀÑÎÂÑÊÎÃÎ
ÄËß ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎ-ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÛÕ
ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÈÒÎ–ÑÊÎÐÎÕÎÄÀ ÏÐÈ ÓÑËÎÂÈÈ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ
ÐÅØÅÍÈÉ ÏÎ ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÈ Ñ ÊÎÍÅ×ÍÛÌ ÏÎÑËÅÄÅÉÑÒÂÈÅÌ

Àííîòàöèÿ. Óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñëó÷àéíîé ñòðóêòó-
ðû ñ êîíå÷íîé ïðåäûñòîðèåé, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì òîé èëè èíîé âåðîÿò-
íîñòíîé óñòîé÷èâîñòè, ñóùåñòâóþò ôóíêöèîíàëû Ëÿïóíîâà–Êðàñîâñêîãî
ñ îïðåäåëåííûìè ñâîéñòâàìè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèñòåìû ñëó÷àéíîé ñòðóêòóðû, ïîñëåäåéñòâèå, óñòîé÷è-
âîñòü, ôóíêöèîíàëû Ëÿïóíîâà–Êðàñîâñêîãî.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Îñíîâíûìè òðóäàìè ïî óñòîé÷èâîñòè è îïòèìàëüíîé ñòàáèëèçàöèè äëÿ äåòåðìè-
íèðîâàííûõ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñëåäåéñòâèåì ÿâëÿþòñÿ ðàáîòû Í.Í. Êðàñîâñêîãî, À.Í. Ëå-
òîâà è Ý.À. Ëèäñêîãî [1, 2], Â.Á. Êîëìàíîâñêîãî, Â.Ð. Íîñîâà è Ë.Å. Øàéõå-
òà [3, 4], à òàêæå èñòî÷íèêè, âêëþ÷åííûå â óêàçàííûå ðàáîòû â âèäå ññûëîê.

Ñèñòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå âîçìîæíîñòè ó÷åòà èìïóëüñíûõ âîçìóùåíèé
â äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ ïðåäñòàâëåíî â ìîíîãðàôèè À.Ì. Ñàìîéëåíêî,
Í.À. Ïåðåñòþêà [5]. Ýòà ñèòóàöèÿ òàêæå ïðåäìåòíî èçó÷åíà íå òîëüêî äëÿ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, íî è äëÿ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé â ìîíîãðàôèè
Å.Ô. Öàðüêîâà, Ì.Ë. Ñâåðäàíà [6].

Âëèÿíèå ìàðêîâñêèõ âîçìóùåíèé íà óñòîé÷èâîñòü äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì
îïèñàíî â ðàáîòàõ Â.Ñ. Êîðîëþêà, Í. Ëèìíèîñà [7], Î.À. Àíäðååâîé, Â.Á. Êîë-
ìàíîâñêîãî, Ë.Å. Øàéõåòà [3], Ð.Ç. Õàñüìèíñêîãî [8], È.ß. Êàöà, Í.Í. Êðàñîâñêî-
ãî [9], Ñ. Ãîðåëèêà [10], Â.Á. Êîëìàíîâñêîãî, Ð.Ç. Õàñüìèíñêîãî [11], Å.Ô. Öàðü-
êîâà, Â.Ê. ßñèíñêîãî [12, 13], â ðàáîòàõ äðóãèõ àâòîðîâ [14–17], â ôóíäàìåíòàëü-
íîé ìîíîãðàôèè À.Â. Ñêîðîõîäà [18], à òàêæå â èñòî÷íèêàõ, âêëþ÷åííûõ â óêà-
çàííûå òðóäû â âèäå ññûëîê. Ìåòîä ôóíêöèé Ëÿïóíîâà â çàäà÷àõ óñòîé÷èâîñòè è
ñòàáèëèçàöèè ñèñòåì ñëó÷àéíîé ñòðóêòóðû îïèñàí â ìîíîãðàôèè È.ß. Êàöà [19].
Óñòîé÷èâîñòü àâòîíîìíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñ áûñòðûì ìàðêîâñêèì ïåðå-
êëþ÷åíèåì èçó÷àëàñü â òðóäàõ Â.Ñ. Êîðîëþêà [20–22].

Â ýòîé ðàáîòå ðàññìîòðåíà è ðåøåíà çàäà÷à î ïîâåäåíèè äèíàìè÷åñêîé ñèñòå-
ìû ïðè íàëè÷èè ìàðêîâñêèõ âîçìóùåíèé (ïàðàìåòðîâ), êîòîðàÿ îáëàäàåò ñâîéñòâîì
àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî âåðîÿòíîñòè â öåëîì, à â ñëó÷àå ëèíåéíûõ ñèñ-
òåì — ñâîéñòâîì ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì.

Èäåÿ àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ âûøåóïîìÿíóòîé çàäà÷è îñíîâûâàåòñÿ íà ìåòîäå
ôóíêöèé è ôóíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà [11]. Äëÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ ïîñëåäåé-
ñòâèåì ýòà èäåÿ íàøëà âîïëîùåíèå â ðàáîòàõ [3, 6, 12–14, 19, 23–28].

Äàííàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèåì èäåé è ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ àñèìïòîòè-
÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè â öåëîì â èíòåðïðåòàöèè ñòîõàñòèêè èìïóëüñíûõ äèíàìè-
÷åñêèõ ñèñòåì, ó÷èòûâàþùèõ ìàðêîâñêèå âîçìóùåíèÿ.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Ïóñòü íà âåðîÿòíîñòíîì áàçèñå ( , , ,� F P �}, { , }� � � �F F tt 0 , çàäàíà äèíà-
ìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñëó÷àéíîé ñòðóêòóðû (ÄÑÑÑ) ñ êîíå÷íûì ïîñëåäåéñòâèåì
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â âèäå ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíî-ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ Èòî–Ñêî-

ðîõîäà äëÿ t t� �0 0

dx t a t x t b t x t dw t c t x t ut t t( ) ( , , ( )) ( , , ( )) ( ) ( , , ( ),� � �� � � ) ~ ( , )� du dt

U

� (1)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

x t t yt t
( , ) ( , ), ( )� � � 	� �

� � � � � �0 0 0 Y. (2)

Çäåñü x t x t n( ) ( , )� 	� R , x x tt � � 
 � � � � � 	 
{ ( ), , } ([ , ])� � � � �0 0 0D , ãäå

D([ , ])
� 0 — ïðîñòðàíñòâî Ñêîðîõîäà [5] íåïåðåðûâíûõ ñïðàâà ôóíêöèé, èìå-
þùèõ ëåâîñòîðîííèå ïðåäåëû [18, 20]; a n: ([ , ])R D Y R� 
 
 
 �� 0 ; b : R � 



 
 
 �D Y R([ , ])� 0 n ; c n: ([ , ])R D Y U R� 
 
 
 
 �� 0 ; w t w t( ) ( , )� � : R � 
 ��

� R1 — ñòàíäàðòíûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ [17]; ~ ( , )� t A � � ( , ) ( )t A t A
 � —

öåíòðèðîâàííàÿ ïóàññîíîâñêàÿ ìåðà; �( )t — ïðîñòàÿ ìàðêîâñêàÿ öåïü ñ êîíå÷-
íûì êîëè÷åñòâîì ñîñòîÿíèé � � �( ) ( , ) {t t y� 	 �Y 1, y yk2 � �� }, êîòîðàÿ çàäàíà
âåðîÿòíîñòÿìè ïåðåõîäà äëÿ êàæäîãî t s� � 0 [17]

P t t y y t y q t o tj i ij{ ( ) ( ) } ( )� � � � � �� � � , (3)

P y s y t s t t y t y q t o ti i i{ ( ) , ( ) } ( )� � � � � � 
 �� � �1 . (4)

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà â ìîìåíò s� 0 èçìåíåíèÿ ñòðóêòóðû ñèñòåìû (1), (2)
ïðîèñõîäèò ñëó÷àéíîå ñêà÷êîîáðàçíîå èçìåíåíèå ôàçîâîãî âåêòîðà x s x( )
 �0 ,
x s z( ) � , äëÿ êîòîðîãî çàäàíà óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü p z xij ( , / )� , ò.å.

P x s z z dz x s x p s z x dz o dzij{ ( ) [ , ) ( ) } ( , / ) ( )	 � 
 � � �0 . (5)

Çàìå÷àíèå 1. Ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíî-ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíå-
íèå (1) — ôîðìàëüíàÿ çàïèñü ñëåäóþùåãî ñòîõàñòè÷åñêîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ Èòî–Ñêîðîõîäà

x t a s x s ds b s x s dw ss

t

s

t

( ) ( ) ( , , ( )) ( , , ( )) ( )� � � �� �� � �0
0 0

� �� c s x s u du dss

U

t

( , , ( ), ) ~ ( , )� �

0

, (6)

ãäå ïåðâûé èíòåãðàë ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì Ðèìàíà, âòîðîé — èíòåãðàëîì Èòî,
òðåòèé — èíòåãðàëîì Ñêîðîõîäà, ââåäåííûì èì ïî ïóàññîíîâñêîé ìåðå [18].

Çàìå÷àíèå 2. Â äàëüíåéøåì åñòåñòâåííî ïîëàãàòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
î ïîïàðíîé íåçàâèñèìîñòè � �( , ), ( )t w t è ~( , )� t A [18].

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèîíàëû a, b è c óäîâëåòâîðÿþò â ëþáîé êîíå÷íîé
îáëàñòè || ||x Ht � , || || | ( ) |x x tt � �


 � �
sup

� �

�
0

, óñëîâèþ Ëèïøèöà äëÿ ëþáûõ
� � �, ([ , ])	 
C 0

| ( , , ) ( , , ) | | ( , , ) ( , , ) |a t y a t y b t y b t y� � � �
 � 
 �

� 
 � 
� | ( ( , , , ) ( , , , )) ( ) | || ||c t y u c t y u du L

U

� � � �� , (7)

à òàêæå óñëîâèþ îãðàíè÷åííîñòè êîýôôèöèåíòîâ

| ( , , ) | | ( , , ) | | ( , , , ) | ( ) ( || |a t y b t y c t y u du L

U

� � � �� � � �� � 1 | ) (8)

äëÿ âñåõ y	Y, t J t t t	 � � �{ }0 0 . Çäåñü y — çíà÷åíèÿ ìàðêîâñêîãî ïðîöåñ-
ñà �( )t èç îáëàñòè Y, íîðìà || || | ( ) |� � �

� �

�

 � �

sup
0

, H — îáëàñòü çàäàíèÿ îòðåçêîâ
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x x tt � � 
 � �{ }( ),� � � 0 ñèëüíîãî ðåøåíèÿ x t x t n( ) ( , )� 	� R ÄÑÑÑ. Ïîýòîìó

ïîñòîÿííàÿ L èç (7), (8) çàâèñèò òîëüêî îò ðàçìåðîâ îáëàñòè H .
Çàìå÷àíèå 3. Åñëè íåçàâèñèìûå ìåæäó ñîáîé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ

w t w t( ) ( , )� 	� R1 è öåíòðèðîâàííàÿ ïóàññîíîâñêàÿ ìåðà ~( , ) ( , ) ( )� �t A t A t A� 
 �

� 	A U íå çàâèñÿò îò íà÷àëüíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà � � �( , )	R n , ïðè÷åì ñó-

ùåñòâóåò ÷åòâåðòûé ìîìåíò E | ( , ) |� � � 4 � � , à òàêæå âûïîëíåíû óñëîâèÿ (7), (8),
òî ñóùåñòâóåò ñèëüíîå ðåøåíèå ÄÑÑÑ (1), (2) x t x t( ) ( , )� � [8, 18].

Çàìå÷àíèå 4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òðàåêòîðèè ñèëüíîãî ðåøåíèÿ

x t x t n( ) ( , )� 	� R ÄÑÑÑ (1), (2) ïðîöåññà ïðîäîëæèìû äëÿ âñåõ t t� �0 0 . Ýòî

íåîáõîäèìîå óñëîâèå äëÿ èçó÷åíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî âåðîÿò-
íîñòè ñèëüíîãî ðåøåíèÿ (1), (2).

Çàìå÷àíèå 5. Äëÿ óðàâíåíèÿ (1), (2) ñ � � 0 , b � 0 , c � 0 , ò.å. äëÿ óðàâíåíèÿ

dx t a t x t t dt( ) ( , ( ), ( ))� � (9)

c íåïðåðûâíûìè ôàçîâûìè òðàåêòîðèÿìè ïðîáëåìà îáðàùåíèÿ áûëà ðåøåíà
â ðàáîòå [23]. Â ñëó÷àå ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Èòî ðå-
øåíèþ ýòîé ïðîáëåìû ïîñâÿùåíû, íàïðèìåð, ðàáîòû [24, 25].

Çàìå÷àíèå 6. Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ôóíêöèè Ëÿïóíîâà äëÿ ÄÑÑÑ áåç
ïîñëåäåéñòâèÿ, ïî-âèäèìîìó, âïåðâûå îáñóæäàëñÿ â [25].

Â äàííîé ñòàòüå àâòîðû íàìåðåíû îáîùèòü ïðîáëåìó îáðàùåíèÿ òåîðåì îá
óñòîé÷èâîñòè äëÿ ÄÑÑÑ (1), (2).

2. ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈß ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ ÐÅØÅÍÈß (1), (2)

Áóäåì, íå òåðÿÿ îáùíîñòè, èññëåäîâàòü íà óñòîé÷èâîñòü òðèâèàëüíîå ðåøåíèå
ÄÑÑÑ (1), (2), ò.å., ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

a t y b t y c t y u t t y u( , , ) ( , , ) ( , , , ) , , ,0 0 0 0 00� � � � � � 	 	Y U. (10)

Äàäèì îïðåäåëåíèå óñòîé÷èâîñòè ñèëüíîãî ðåøåíèÿ (1), (2) â ðàçëè÷íûõ
òðàêòîâêàõ.

Îïðåäåëåíèå 1. Ðåøåíèå x t( ) � 0 ÄÑÑÑ (1), (2) íàçîâåì àñèìïòîòè÷åñêè

óñòîé÷èâûì ïî âåðîÿòíîñòè â öåëîì, åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíîé îãðàíè÷åííîé îá-
ëàñòè || ||x H0 0� è ÷èñåë 	 � 0, p� 0, q � 0 ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü
|| ||x Ht � 1 è ÷èñëî T q( , )	 � 0 òàêèå, ÷òî

P x t t H pt x y
{[ || || ] }

,
sup � � � 
0 1

0 0
1 , (11)

P x t t T p qt x y
{[ || || ] }

,
sup � � � � 
 
0

0 0
1	 . (12)

Îïðåäåëåíèå 2. Ðåøåíèå x t( ) � 0 ÄÑÑÑ (1), (2) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî

ïî âåðîÿòíîñòè â öåëîì ðàâíîìåðíî ïî âðåìåíè t0 0� è íà÷àëüíûì äàííûì èç
îáëàñòè

|| || || || ; ,x H y tt0 0 0 0 0 0� � 	 �� Y , (13)

åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò âñå óñëîâèÿ îïðåäåëåíèÿ 1, ïðè÷åì ïîñòîÿííàÿ T q( , )	
ìîæåò áûòü âûáðàíà íå çàâèñÿùåé îò íà÷àëüíûõ äàííûõ (13).

Îïðåäåëåíèå 3. Òðèâèàëüíîå ðåøåíèå x t( ) � 0 ñèñòåìû (1), (2) íàçîâåì

p H( )-àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì ïî âåðîÿòíîñòè â öåëîì, ðàâíîìåðíûì ïî íà-
÷àëüíûì äàííûì (13), åñëè

P x t t H x y p Ht{[ || || ] , } ( )sup � � � 
0 0 0 1 , (14)

ãäå p H( ) — ïîñòîÿííàÿ, îöåíèâàþùàÿ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ðåøåíèå x t( ) ïî-
êèäàåò îáëàñòü || ||x Ht � .
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3. ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÐÅØÅÍÈß ÑÈÑÒÅÌÛ (1), (2)

Äèôôåðåíöèàëüíî-ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå ñëó÷àéíîé ñòðóêòóðû (1), âåðîÿò-
íîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè ïðîöåññà �( )t m	R , t t� �0 0 , (3), (4), óñëîâèå (5) ñêà÷-

êà ôàçîâîãî âåêòîðà x t x t T n( ) ( , ): [ , ]� 
 �� 0 � R â ìîìåíòû ñêà÷êîîáðàçíîãî

èçìåíåíèÿ ñòðóêòóðû ñèñòåìû îïðåäåëÿþò ìàðêîâñêèé ïðîöåññ ( ( ), ( ))x t y t n m	 �R

ñ íåïðåðûâíûìè ñïðàâà ðåàëèçàöèÿìè [21, 22, 25].

Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë 
 �( , , )t y 	R1 ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì � �	 
D([ , ])0 ,

êîòîðûé îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
1) 
 — ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûé â îáëàñòè T G
 
Y, ò.å. åñëè äëÿ

r � �� 0 ìîæíî óêàçàòü òàêîå ÷èñëî �� 0 , ÷òî 
 � �( , , )t y � ïðè t t� �0 0 ,
( , ) { { || || } }y G r� � �	 � � � 
Y ;

2) äîïóñêàåò áåñêîíå÷íî ìàëûé âåðõíèé ïðåäåë

sup
y Y t

r

t y r
	 	

�
�

� �
,

|| ||

( , , ) ( )
R

�


 � 
 0

ïðè r � 0 ;
3) äîïóñêàåò áåñêîíå÷íî áîëüøîé íèæíèé ïðåäåë

inf
y Y t

r

t y r
	 	

�
�

� � �
,

|| ||

( , , ) ( )
R

�


 � 


ïðè r �� ;
4) ñóùåñòâóåò E t x t x x y s yt s{ ( , ( ), ) , ( ) }
 � �� � ;
5) ñóùåñòâóåò èíôèíèòåçèìàëüíûé îïåðàòîð îò ôóíêöèîíàëà 
 â ñèëó (1), (2)

lim
{ ( , ( ), ) ( , , )}

( )( , , )
t s

tE t t x s y

t
L s y

� �



�

0


 � 
 �

 � . (15)

Çàìå÷àíèå 7. Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim { ( , ( ), )} ( , , )
t s

t
t

E t t x h s y
� �

�
0

1

 � � , (16)

òî ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Äûíêèíà [17, 24]

E t t x x s y s yt s{ ( , ( ), ) , ( ) } ( , , )
 � � � 
 �� � � �

� � �� E L u u x x s y du

s

t

u s{( )( , ( ), ) , ( ) }
 � � � . (17)

Çàìå÷àíèå 8. Ôîðìóëà (17) ÿâëÿåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèì àíàëîãîì êëàññè÷åñ-
êîé ôîðìóëû Íüþòîíà–Ëåéáíèöà

F t x t F s x s dF u x u

s

t

( , ( )) ( , ( )) ( , ( ))� � � .

Çàìå÷àíèå 9. Ôîðìóëà (17) èìååò ìåñòî òàêæå äëÿ ìàðêîâñêèõ ìîìåíòîâ
âðåìåíè � �( ) � 0 [23, 24], åñëè E{ }� �( ) � �.

Ïóñòü �U — ìîìåíò ïåðâîãî âûõîäà ïðîöåññà ( ( ), ( ))x t t� èç ìíîæåñòâà
U Y� 
Q (Q — îòêðûòîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà D R( , [ , ])n 
 � 0 ,

Y — îòêðûòîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà Y([ , ])
 � 0 ). Òîãäà
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� �U U� min{ , }t — ìàðêîâñêèé ïðîöåññ [17]. Åñëè ( ( ), ( ))x s s� � U, òî ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî

E t t x t x s ys{ ( ( ), ( ( )), ( , ( ))) , ( ) }
 � � � � � � �U U U � � �

� � � �
�
�
�

�
�
 � 
 � � �

�

( , , ) ( )( , ( ), ) , ( )
( )

s y E L u u x du x s y

s

t

u s

U

�

�
�
�

��
. (18)

Ïðè ýòîì ïðîöåññ ( ( ( )), ( ( )))x t y t� �U U òàêæå áóäåò ñòðîãî ìàðêîâñêèì [22, 25],
à èíôèíèòåçèìàëüíûé îïåðàòîð áóäåò âû÷èñëÿòüñÿ ïî îäíîé èç ôîðìóë [9, 15, 16].

Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (3)–(4) ñîñòîÿíèÿ ÄÑÑÑ (1), (2), òîãäà

( )( , , ) ( ( , , ), ( , , ))L s y
s

s y a s yi
 �




 � ��
�

�
� � �

� � � �
1

2
2Sp ( ( , , ) ( , , ), ( , , ))
 � � �s y b s y b s yi i i

� � 
 
 �[ ( , , ( ) ( , , , )) ( , , ( )) ( ( , ,
 � 
 
t y x t c t y z t y x t t y xi i i i ( )), ( , , ( ), ))] ( )t c t y x t z dzi

U
� ��

[ ( , , ) ( , / ) ( , , )]
 � 
 �s y x p s z dz s y qi ij i ij

j i

k



 
! , (19)

ãäå � �
�

�
� �

�

�

"

#
$$

%

&
''
�




 


x xn1
� , � �

�

� �

�
�
�

��

�
�
�

�� �

2
2

1






x xi j i j m, ,

, � — çíàê òðàíñïîíèðîâàíèÿ,

Sp — ñëåä ìàòðèöû.
Â ÷àñòíîñòè, êîãäà â ìîìåíòû èçìåíåíèÿ ñòðóêòóðû y yi j� ôàçîâûé âåê-

òîð èçìåíÿåòñÿ íåïðåðûâíî x x x( ) ( )� �
 � �0 , ôîðìóëà (19) óïðîùàåòñÿ,
à èìåííî:

( )( , , ) ( , ) ( , )L s y
s

a b b
 �




 
�
�

�
� � � � � �

1

2
2Sp

� � 
 
 �[ ( , , ( ) ( , , , )) ( , , ( )) ( ( , ,
 � 
 
t y x t c t y z t y x t t y xi i i i ( )), ( , , , ))] ( )t c t y z dzi

Z

�� ��

[ ( , , ) ( , , )]
 � 
 �s y s y qi i ij

j i

k



 
! . (20)

Äîêàæåì àíàëîã ïðÿìîé òåîðåìû Ëÿïóíîâà îá óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû (1), (2).
Òåîðåìà 1. Ïóñòü äëÿ ÄÑÑÑ (1), (2) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (7), (8) è 1)–5).
Òîãäà òðèâèàëüíîå ðåøåíèå x t( ) � 0 áóäåò àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïî âå-

ðîÿòíîñòè â öåëîì ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî íà÷àëüíûõ äàííûõ èç ïðîèçâîëü-
íîé êîíå÷íîé îáëàñòè (13).

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì â òðè ýòàïà.
Ïåðâûé ýòàï. Ðàññìîòðèì íå çàâèñÿùåå îò íà÷àëüíûõ äàííûõ ÷èñëî

T H q l H q k( , , ) ( )0 0
1 22	 � 
 
 èç îïðåäåëåíèÿ 1, ãäå

p q H� � � �0 0 0, , 	 . (21)

Äîêàæåì, ÷òî â èíòåðâàëå âðåìåíè [ , ]t t T0 0 � ñóùåñòâóåò t t1 0 0� � , äëÿ êî-
òîðîãî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

P x x t y p qt t{|| || | , ( ) }
1 01 0 0 0 1

1

2
� � � � 
 
	 � � . (22)

Îáîçíà÷èì

l H t y H y t J t t t( ) [ ( , , ) || || , , { ]}0 0 0 0� � 	 	 � 	 � ��sup 
 � � Y R . (23)
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×èñëî H � 0 îïðåäåëèì èç óñëîâèÿ

P t y H y t J l H{ ( , , ) || || , , } ( )inf 
 � � � 	 	 �Y 0 . (24)

Âûáåðåì ÷èñëî 	 1 0� òàê, ÷òîáû 	 	1 � (ñì. (21)) è óäîâëåòâîðÿëî íåðàâåíñòâó

l q t y H y y J( ) [ ( , , ) || || , , ]	 
 � 	 �1 1
1

2
� � � 	 	inf Y . (25)

Îáîçíà÷èì


 � � � 	 	k L H y t J2
1[ ( ) || || , , ]inf 
 	 � Y . (26)

Èç óñëîâèÿ (24) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ èç îáëàñ-
òè (13) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

P x t t H y pt{[ || || ] , }sup � � � � 
0 00 1� .

Äàëåå ïðåäïîëîæèì, ÷òî (22) íå âûïîëíÿåòñÿ, ò.å.

P x H t t t T y qt{ || || , [ , ] , }	 �1 0 0 01

1

2
� � 	 � � . (27)

Òîãäà ñ ó÷åòîì (18) è (26) ïîëó÷èëè áû íåðàâåíñòâî

E t T y t T x yt T
 � � ��{( ( ), ( ( )), ) , }( )U U U0 0 00
� � ��

� 
 �
 �( , , )t y ql T0 0
21

2
0 , (28)

ãäå U Y� � � 	{( , ) : || || , }� 	 �y H y1 , � �U U( ) min { , }t t� .
Íåðàâåíñòâî (28) íåâîçìîæíî âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî E{ }( � 0 â óñëîâèÿõ òåî-

ðåìû 1.
Âòîðîé ýòàï. Äîêàæåì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû 1 òðèâèàëü-

íîå ðåøåíèå x t( ) � 0 ÄÑÑÑ (1), (2) óñòîé÷èâî ïî âåðîÿòíîñòè.
Çàôèêñèðóåì �� 0 , 0 1� �p . Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî �1 0� , ÷òî

( ( , , ) , , || || )inf 
 � � � �t y y Y t t	 � � �0 1. (29)
Îáîçíà÷èì

U Y U U� � 	 �{( , ): || || , }, ( ) min { , }� � � � � �y y T ,

ãäå �U — ìîìåíò ïåðâîãî âûõîäà òðàåêòîðèè ( ( ), ( ))x t t� èç ìíîæåñòâà U.
Òîãäà èç (18) è çíàêîîòðèöàòåëüíîñòè ( )L
 � 0 ñëåäóåò, ÷òî

E T T x x t y t yT t{ ( ( ), ( ( )), ) , ( ) } ( ,( )
 � � � � � 
�U U U 0 0 0 0 0 0� � � , )� , (30)

Äàëåå âûáåðåì �� 0 èç óñëîâèÿ

sup{ ( , , ) || || , }
 � � � �t y y Y p0 0 0 1� 	 � . (31)

Íåðàâåíñòâà (30), (31) ïîçâîëÿþò äëÿ ïðîèçâîëüíîãî � èç îáëàñòè || ||� �� çà-
ïèñàòü îöåíêè

� 
 � 
 � � ��1 0 0 0p t y E T y T x yT� � �( , , ) { ( ( ), ( ( )), ) | , }( )U U U

� � � �� � �1 0 0P x t t T yt{[ || | ] , }sup . (32)

Åñëè â (32) ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïðè T �� , òî ïîëó÷èì

P x t t y pt{[ || || ] , }sup � � �0 0� � ,

÷òî è äîêàçûâàåò óñòîé÷èâîñòü òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ x t( ) � 0 ÄÑÑÑ (1), (2)
ïî âåðîÿòíîñòè.
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Òðåòèé ýòàï. Äîêàæåì àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü ïî âåðîÿòíîñòè â öå-
ëîì ñèñòåìû (1), (2).

Âûáèðàåì ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ÷èñëà H 0 0� , p� 0, q � 0, 	 � 0 è îïðåäå-
ëèì H1 è 	 1 ïðè ïîìîùè óñëîâèé

{ ( , , ) | || , , }sup 
 � �t y H y t t� 	 � �0 0Y p t y H y t t( � 	 �{ ( , , ) | || , , }inf 
 � � 1 0Y ,

{sup 
 � � 	( , , ) | || , , }t y y t t� 	 � �1 0Y
1

2
0q t y y t t( � 	 �{ ( , , ) || || , , }inf 
 � � 	 Y .

Äëÿ ôèêñèðîâàííûõ p� 0 , q � 0 è óñòîé÷èâîñòè ïî âåðîÿòíîñòè ñèñòå-
ìû (1), (2) (ñì. âòîðîé ýòàï) äëÿ �� 0 ñóùåñòâóåò òàêîå �� 0, ÷òî ïðè || ||� �� âû-
ïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

P x t t y pt{[ || | ] , }sup � � � 
0 0 1� � .

Äàëåå ïðèìåì H 0 � � è ïîêàæåì, ÷òî H 0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿ àñèìïòîòè-
÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî âåðîÿòíîñòè â öåëîì.

Äåéñòâèòåëüíî, âîçüìåì ÷èñëî 0� �	 � è îïðåäåëèì 	 1 0� ñ ïîìîùüþ íåðà-
âåíñòâà

[ ( , , ) , , || || ]sup 
 � � 	t y t t y� 	 � �0 1Y

� � 	 � �
q

t y t t y
2

0[ ( , , ) , , || || ]inf 
 � 	 � �Y .

Òîãäà, ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ âòîðîãî ýòàïà, èìååì

P x t t x t q{[ || || ] ( ( ), ( ))}sup � � 	 �� � � 
1
1

2
(33)

ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ || ||xt � 	 1.
Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò T � 0 , äëÿ êîòîðîãî èìååò ìåñòî

P x y q pt T{|| || , }
0 1 0 0 1

1

2
� � � 
 
	 � . (34)

Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå äëÿ òðàåêòîðèè x t( ) âûïîëíÿëîñü áû íå-
ðàâåíñòâî

P x t t y qt{ || || , , }	 � �1 0 0 0
1

2
� � � � . (35)

Îäíàêî L
� 0 , òîãäà èç (35) ñëåäîâàëî áû, ÷òî

lim { ( ( ), ( ( )), ) , }
( )t

E t y t x y
t��

� 
�
 � � ��U U U1 1 1
0 0 , (36)

ãäå U Y1 1� � � 	( , ): || || ,x y x yt t	 � , � �U U1 1
( ) min { , }t t� .

Îäíàêî ðàâåíñòâî (36) íåâîçìîæíî âñëåäñòâèå ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåí-
íîñòè 
 �( , , )t y . Ýòî ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ñïðàâåäëèâîñòü (33).

Ïðîöåññ ( ( ), ( ))x t t� [17] ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ìàðêîâñêèì. Òîãäà èç (31), (33)
è (34) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ÷èñåë p� 0, q � 0 íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî
T � 0, ÷òî ïðè || ||�0 0� H , y0 	Y âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

P x t t T y p qt{[ || || ] , }sup � � � � 
 
0 0 0 1	 � . (37)

Ýòî äîêàçûâàåò àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü ïî âåðîÿòíîñòè x t( ) � 0 .
Èç íåðàâåíñòâ (29), (30) òà (37) ñëåäóþò îöåíêè

P x t t H H pt{[ || || ] || || }sup � � � � 
0 0 0 1� , (38)

P x x qt t T{|| || || || }� � � 
�	 	
0 1 1

1

2
. (39)
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Àíàëîãè÷íî ðàññóæäåíèÿì äëÿ îöåíîê (32)–(36) ìîæíî íàéòè ìîìåíò âðåìå-
íè T � 0 , äëÿ êîòîðîãî

P x H p qt T{|| || || || }
0 1 0 0 1

1

2
� � � � 
 
	 � . (40)

Óñëîâèÿ (39), (40) äàþò îöåíêó

P x t t T y p qt{[ || || ] | , }sup � � � � 
 
0 0 0 1	 � (41)

äëÿ || ||�0 0� H .
Ñîîòíîøåíèÿ (41) âìåñòå ñ (38) äîêàçûâàþò òðåòèé ýòàï. Ñëåäîâàòåëüíî,

âåðíóâøèñü ê ïåðâîìó ýòàïó, óáåæäàåìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè óòâåðæäåíèÿ òåîðå-
ìû 1. �

Çàìå÷àíèå 10. Äëÿ ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû ñ ïîñëåäåéñòâèåì

dx t a t x dt b t x dw tt t( ) ( ( ), ) ( ( ), ) ( )� �� � �� c x t u du dtt

U

( , ( ), )~ ( , )� � , (42)

îïðåäåëåííîé â îáëàñòè x n	R , y	Y, t t� 0 , è â ñëó÷àå îäíîðîäíîé ìàðêîâ-

ñêîé öåïè ñ êîíå÷íûì êîëè÷åñòâîì ñîñòîÿíèé �( ) { , }t y y yn	 � � �Y 1 2 � àñèì-
ïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ïî âåðîÿòíîñòè ïðè íà÷àëüíûõ äàííûõ èç îáëàñ-
òè (13) âñåãäà áóäåò ðàâíîìåðíîé â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2 [23].

4. ÂÑÏÎÌÎÃÀÒÅËÜÍÛÅ ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈß

Èçëîæåííûå â ðàçä. 3 ðåçóëüòàòû äàþò âîçìîæíîñòü óòâåðæäàòü, ÷òî âîïðîñ
î ñóùåñòâîâàíèè ôóíêöèîíàëà Ëÿïóíîâà–Êðàñîâñêîãî (ñì. ðàçä. 3, ïï. 1)–3))
ìîæíî ñòàâèòü ëèøü â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâíîìåðíàÿ àñèìïòîòè-
÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ïî âåðîÿòíîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ x t( ) � 0 ÄÑÑÑ (1), (2) [9].

Äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ.
Ëåììà 1. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (1)–(5) âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñêà÷êîâ ôàçîâîãî âåêòîðà p z xij ( , / )�

íåïðåðûâíà ïî � è èìååò êîìïàêòíûé íîñèòåëü, äëÿ êîòîðîãî

h x z h x h ht t t1 2 1 20|| || || || || || ,� � � � ,

p z zij ( , / ) ( )� �0 � ; (43)

2) ôóíêöèîíàëû a è b óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèïøèöà (6);

3) âèíåðîâñêèé ïðîöåññ w t w t( ) ( , )� 	� R1 è öåíòðèðîâàííàÿ ïóàññîíîâñêàÿ

ìåðà ~( , ) ( , ) ( )� �t A t A t A� 
 � � 	A U íåçàâèñèìû ìåæäó ñîáîé è ïîïàðíî íåçàâè-
ñèìû îò ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà �( )t m	R ;

4) èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà (7), (8).
Òîãäà ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû L1 0� , L2 0� òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî t t� �0 0

âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

E x x t y et t
L t t{|| || ; ( ) } || || ( )2

0 0 0 0
2

0
2 0� � � 
� � � , (44)

E x x t y et t
L t t{|| || ; ( ) } || || ( )2

0 0 0 0
2

0
1 0� � � 
 
� � � . (45)

Çàìå÷àíèå 11. Ïðîñòðàíñòâî Ñêîðîõîäà D([ , ])
 � 0 ñ íîðìîé

|| ( ) || | ( ) |x t x t
t

�

 � �

sup
� 0

2
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ÿâëÿåòñÿ íåïîëíûì [18, 20], à íîðìà âèäà

|| ( ) || | ( ) | | ( ) |x t x x t d2 2
0

20� � �


�
�

� �

îáåñïå÷èâàåò åãî ïîëíîòó. Äàëåå áóäåì ðàáîòàòü ñ ïîëíûì ïðîñòðàíñòâîì
D ([ , ])
 � 0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë


 � � � � �

�

( , , ) | ( ) | | ( ) |t y t d� � �


�0 2
0

2 . (46)

Âû÷èñëÿÿ L
 ïî ôîðìóëå (19) â ñèëó ÄÑÑÑ (1), (2), ïîëó÷èì

( )( , , ) ( ) ( , , ) ( ( , , ), ( ,L t y x x a t y x b t y x b t yt i t i t
 � � � �2 0 Sp i tx x x, )) | ( ) | | ( ) |� 
 
 �0 2 2�

� � 
 
�
U

i i it y x t c t y z t y x t[ ( , , ( ) ( , , , )) ( , , ( ))
 � 



 � �( ( , , ( )), ( , , ( ), ))]~ ( , )
 �t y x t c t y x t z dz dti i

� � �
"

#

$
$$

%

&

'
''





�|| || || ( ) || ( , / ) | (z z t p t z x dz xij

2 2
0

0�

�

) | | ( ) |2 2
0


 �
)

*

+
+

,

-

.

.

 
�! z t d q

j i

ij� �

�

. (47)

Äàëåå ñëåäóåò ó÷åñòü óñëîâèå Ëèïøèöà (6) è ñâîéñòâî ïëîòíîñòè ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ñêà÷êîâ. Ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ îöåíîê ïîëó÷èì òàêèå íåðàâåíñòâà:

( )( , , ) [ ( ) ] ( , , ) ( , ,L t y x L h q L t y x L t y xt i t
 
 
� 
 � 
 � �3 11
2 2

1 t ) , (48)

ãäå L L h q Li1 1
2 22 1� � 
 
( ) ;

( )( , , ) [ ( ) ] ( , , ) ( , ,L t y x L L h q t y x L t y xt i t t
 
 
� � � 
 �3 12
2
2

2 ) , (49)

ãäå L L L h qi2
2

2
23 1� � � 
( ) ; q qi ij

j i

�
 
! ; h1 1� ; h2 1� .

Îáîçíà÷èì


 � � �

� �

t

y x

E x t x t d� � � �
"

#

$
$$

%

&

'
''


 �

�|| ( ) || || ( ) ||

,

2
0

2

0 0 0

�

�
�

�
�

�

�
�

�
�

, (50)

è ïîñëå óñðåäíåíèÿ ïî âñåì ðåàëèçàöèÿì ( ( ), ( ))x t t� ñ ó÷åòîì

d

dt
E L t y x x t yt

t t




 � �� � �{( )( , , ) , ( ) }
0 0 0 0 , (51)

ìîæåì çàïèñàòü îöåíêè

 � �L

d

dt
Lt

t
t1 2





 , (52)

Èíòåãðèðóÿ íåðàâåíñòâà (51) è, ó÷èòûâàÿ, ÷òî 
 � �

�

t x x t d
0 0

2
0

0
2� � �



�|| || || ( ) || ,

ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêè (16), (17). Ëåììà 1 äîêàçàíà. �
Ëåììà 2. Ïóñòü òðèâèàëüíîå ðåøåíèå x t( ) � 0 ñèñòåìû (1)–(5) ðàâíîìåðíî

àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïî âåðîÿòíîñòè â öåëîì.
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Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè

/ � 	 
 � �{ ([ , ]) : || || }x a x bt tD � 0 (53)

ñïðàâåäëèâî ñóùåñòâîâàíèå íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà

P x dt

t

t{ }

0

�

� 	 � �/ , (54)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç x t y t( , , ; )0 0 0� ñèëüíîå ðå-

øåíèå ÄÑÑÑ (1), (2) â òî÷êå t t� �0 0 ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
x x tt0 0 0� � �{ }( ) ( )� � � , 
 � �� � 0, �( )t y0 0� .

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà 	 � 0, q � 0, H b0 � , íàéäåì
÷èñëî T H q( , , )0 0	 � , êîòîðîå äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü îïðåäåëåíèþ 2. Äëÿ ýòîãî
ñëåäóåò âûáðàòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ èç (2). Îáîçíà÷èì òàêæå �( )/ — ñóììàðíîå
âðåìÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ x t y t( , , ; )0 0 0� â îáëàñòè / .

Â èñõîäíîì âåðîÿòíîñòíîì áàçèñå ( , , , )� F P � èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

E P x t y t dt

t

{ ( )} { ( , , ; ) }� �/ /� 	
�

�
0

0 0 0 . (55)

Äëÿ îöåíèâàíèÿ (55) ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ñîáûòèÿ. Îáîçíà÷èì G0 ìíî-
æåñòâî ðåàëèçàöèé ðåøåíèÿ x t y t( , , ; )0 0 0� ñî çíà÷åíèÿìè èç /. Â ñèëó ñåïàðà-
áåëüíîñòè ïðîöåññà ( ( ), ( ))x t t� ìíîæåñòâî G0 èìååò êîíå÷íóþ ìåðó îòíîñèòåëü-
íî ìèíèìàëüíîé 
-àëãåáðû.

Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáûòèé

G k T kT kk � 
 � � 	{ :( ) ( ) },� �1 / N. (56)

Î÷åâèäíû òàêèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ìíîæåñòâ Gk ( , , )k � 0 1 2 : G Gk � 0 ,

G Gk

k�

�

�
1

0� , G Gi j� �0, i j .

Ðåàëèçàöèè ïðîöåññà { ( , , ; ), ( )}x t y t t Gk0 0 0� � � ìîãóò ïîïàñòü â / ïðè
t t k T� � 
0 1( ) ïî êðàéíåé ìåðå îäèí ðàç.

Äàëåå, ó÷èòûâàÿ ñòðîãîå ìàðêîâñêîå ñâîéñòâî è ðàâíîìåðíóþ àñèìïòîòè-
÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü ïðîöåññà ( ( , , ; ), ( ))x t y t t0 0 0� � , ïîëó÷èì

P G qk
k( )� 
1. (57)

Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ïîëó÷èì, ÷òî

E T kq
T

q

k

k

{ ( )}
( )

� / � �






�

�

! 1

1
21

,

÷òî ñ ó÷åòîì (29) äîêàçûâàåò îãðàíè÷åííîñòü ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ (55).
Ëåììà 2 äîêàçàíà. �

5. ÎÁÐÀÒÍÀß ÒÅÎÐÅÌÀ ËßÏÓÍÎÂÀ–ÊÐÀÑÎÂÑÊÎÃÎ ÄËß ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌ
ÑËÓ×ÀÉÍÎÉ ÑÒÐÓÊÒÓÐÛ Ñ ÊÎÍÅ×ÍÛÌ ÏÎÑËÅÄÅÉÑÒÂÈÅÌ

Òåîðåìà 2. Ïóñòü:
1) íà âåðîÿòíîñòíîì áàçèñå ( , , , )� F P � çàäàíà ÄÑÑÑ (1), (2);
2) íóëåâîå ðåøåíèå x t x t y t( ) ( , , ; )� �0 0 0 0� ñèñòåìû (1)–(5) àñèìïòîòè÷åñ-

êè óñòîé÷èâî ïî âåðîÿòíîñòè ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî íà÷àëüíûõ äàííûõ èç îá-
ëàñòè H 0 (13).

Òîãäà â ýòîé îáëàñòè:
(i) ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûé (ñì. ðàçä. 3, ï. 1)) íåïðåðûâíûé

ôóíêöèîíàë Ëÿïóíîâà–Êðàñîâñêîãî 
 �: ([ , ])R Y D R� �
 
 
 �0 ;
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(ii) ôóíêöèîíàë Ëÿïóíîâà–Êðàñîâñêîãî äîïóñêàåò áåñêîíå÷íî ìàëûé âûñøèé
ïðåäåë

sup
y Y t

r

t y r
	 	

�
�

� �
, ,

|| ||

( , , ) ( )
R

�


 � 
 0;

(iii) ôóíêöèîíàë Ëÿïóíîâà–Êðàñîâñêîãî èìååò îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííûé
èíôèíèòåçèìàëüíûé îïåðàòîð íà ðåøåíèÿõ (1), (2)

( )( , , )L t y
 � � 0 . (58)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòàï ². Ïîñòðîåíèå âñïîìîãàòåëüíûõ îáëàñòåé. Ìîæíî
âûáðàòü îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü /0 òàê, ÷òîáû

/0 0 0 001 	 
 �{ ([ , ]) : || || }� � �D H , (59)

Òîãäà ñîãëàñíî óñëîâèÿì ëåììû 2 ðåøåíèå x t( ) � 0 áóäåò ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè-
÷åñêè óñòîé÷èâûì ïî âåðîÿòíîñòè îòíîñèòåëüíî íà÷àëüíûõ óñëîâèé

�0 0 0 0 0	 	 �/ , ,y Y t , (60)

Ïðè ýòîì ñëåäóåò ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì èçìåíèòü çíà÷åíèå êîíñòàíòû
T q( , , )/0 	 , êîòîðàÿ ôèãóðèðóåò â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîáûòèé Gk , k 	N
(ñì. (56)). Âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà (56) ñëåäóåò èç îöåíîê ëåììû 1 äëÿ ñèëüíîãî
ðåøåíèÿ ÄÑÑÑ (1), (2) [9, 23].

Ðàçîáúåì îáëàñòü || ||x Ht � 0 íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åííûõ îáëàñòåé

G x
H

k
x

H

k
kk t t� 	 


�
� �

�
�
�

�
�
�

�D([ , ]) : || || ,� 0
1

10 0 . (61)

Òîãäà ñîãëàñíî ëåììå 2 ïîëó÷èì

P x G dt l

t

t k k{ }

0

�

� 	 � .
(62)

Ýòàï ²². Âûáîð ôóíêöèîíàëà Ëÿïóíîâà–Êðàñîâñêîãî. Ïîñòðîèì ñêàëÿð-
íóþ âûïóêëóþ ôóíêöèþ G r( ) , r R	 1, äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíû òàêèå óñëîâèÿ:

1) ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ Ôðåøå �G ( )� , ��G ( )� , ãäå � �	 
D([ , ])0 ;
2) G( )� � 0 ïðè || ||� � 0;
3) G( )� � 0 äëÿ || || ( , )� 	 0 0H ;
4)

sup
�

� � �
	 �

�
� �

)

*
+
+

,

-
.
.
�

R
G

H

k

H

k
k( ) || ||0 0

1
, k � 1. (63)

Äàëåå âûáèðàåì òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë
{ , }�k k � 1 , ÷òîáû ðÿä, ñîñòîÿùèé èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè { }lk , ñõîäèëñÿ

lk
k

k

�

�

! � �
1

� . (64)

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèîíàë Ëÿïóíîâà–Êðàñîâñêîãî ìîæíî âûáðàòü äëÿ
t t� 0 â âèäå


 � � � � � � � � �( , , ) { ( || ( , , ; ) || ) , }t E G x t d

t

� �
�

� , (65)

ãäå E{ }2 2 — óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå.
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Ýòîò ôóíêöèîíàë îïðåäåëåí â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå îáëàñòè (13), ïîñêîëüêó


 � � �( , , )t lk
k

k�
�

�

!
1

. (66)

Ýòàï III. Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèîíàë Ëÿïóíîâà–Êðàñîâñêîãî (65)

 �: ([ , ])R Y D R� �
 
 
 �0 îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

a) 
 — ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí;
á) 
 äîïóñêàåò áåñêîíå÷íî ìàëûé âûñøèé ïðåäåë;
â) L
� 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ï. a). Ïóñòü T L� 
( ) ln1
1 2 , ãäå L1 èç íåðàâåíñòâ

(44), (45). Òîãäà ýòà îöåíêà îïðåäåëÿåò âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâ

E x t{|| ( , , ; ) || }� �� � � � 2 || || || || || ||( )� � ��
e e

L t L T
 
 
� �1 1 1

2
. (67)

Äàëåå, äëÿ âûïóêëîãî ôóíêöèîíàëà èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî Ëÿïóíîâà [23]

E G G E{ ( )} ( { })� �� . (68)

Òîãäà (68) äàñò âîçìîæíîñòü çàïèñàòü íèæíþþ îöåíêó äëÿ t t� 0


 � � � � � � � � � �( , , ) { ( || ( , , ; ) || ) , } ||t E G x t d T G

t

t T

� � � (
�

�
1

2
||

"

#
$

%

&
'� 0 ,

÷òî è äîêàçûâàåò ïîëîæèòåëüíóþ îïðåäåëåííîñòü ôóíêöèîíàëà 
 � �( , , )t (ñì. (65)).
Äîêàæåì ï. á). Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå 	 � 0 è îïðåäåëèì ÷èñëî N èç óñëîâèÿ

k N

k kl

� �

�

! �
1 2
�

	
. (69)

Âûáåðåì � 	 � �� � � 
1

2
1 1

1( )l lN N� è äëÿ � � 0, à òàêæå �1 0� H , îïðåäå-

ëèì �1 0� èç íåðàâåíñòâà

P x y
t t

tsup
� �

�
�
�
�

��

�
�
�

��
� 


0 0
1 0 0 1|| || ,� � � (70)

äëÿ íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ñ íîðìîé || ||� �0 1� , y0 	Y.

Äàëåå, îïðåäåëèì �2
0

2
�

H
è íàéäåì �2 0� èç àíàëîãè÷íîãî óñëîâèÿ, à èìåííî

P x y
t t

tsup
� �

�
�
�
�

��

�
�
�

��
� 


0 0
2 0 0 1|| || ,� � � (71)

äëÿ || ||� �0 2� , y0 	Y.
Ïðîäîëæèì àíàëîãè÷íûì îáðàçîì âûáîð ÷èñåë � � �3 4, � �� N .
Èç âûáîðà � � �1 2, � �� N ñëåäóåò, ÷òî îíè íå çàâèñÿò îò t0 0� â ñèëó ðàâíî-

ìåðíîé óñòîé÷èâîñòè ïî âåðîÿòíîñòè.
Âûáðàâ � � � �� � �min { , }1 2 � N , ïðè || ||� �� ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó


 � � � � � � � � �( , , ) { ( || ( , , ; ) || ) , }t E G x t d

t

� �
�

� � � �
� � �

�

! !� � � 	l lk

k

N

k

k N

k k

1 1

. (72)

Òàêèì îáðàçîì, îöåíêà (72) äîêàçûâàåò ñóùåñòâîâàíèå áåñêîíå÷íî ìàëîãî
âûñøåãî ïðåäåëà äëÿ 
 (ñì. (ii)).

130 ISSN 1019-5262. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2018, òîì 54, ¹ 6



Äîêàæåì ï. â). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà L
� 0 ñíà÷àëà äîêàæåì íå-
ïðåðûâíîñòü ôóíêöèîíàëà 
 � �( , , )t . Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî èíòåãðàë
â (65) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ t, ,� �, âçÿòûõ èç îáëàñ-
òè (13). Ñëåäóåò âçÿòü ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî �� 0 è îïðåäåëèòü ÷èñëî m èç óñëîâèÿ

k m

k kl

� �

�

! �
1 2

�
�

.

Äàëåå, âçÿâ � � � �� � � 
1

2
1 1

1( )l lm m� , íàéäåì T ( )� èç óñëîâèÿ

P x t
H

mt T

sup
�

� � � � � � �
� �

� �
�

�
�
�

�
�
�
� 
|| ( , , ; ) || ,0

1
1

äëÿ �	/0 , � 	Y, t t� 0 .
Òîãäà ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêè

t T

E G x t d

�

�

� � �{ ( || ( , , ; ) || ) , }� � � � � � �

� � 	 	 �
�

�
�
��

�

�
t T

E G x t Y x
H

m
( || ( , , ; ) || ) , , || ||� � � � � � �/0

0

1

�
�
�

�d�

� � 	 	 �
�

�
�
��

�

�
t T

E G x t Y x
H

m
( || ( , , ; ) || ) , , || ||� � � � � � �/0

0

1

�
�
�

�d� � ,

÷òî è äîêàçûâàåò íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèîíàëà 
 � �( , , )t .
Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ( )( , , )L t
 � � , à èìåííî

( )( , , ) lim [ { ( , ( ), ) ,L t
t

E t t y t t x
t

t t
 � � 
 � �� � �
��

�
�

�
�

� �
0

1
} ( , , )]
 
 � �t . (73)

Ïîäñòàâèì âìåñòî 
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Äàëåå ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
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 , ÷òî äîêàçûâàåò îòðè-
öàòåëüíóþ îïðåäåëåííîñòü èíôèíèòåçèìàëüíîãî îïåðàòîðà.

Òåîðåìà 2 äîêàçàíà. �

ISSN 1019-5262. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2018, òîì 54, ¹ 6 131



ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ ñèñòåì ñëó÷àéíîé ñòðóêòóðû ñ ïîñëåäåéñòâèåì, èìåþ-
ùèõ òó èëè èíóþ âåðîÿòíîñòíóþ óñòîé÷èâîñòü, ñóùåñòâóþò ôóíêöèîíàëû Ëÿ-
ïóíîâà–Êðàñîâñêîãî ñ îïðåäåëåííûìè ñâîéñòâàìè.

Âèä ôóíêöèîíàëà 
 � �( , , )t çàäàí â âèäå èíòåãðàëà îò óñëîâíîãî ìàòåìàòè-
÷åñêîãî îæèäàíèÿ E G{ }� �, , ÷òî ÿâëÿåòñÿ íîâûì â òåîðèè óñòîé÷èâîñòè Ëÿïó-
íîâà äëÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñëó÷àéíîé ñòðóêòóðû. Âûáîð êîíêðåòíîãî âèäà
ôóíêöèîíàëà G( )� , ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ñòðîèòñÿ ôóíêöèîíàë Ëÿïóíîâà–Êðà-
ñîâñêîãî, ïîçâîëÿåò íàõîäèòü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷è-
âîñòè ñèëüíîãî ðåøåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñëó÷àéíîé ñòðóêòóðû (1), (2). Ïðè
ýòîì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ çàïèñûâàþòñÿ â âèäå íåðàâåíñòâ, ýòî äàåò âîçìîæ-
íîñòü îïðåäåëÿòü îáëàñòè èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ äëÿ ÄÑÑÑ è îáåñïå÷èâàòü äîñ-
òàòî÷íî ïðîäîëæèòåëüíóþ ðàáîòó ñèñòåìû áåç ðàçðóøåíèÿ.
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Àíîòàö³ÿ. Âñòàíîâëåíî, ùî äëÿ äèíàì³÷íèõ ñèñòåì âèïàäêîâî¿ ñòðóêòóðè ç³
ñê³í÷åííîþ ïåðåä³ñòîð³ºþ, ÿê³ ìàþòü âëàñòèâ³ñòü ò³º¿ ÷è ³íøî¿ éìîâ³ðí³ñíî¿
ñò³éêîñò³, ³ñíóþòü ôóíêö³îíàëè Ëÿïóíîâà–Êðàñîâñüêîãî ç ïåâíèìè âëàñòè-
âîñòÿìè.
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I.V. Yurchenko, V.K. Yasynskyy
THE EXISTENCE OF LYAPUNOV–KRASOVSKII FUNCTIONALS FOR STOCHASTIC
DIFFERENTIAL-FUNCTIONAL ITO–SKOROKHOD EQUATIONS UNDER THE CONDITION
OF THE SOLUTIONS STABILITY ON PROBABILITY WITH FINITE AFTEREFFECT

Abstract. In the paper, it is established that for dynamic systems of random
structure with finite prehistory and with the property of one or another probability
stability, there exist Lyapunov–Krasovskii functionals with definite properties.

Keywords: systems of random structure, aftereffect, stability, Lyapunov–Krasovskii
functionals.
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