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Àííîòàöèÿ. Ïðåäëîæåíû íîâûå èíåðöèîííûå àëãîðèòìû äëÿ ðåøåíèÿ
îïåðàòîðíûõ âêëþ÷åíèé ñ ìàêñèìàëüíûìè ìîíîòîííûìè îïåðàòîðàìè, äåéñòâó-
þùèìè â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Àëãîðèòìû îñíîâàíû íà èíåðöèîííîé
ýêñòðàïîëÿöèè è òðåõ èçâåñòíûõ ìåòîäàõ: àëãîðèòìå ðàñùåïëåíèÿ Öåíãà è
äâóõ ãèáðèäíûõ àëãîðèòìàõ äëÿ àïïðîêñèìàöèè íåïîäâèæíûõ òî÷åê íåðàñ-
òÿãèâàþùèõ îïåðàòîðîâ. Äîêàçàíû òåîðåìû î ñèëüíîé ñõîäèìîñòè ïîðîæ-
äåííûõ àëãîðèòìàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îïåðàòîðíîå âêëþ÷åíèå, ìàêñèìàëüíûé ìîíîòîííûé îïå-
ðàòîð, ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, èíåðöèîííûé ìåòîä, àëãîðèòì Öåíãà, ãèá-
ðèäíûé àëãîðèòì, ñèëüíàÿ ñõîäèìîñòü.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Òåîðèÿ ìîíîòîííûõ îïåðàòîðîâ — àêòèâíî ðàçâèâàþùååñÿ íàïðàâëåíèå ïðè-

êëàäíîãî íåëèíåéíîãî àíàëèçà [1]. Ìíîãèå àêòóàëüíûå çàäà÷è îáðàáîòêè äàí-

íûõ, èññëåäîâàíèÿ îïåðàöèé è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ èëè â áîëåå àáñòðàêòíîé ôîðìå îïåðàòîðíûõ âêëþ-

÷åíèé ñ ìîíîòîííûìè îïåðàòîðàìè [1] , äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðûõ ê íàñòîÿùåìó

âðåìåíè ïðåäëîæåíû è òåîðåòè÷åñêè îáîñíîâàíû ðàçëè÷íûå íàäåæíûå ÷èñ-

ëåííûå ìåòîäû [1–16]. Îäíàêî íå âñå âîïðîñû ðàçðàáîòàíû ñ èñ÷åðïûâàþùåé

ïîëíîòîé.

Îäíèì èç ýôôåêòèâíûõ ñïîñîáîâ óñêîðåíèÿ áàçîâûõ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ

ÿâëÿåòñÿ ââåäåíèå â ïðîöåññ èíåðöèè. Â âûïóêëîé îïòèìèçàöèè ïåðâûì ìåòîäîì

äàííîãî òèïà ñòàë øèðîêî èçâåñòíûé ìåòîä òÿæåëîãî øàðèêà Ïîëÿêà. Â ïîñëåä-

íåå âðåìÿ ýòîò ïðèåì ïðèîáðåë áîëüøóþ ïîïóëÿðíîñòü, ÷òî îòðàæåíî â ïóáëèêà-

öèÿõ [8–16]. Â ðàáîòå [12] ïðåäëîæåí è îáîñíîâàí èíåðöèîííûé ýêñòðàãðàäè-

åíòíûé ìåòîä äëÿ ðåøåíèÿ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ. Â [13] ïðèâåäåíû äâå

èíåðöèîííûå ìîäèôèêàöèè àëãîðèòìà Êðàñíîñåëüñêîãî–Ìàííà äëÿ àïïðîêñèìà-

öèè íåïîäâèæíûõ òî÷åê íåðàñòÿãèâàþùèõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â ãèëüáåð-

òîâîì ïðîñòðàíñòâå. Â ðàáîòàõ [14–16] äëÿ îïåðàòîðíûõ âêëþ÷åíèé ñ îïåðàòîðà-

ìè, èìåþùèìè âèä ñóììû ìàêñèìàëüíîãî ìîíîòîííîãî è îáðàòíî ñèëüíî ìîíî-

òîííîãî îïåðàòîðà, ïðåäëîæåíî è èçó÷åíî íåñêîëüêî âàðèàíòîâ èíåðöèîííûõ

ìîäèôèêàöèé êëàññè÷åñêîé forward-backward ñõåìû ðàñùåïëåíèÿ. Îäíàêî äëÿ

îïåðàòîðíûõ âêëþ÷åíèé ñ ìîíîòîííûìè è òîëüêî ëèïøèöåâûìè îïåðàòîðàìè

âìåñòî îáðàòíî ñèëüíî ìîíîòîííûõ ïîñëåäíèå ìåòîäû íå ðàáîòàþò. Öåëü ðàáî-

òû — ïîñòðîèòü ñèëüíî ñõîäÿùèåñÿ äëÿ òàêèõ âêëþ÷åíèé àëãîðèòìû.

Â äàííîé ñòàòüå äëÿ ðåøåíèÿ îïåðàòîðíûõ âêëþ÷åíèé ñ ìàêñèìàëüíûì ìîíî-

òîííûì è ìîíîòîííûì ëèïøèöåâûì îïåðàòîðàìè, äåéñòâóþùèìè â ãèëüáåðòîâîì

ïðîñòðàíñòâå, ïðåäëîæåíû äâà íîâûõ èíåðöèîííûõ àëãîðèòìà. Êàæäûé àëãîðèòì

ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðèçàöèåé èçâåñòíîé ñõåìû ðàñùåïëåíèÿ Öåíãà [2] ñ ââåäåííîé èíåð-

öèåé. Ðåãóëÿðèçàöèÿ îñóùåñòâëåíà ñîîòâåòñòâóþùèì ãèáðèäíûì ìåòîäîì ïîèñêà

íåïîäâèæíûõ òî÷åê íåðàñòÿãèâàþùèõ îïåðàòîðîâ [17, 18]. Äîêàçàíû òåîðåìû

î ñèëüíîé ñõîäèìîñòè ïîðîæäåííûõ àëãîðèòìàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ê ìåòðè÷åñ-

êîé ïðîåêöèè çàäàííîé òî÷êè íà ìíîæåñòâî ðåøåíèé îïåðàòîðíîãî âêëþ÷åíèÿ.
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ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Âñþäó äàëåå H — äåéñòâèòåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì

ïðîèçâåäåíèåì ( , )� � è ïîðîæäåííîé íîðìîé | | | |� . Äëÿ ìíîãîçíà÷íîãî îïåðàòîðà

A H H: � 2 èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

dom { }( ) :A x H Ax� � �� , A x H Ax	 � � �10 0{ }: .

Îòìåòèì, ÷òî ðåçîëüâåíòîé ìíîãîçíà÷íîãî îïåðàòîðà A H H: � 2 íàçûâàþò îïå-

ðàòîð J I A HA
H� 
 �	( ) :1 2 , ãäå I — åäèíè÷íûé îïåðàòîð [1]. Èçâåñòíî, ÷òî

â ñëó÷àå ìàêñèìàëüíîé ìîíîòîííîñòè îïåðàòîðà A ðåçîëüâåíòà JT ÿâëÿåòñÿ

îäíîçíà÷íûì, âñþäó çàäàííûì è òâåðäî íåðàñòÿãèâàþùèì (firmly non-

expansive) îïåðàòîðîì, à ìíîæåñòâî A	10 — çàìêíóòûì è âûïóêëûì (âîçìîæ-

íî, ïóñòûì) [1].

Ëåììà 1 [1]. Ïóñòü A H H: � 2 — ìàêñèìàëüíûé ìîíîòîííûé îïåðàòîð,

x, u H� . Òîãäà

( , )u v x y	 	 � 0 � �y Adom ( ), � � 
v Ay x A�dom ( ), u Ax� .

Ïóñòü òàêæå PC — îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ íà íåïóñòîå âûïóêëîå è çàìêíó-

òîå ìíîæåñòâî C H� , ò.å. P xC — åäèíñòâåííûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà C ñî ñâîéñòâîì

| | | | min | | | |P x x z xC
z C

	 � 	
�

. Èçâåñòíû ñëåäóþùèå êðèòåðèè ýëåìåíòà P xC [1]:

y P x y CC� 
 � , ( , )y x z y	 	 � 0 � �z C ;

y P x y CC� 
 � , | | | | | | | | | | | |y z x z y x	 � 	 	 	2 2 2 � �z C .

Çàìåòèì, ÷òî P JC NC
� , ãäå NC — íîðìàëüíûé êîíóñ ìíîæåñòâà C [1].

Ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó. Ïóñòü A H H: � — ìîíîòîííûé è ëèïøèöåâûé îïå-

ðàòîð ñ êîíñòàíòîé Ëèïøèöà L � 0, ïðè÷åì dom ( )A H� ; B H H: � 2 — ìàêñè-

ìàëüíûé ìîíîòîííûé îïåðàòîð. Îòìåòèì, ÷òî îïåðàòîð A B H H
 �: 2 ìàêñè-

ìàëüíî ìîíîòîííûé è dom dom( ) ( )A B B
 � . Ðàññìîòðèì îïåðàòîðíîå âêëþ÷å-

íèå

0� 
( )A B x . (1)

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè B NC� — íîðìàëüíûé êîíóñ çàìêíóòîãî âûïóêëîãî

ìíîæåñòâà C H� , òî çàäà÷à (1) ÿâëÿåòñÿ âàðèàöèîííûì íåðàâåíñòâîì: íàéòè òà-

êîé ýëåìåíò x C� , ÷òî ( , )Ax y x	 � 0 � �y C .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé âêëþ÷åíèÿ (1) íå ïóñòî, ò.å.

S A B� 
 ��	( ) 10 .

ÎÏÈÑÀÍÈÅ ÀËÃÎÐÈÒÌÎÂ

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñèëüíî ñõîäÿùèõñÿ àïïðîêñèìàöèé ðåøåíèé îïåðàòîðíîãî

âêëþ÷åíèÿ (1) ïðèâåäåì ñëåäóþùèå àëãîðèòìû.

Àëãîðèòì 1
Âûáèðàåì ýëåìåíòû x0 , x H1 � . Çàäàåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë

� n a b�[ , ], � �n �[ , ]0 , ãäå a b
L

, ,�
�

�
�

�

�
�0

1
, ��( , )0 1 . Ïîëàãàåì n �1.

Øàã 1. Âû÷èñëèòü

y x x xn n n n n� 
 	 	� ( )1 .
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Øàã 2. Âû÷èñëèòü

u y Ayn n n n� 	 � , v J un B nn
� � ,

w y u v Avn n n n n n� 	 
 	 � .

Øàã 3. Âû÷èñëèòü

x P xn C Qn n
 ��1 1,
ãäå

C z H w z y zn n n� � 	 � 	{ }:| | | | | | | | ,

Q z H x z x xn n n� � 	 	 �{ }: ( , )1 0 .

Ïîëîæèòü n n:� 
1 è ïåðåéòè íà øàã 1.

Àëãîðèòì 2
Âûáèðàåì ýëåìåíòû x0 , x H1 � . Çàäàåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë

� n a b�[ , ], � �n �[ , ]0 , ãäå a b
L

, ,�
�

�
�

�

�
�0

1
, ��( , )0 1 . Ïîëàãàåì n �1, C H1 � .

Øàã 1. Âû÷èñëèòü

y x x xn n n n n� 
 	 	� ( )1 .

Øàã 2. Âû÷èñëèòü

u y Ayn n n n� 	 � , v J un B nn
� � ,

w y u v Avn n n n n n� 	 
 	 � .

Øàã 3. Âû÷èñëèòü

x P xn Cn
 �

1 11

,
ãäå

C C z H w zn n n
 � � 	 �1
2

� { : | | | |

� 	 
 	 
 	 		 	| | | | | | | | ( , )}x z x x x z x xn n n n n n n n
2 2

1
2

12 2� � .

Ïîëîæèòü n n:� 
1 è ïåðåéòè íà øàã 1.

Çàìå÷àíèå 2. Àëãîðèòì 1 ðåàëèçóåò èäåþ èíåðöèîííîé ýêñòðàïîëÿöèè è ðå-

ãóëÿðèçàöèè ìåòîäà ðàñùåïëåíèÿ Öåíãà [2] ñ ïîìîùüþ ãèáðèäíîãî ìåòîäà [17] ,

à àëãîðèòì 2 — ìåòîäà [18].

Çàìå÷àíèå 3. Î÷åâèäíî, ÷òî îïðåäåëåííûå â àëãîðèòìàõ 1 è 2 ìíîæåñòâà

C Qn n� è Cn
1 âûïóêëûå è çàìêíóòûå. Äàëåå ïîêàçàíà èõ íåïóñòîòà è êîð-

ðåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ ýëåìåíòîâ xn .

Çàìå÷àíèå 4. Äëÿ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ çàìå÷àíèÿ 1 øàã 2 àëãîðèò-

ìîâ 1 è 2 èìååò âèä

v P y Ayn C n n n� 	( )� ,

w v Av Ayn n n n n� 	 	� ( ).

Çàìå÷àíèå 5. Âû÷èñëåíèå ìåòðè÷åñêîé ïðîåêöèè P xC Qn n� 1 â àëãîðèòìå 1

ìîæíî âûïîëíèòü ÿâíî [1].

Ñïðàâåäëèâî âàæíîå íåðàâåíñòâî, ñâÿçûâàþùåå ðàññòîÿíèÿ îò ïîðîæäåííûõ

àëãîðèòìàìè òî÷åê äî ìíîæåñòâà S .

Ëåììà 2. Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ( )yn , ( )vn è ( )wn , ïîðîæäåííûõ àëãî-

ðèòìîì 1 èëè àëãîðèòìîì 2, èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

| | | | | | | | ( )| | | |w z y z L y vn n n n n	 � 	 	 	 	2 2 2 2 21 � ,

ãäå z S� .
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Äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåíî â ìîíîãðàôèè [1] è ðàáîòàõ [2, 4, 5].

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó ñèëüíîé ñõîäèìîñòè àëãîðèòìîâ.

Ñõîäèìîñòü àëãîðèòìà 1. Âíà÷àëå óñòàíîâèì âàæíîå ñâîéñòâî ëîêàëèçà-

öèè ìíîæåñòâà ðåøåíèé îïåðàòîðíîãî âêëþ÷åíèÿ (1) ñ ïîìîùüþ ìíîæåñòâ

C Qn n� .

Ëåììà 3. Äëÿ âñåõ n�� èìååò ìåñòî âëîæåíèå

S C Qn n� � . (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü z S A B� � 
 	( ) 10. Èç íåðàâåíñòâà ëåììû 2 ñëåäóåò,

÷òî | | | | | | | |w z y zn n	 � 	 äëÿ âñåõ n��. Òàêèì îáðàçîì, S Cn� äëÿ âñåõ n�� .

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ïîêàæåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî n�� ñïðà-

âåäëèâî âëîæåíèå S C Qn n� � . Äëÿ n �1 èìååì Q Hn � . Ñëåäîâàòåëüíî,

S C Q� 1 1� . Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî k �� âûïîëíÿåòñÿ S C Qk k� � . Òîãäà ñóùåñ-

òâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà x C Qk k k
 �1 � òàêàÿ, ÷òî x P xk C Qk k
 �1 1� , îòêóäà ñëåäó-

åò ( , )x z x x
k k
 
	 	 �

1 1 1 0 � �z C Qk k� . Ïîñêîëüêó S C Qk k� � , èìååì S Qk� 
1.

Òàêèì îáðàçîì, S C Qk k� 
 
1 1� . Âëîæåíèå (2) äîêàçàíî äëÿ âñåõ n�� . �

Ëåììà 4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ( )xn , ( )yn , ( )vn è ( )wn îãðàíè÷åíû,

lim | | | | lim | | | | lim | | |
n

n n
n

n n
n

n nx x y x w x
��



�� ��


	 � 	 � 	1 1 | lim | | | | .� 	 �
��n

n nv y 0 (3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ( )xn è ( )yn

îãðàíè÷åíû. Èç x P xn C Qn n
 �1 1� âûòåêàåò | | | | | | | |x x z xn
 	 � 	1 1 1 � �z C Qn n� .

Ïîñêîëüêó P x S C QS n n1 � � � , èìååì

| | | | | | | |x x P x xn S
 	 � 	1 1 1 1 � �n � . (4)

Îòñþäà ñëåäóåò îãðàíè÷åííîñòü ( )xn è, åñòåñòâåííî, îãðàíè÷åííîñòü ( )yn .

Äîêàæåì, ÷òî

lim | | | |
n

n nx x
��


 	 �1 0 . (5)

Èç x C Q Qn n n n
 � �1 � è x P xn Qn
� 1 âûòåêàåò | | | | | | | |x x x xn n
 	 � 	1 1 1 � �n � .

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (| | | | )x xn 	 1 îãðàíè÷åííàÿ è íåóáûâàþùàÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,

ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë lim | | | |
n

nx x
��

	 1 . Òàê êàê x Qn n
 �1 , èìååì

( , )x x x xn n n	 	 �
1 1 0,

| | | | | | ( ) ( ) | |x x x x x xn n n n	 � 	 	 	 �
 
1
2

1 1 1
2

� 	 	 	 	 
 	 �
 
| | | | ( , ) | | | |x x x x x x x xn n n n1
2

1 1 1 1 1
22

� 	 	 	 	 	 	 � 	
 
 
| | | | | | | | ( , ) | |x x x x x x x x x xn n n n n n1 1
2

1
2

1 1 12 1
2

1
2| | | | | |	 	x xn ,

îòêóäà ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå (5).

Ïîñêîëüêó

| | | | | | | | | | | |y x x x x xn n n n n n n	 � 	 � 		 	� �1 1 ,

èìååì

lim | | | |
n

n ny x
��

	 � 0. (6)

Èç ôîðìóë (5) è (6) ñëåäóåò

lim | | | |
n

n ny x
��


	 �1 0 . (7)
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Ïîñêîëüêó x Cn n
 �1 , èìååì | | | | | | | |w x y xn n n n	 � 	
 
1 1 . Îòñþäà ïîëó÷àåì

îãðàíè÷åííîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ( )wn è, ñ ó÷åòîì (7), àñèìïòîòèêó

lim | | | |
n

n nw x
��


	 �1 0. (8)

Èñïîëüçóÿ ëåììó 2, ïîëó÷àåì

| | | |
| | | | | | | | (| | | | | |

y v
y z w z

L

y z
n n

n n

n

n	 �
	 	 	

	
�

	 	2
2 2

2 21 �

w z y z w z

L

n n n

n

	 	 
 	

	
�

| | )(| | | | | | | | )

1 2 2
�

�
	 
 	

	
	 �

(| | | | | | | | )
| | | |

y z w z

L
y wn n

n

n n
1 2 2

�

�
	 
 	

	
	 
 	
 


(| | | | | | | | )
(| | | | | | |

y z w z

L
y x x wn n

n

n n n n
1 2 2 1 1

�

| ) ,

ãäå z S� . Èç ôîðìóë (7) è (8) ñëåäóåò lim | | | |
n

n ny v
��

	 � 0 è îãðàíè÷åííîñòü ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè ( )vn . �

Ëåììà 5. Ñëàáûå ïðåäåëüíûå òî÷êè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ( )xn , ( )yn , ( )vn è

( )wn ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó S .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îãðàíè÷åííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ( )xn âûòåêàåò ñó-

ùåñòâîâàíèå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ( )xnk
, ñëàáî ñõîäÿùåéñÿ ê òî÷êå q H� . Ïî-

êàæåì, ÷òî q S� . Èç (3) ñëåäóåò

y qnk
� ñëàáî, v qnk

� ñëàáî, w qnk
� ñëàáî,

r
y v

Av Ayn
n n

n
n nk

k k

k

k k
�

	

 	 �

�
0, r A B vn nk k

� 
( ) .

Èìååì

( , )r p v yn nk k
	 	 � 0 � � 
y A Bdom ( ), � � 
p A B y( ) .

Ïîñëå ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ïîëó÷èì ( , )0 0	 	 �p q y � � 
y A Bdom ( ),

� � 
p A B y( ) . Ïîñêîëüêó îïåðàòîð A B
 ìàêñèìàëüíûé ìîíîòîííûé, ñîãëàñ-

íî ëåììå 1 èìååì 0� 
( )A B q. �

Ñôîðìóëèðóåì îäèí èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü A H H: � — ìîíîòîííûé è ëèïøèöåâûé îïåðàòîð ñ êîí-

ñòàíòîé Ëèïøèöà L � 0, ïðè÷åì dom ( )A H� , B H H: � 2 — ìàêñèìàëüíûé ìîíî-

òîííûé îïåðàòîð è S A B� 
 ��	( ) 10 . Òîãäà ïîðîæäåííàÿ àëãîðèòìîì 1 ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü ( )xn ñèëüíî ñõîäèòñÿ ê ýëåìåíòó P x
A B( )
 	10 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ( )xnk
ñëàáî ñõîäèòñÿ ê ýëå-

ìåíòó w H� . Èçâåñòíî, ÷òî w S A B� � 
 	( ) 10. Äëÿ P x
A B( )
 	10 1 èç ñëàáîé ïîëó-

íåïðåðûâíîñòè ñíèçó íîðìû è íåðàâåíñòâà (4) ñëåäóåò

| | | | | | | | lim | | | |
( )

x P x x w x x
A B

k
nk1 0 1 1 11	 � 	 � 	 �



��

	

� 	 � 	
�� 
 	lim | | | | | | | |

( )k
n A B

x x x P x
k1 1 0 11 .

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíî lim | | | | | | | | | | | |
( )k

n A B
x x x w x P x

k�� 

	 � 	 � 	 	1 1 1 0 11 , îòêó-

äà x w P xn A Bk
� �


 	( ) 10 1. Ñëåäîâàòåëüíî, x P xn A B
�


 	( ) 10 1. �
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Çàìå÷àíèå 6. Â ñèëó (3) ïîëó÷àåì y P xn A B
�


 	( ) 10 1, v P xn A B
�


 	( ) 10 1 è

w P xn A B
�


 	( ) 10 1.

Äàëåå óñòàíîâèì ñèëüíóþ ñõîäèìîñòü àëãîðèòìà 2.

Ñõîäèìîñòü àëãîðèòìà 2. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü A H H: � — ìîíîòîííûé è ëèïøèöåâûé îïåðàòîð ñ êîí-

ñòàíòîé Ëèïøèöà L � 0, ïðè÷åì dom ( )A H� , B H H: � 2 — ìàêñèìàëüíûé ìî-

íîòîííûé îïåðàòîð è S A B� 
 ��	( ) 10 . Òîãäà ïîðîæäåííûå àëãîðèòìîì 2 ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè ( )xn , ( )yn , ( )vn è ( )wn ñèëüíî ñõîäÿòñÿ ê ýëåìåíòó P x
A B( )
 	10 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ z S� è ïîðîæäåííûõ àëãîðèòìîì 2 ïîñëåäîâàòåëüíîñ-

òåé èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

| | | | | | | | ( )| | | |w z y z L y vn n n n n	 � 	 	 	 	2 2 2 2 21 � . (9)

Ïîêàæåì, ÷òî àëãîðèòì 2 ïîðîæäàåò ìîíîòîííóþ öåïî÷êó âëîæåíèé

H C C C S A Bn� � � � � � � 
 	
1 2

10� � ( ) .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî S A B Cn� 
 �	( ) 10 . Äëÿ z S� èç íåðàâåíñòâà (9) âûòåêàåò

| | | | | | | | | | ( ) | |w z y z x x x zn n n n n n	 � 	 � 
 	 	 �	
2 2

1
2

�

� 	 
 	 	 �	| | | | ( , )x z x x y zn n n n n
2

12�

� 	 
 	 	 
 	 	 �	 	| | | | ( , ) ( , )x z x x y x x x x zn n n n n n n n n n
2

1 12 2� �

� 	 
 	 
 	 		 	| | | | | | | | ( , )x z x x x x x zn n n n n n n n
2 2

1
2

12 2� � ,

îòêóäà S C Cn n� �
1 .

Ïîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå êîíå÷íîãî ïðåäåëà lim | | | |
n

nx x
��

	 1 . Ïîñêîëüêó

x P xn Cn
� 1, S Cn� , äëÿ âñåõ z S� èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

| | | | | | | | | | | |x z x z x xn n	 � 	 	 	2
1

2
1

2 ,

oòêóäà | | | | | | | |x x x zn 	 � 	1 1 . Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (| | | | )x xn 	 1 îãðàíè÷åíà ñâåðõó.

Ïîñêîëüêó C Cn n
 �1 , èìååì | | | | | | | |x x x xn n
 	 � 	1 1 1 . Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü (| | | | )x xn 	 1 îãðàíè÷åíà ñâåðõó è íåóáûâàþùàÿ, ïîýòîìó ñóùåñòâó-

åò êîíå÷íûé ïðåäåë lim | | | |
n

nx x
��

	 1 .

Ïîêàæåì ôóíäàìåíòàëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ( )xn . Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

m�� ñ ó÷åòîì C Cn m n
 � èìååì

| | | | | | | | | | | | | | |x x x P x x x x xn m n n m C n m nn
 
 
	 � 	 � 	 	 	2
1

2
1

2
1 |2 ,

oòêóäà ñëåäóåò ôóíäàìåíòàëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ( )xn . Òàêèì îáðàçîì,

x q Hn � � ïðè n � � .

Î÷åâèäíî, ÷òî lim | | | |
n

n nx x
��


 	 �1 0. Ïîñêîëüêó

| | | | | | | | | | | |y x x x x xn n n n n n n	 � 	 � 		 	� �1 1 ,
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èìååì lim | | | |
n

n ny x
��

	 � 0. Êðîìå òîãî, lim | | | |
n

n ny x
��


	 �1 0. Òàê êàê xn
 �1

� �
C Cn n1 , èìååì

| | | | | | | | | | | |y w y x x wn n n n n n	 � 	 
 	 �
 
1 1

� 	 
 	 
 	 
 	
 
 	| | | | | | | | | | | | (y x x x x x xn n n n n n n n n1 1
2 2

1
22 2� � x x xn n n
 		 �1 1, )

� 	 
 	 
 	 

 
 	| | | | | | | | | | | | | |y x x x x x xn n n n n n n n n1 1
2 2

1
22 2� � 	 	 �
 	x x xn n n1 1 0| | | | | | .

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî (9), ïîëó÷àåì

| | | |
| | | | | | | | (| | | | | |

y v
y z w z

L

y z
n n

n n

n

n	 �
	 	 	

	
�

	 	2
2 2

2 21 �

w z y z w z

L

n n n

n

	 	 
 	

	
�

| | )(| | | | | | | | )

1 2 2
�

�
	 
 	

	
	 �

(| | | | | | | | )
| | | |

y z w z

L
y wn n

n

n n
1

0
2 2

�

,

ãäå z S� . Ñëåäîâàòåëüíî, èìååì y qn � , w qn � è v qn � ïðè n � � .

Ïîêàæåì, ÷òî q S� . Èìååì

( )A B vn
 � r
y v

Av Ayn
n n

n
n n�

	

 	 �

�
0.

Âñëåäñòâèå ìîíîòîííîñòè A B
 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

( , )r p v yn n	 	 � 0 � � 
y A Bdom ( ), � � 
p A B y( ) .

Ïîñëå ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ïîëó÷èì

( , )0 0	 	 �p q y � � 
y A Bdom ( ), � � 
p A B y( ) .

Ïîñêîëüêó îïåðàòîð A B
 ìàêñèìàëüíûé ìîíîòîííûé, ñîãëàñíî ëåììå 1 èìå-

åì 0� 
( )A B q, ò.å. q S� . Òàê êàê x P xn Cn
� 1 è S Cn� , èìååì

( , )x x z xn n	 	 �1 0 � �z S . (10)

Âûïîëíèâ â íåðàâåíñòâå (10) ïðåäåëüíûé ïåðåõîä, ïîëó÷èì ( , )q x z q	 	 �1 0

� �z S , ò.å. q P x
A B

�

 	( ) 10 1. �

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíà ïðîáëåìà ðåøåíèÿ îïåðàòîðíûõ âêëþ÷åíèé

0� 
( )A B x ,

ãäå îïåðàòîð A H H: � ìîíîòîííûé è ëèïøèöåâûé, à B H H: � 2 ìàêñèìàëü-

íûé ìîíîòîííûé. Ïðåäëîæåíû äâà íîâûõ èíåðöèîííûõ àëãîðèòìà àïïðîêñè-

ìàöèè ìåòðè÷åñêîé ïðîåêöèè çàäàííîé òî÷êè íà ìíîæåñòâî ðåøåíèé îïå-

ðàòîðíîãî âêëþ÷åíèÿ. Êàæäûé èç ýòèõ àëãîðèòìîâ ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðèçàöèåé ñõå-

ìû ðàñùåïëåíèÿ Öåíãà [2] ñ ââåäåííîé èíåðöèåé. Ðåãóëÿðèçàöèÿ îñóùåñòâëå-

íà ñ ïîìîùüþ ñîîòâåòñòâóþùåãî ãèáðèäíîãî ìåòîäà ïîèñêà íåïîäâèæíûõ òî-

÷åê íåðàñòÿãèâàþùèõ îïåðàòîðîâ [17, 18]. Äîêàçàíû òåîðåìû î ñèëüíîé ñõîäè-

ìîñòè ïîðîæäåííûõ àëãîðèòìàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Óñëîâèå � n a b L� �[ , ] ( , / )0 1 â àëãîðèòìàõ íå âñåãäà êîíñòðóêòèâíî è èìååò

ñêîðåå òåîðåòè÷åñêîå çíà÷åíèå. Íà ïðàêòèêå âåëè÷èíó � n ìîæíî ïîëó÷èòü
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äðîáëåíèåì ïðîèçâîëüíîé íà÷àëüíîé âåëè÷èíû � � 0 çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ.

Íàïðèìåð,

j n j
AJ I A y Ay

J I A

j

j

B
j

n n

B
j

( ) min :
| | ( ) | |

| | (
� �

	 	

	
0 ��

��

��

�� ) | |
,

,( )

y yn n

j

n
j n

	
�

�
�
�

��

�
�
�

 �

�

�

�
��

�
�
�

� �

�

� ��

ãäå � � 0, ��( , )0 1 , ��( , )0 1 — çàäàííûå ïàðàìåòðû [2, 19, 20]. Èñïîëüçóÿ ðàñ-

ñóæäåíèÿ ðàáîò [19, 20], ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü êîððåêòíîñòü ïðàâèëà âûáîðà � n

è áåç ïðåäïîëîæåíèÿ î ãëîáàëüíîé ëèïøèöåâîñòè îïåðàòîðà A. Çàìåòèì, ÷òî

â ýòîé ñõåìå äðîáëåíèÿ íåîáõîäèìî âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ êîìïîçèöèé

( ) ( )I B I Aj j
 		
�� ��

1 , ÷òî ìîæåò îòðàçèòüñÿ íà îáùåé âû÷èñëèòåëüíîé ýô-

ôåêòèâíîñòè ìåòîäà.
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Àíîòàö³ÿ. Çàïðîïîíîâàíî íîâ³ ³íåðö³éí³ àëãîðèòìè äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ îïåðà-
òîðíèõ âêëþ÷åíü ç ìàêñèìàëüíèìè ìîíîòîííèìè îïåðàòîðàìè, ùî ä³þòü
ó ã³ëüáåðòîâîìó ïðîñòîð³. Àëãîðèòìè ãðóíòóþòüñÿ íà ³íåðö³éí³é åêñòðàïî-
ëÿö³¿ òà òðüîõ â³äîìèõ ìåòîäàõ: àëãîðèòì³ ðîçùåïëåííÿ Öåíãà ³ äâîõ
ã³áðèäíèõ àëãîðèòìàõ äëÿ àïðîêñèìàö³¿ íåðóõîìèõ òî÷îê íåðîçòÿãóâàëüíèõ
îïåðàòîð³â. Äîâåäåíî òåîðåìè ïðî ñèëüíó çá³æí³ñòü ïîðîäæåíèõ àëãîðèòìà-
ìè ïîñë³äîâíîñòåé.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: îïåðàòîðíå âêëþ÷åííÿ, ìàêñèìàëüíèé ìîíîòîííèé îïåðà-
òîð, ã³ëüáåðòîâèé ïðîñò³ð, ³íåðö³éíèé ìåòîä, àëãîðèòì Öåíãà, ã³áðèäíèé àë-
ãîðèòì, ñèëüíà çá³æí³ñòü.

V.V. Semenov
INERTIAL HYBRID SPLITTING METHODS FOR OPERATOR INCLUSION PROBLEMS

Abstract. In this paper, new algorithms are proposed to solve operator inclusion
problems with maximal monotone operators acting in a Hilbert space.
The algorithms are based on inertial extrapolation and three well-known
methods: Tseng forward-backward splitting algorithm and two hybrid algorithms
for approximation of fixed points of nonexpansive operators. Theorems on the
strong convergence of the sequences generated by the algorithms are proved.

Keywords: operator inclusion problem, maximal monotone operator, Hilbert
space, inertial method, Tseng algorithm, hybrid algorithm, strong convergence.
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