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Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåí óëüòðàáûñòðûé êëåòî÷íûé ìåòîä óìíîæåíèÿ ìàòðèö,
êîòîðûé îïåðèðóåò êëåòî÷íûìè ïîäìàòðèöàìè, âçàèìîäåéñòâóåò ñ èçâåñòíûìè
êëåòî÷íûìè ìåòîäàìè óìíîæåíèÿ ìàòðèö è ìèíèìèçèðóåò âû÷èñëèòåëüíóþ
ñëîæíîñòü ïîëó÷åííûõ íà èõ îñíîâå êëåòî÷íûõ àíàëîãîâ èçâåñòíûõ àëãîðèò-
ìîâ óìíîæåíèÿ ìàòðèö íà 12.5 %. Âçàèìîäåéñòâèå óëüòðàáûñòðîãî ìåòîäà
ñ îáúåäèíåííûì êëåòî÷íûì ìåòîäîì ïîçâîëÿåò äîñòè÷ü íàèâûñøèé ïî ñðàâíå-
íèþ ñ èçâåñòíûìè êëåòî÷íûìè ìåòîäàìè ïðîöåíò ìèíèìèçàöèè (45.2 %) ìóëü-
òèïëèêàòèâíîé, àääèòèâíîé è îáùåé ñëîæíîñòåé èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ óìíî-
æåíèÿ ìàòðèö. Îöåíêà âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè óëüòðàáûñòðîãî ìåòîäà äàíà
íà ïðèìåðàõ ïîëó÷åíèÿ êëåòî÷íûõ àíàëîãîâ òðàäèöèîííîãî àëãîðèòìà óìíîæå-
íèÿ ìàòðèö.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ëèíåéíàÿ àëãåáðà, êëåòî÷íûå ìåòîäû, ñåìåéñòâî êëåòî÷-
íûõ ìåòîäîâ óìíîæåíèå ìàòðèö, êëåòî÷íûå àíàëîãè àëãîðèòìîâ óìíîæåíèÿ
ìàòðèö.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ïåðåõîä ê êðóïíîìàñøòàáíîìó ïàðàëëåëèçìó íà óðîâíå êëåòî÷íûõ îïåðàöèé

ïðèâîäèò ê äîñòèæåíèþ âûñîêîé ñòåïåíè ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ âû÷èñëåíèé, çà-

ãðóæåííîñòè îáîðóäîâàíèÿ, áîëåå âûãîäíîãî ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó îáúåìîì âû-

÷èñëåíèé è íàêëàäíûìè ðàñõîäàìè íà èõ îðãàíèçàöèþ [1]. Êëåòî÷íûå ìåòîäû

ðåøåíèÿ çàäà÷ ïðîèçâîëüíûõ ðàçìåðíîñòåé ÷àùå èñïîëüçóþòñÿ â ëèíåéíîé àë-

ãåáðå, ãäå îäíîé èç áàçîâûõ ÿâëÿåòñÿ îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèö. Â íàñòîÿ-

ùåå âðåìÿ ðàçðàáîòàíî ñåìåéñòâî êëåòî÷íûõ ìåòîäîâ óìíîæåíèÿ ìàòðèö [2–5],

ê êîòîðîìó îòíîñÿòñÿ áûñòðûå è ãèáðèäíûå êëåòî÷íûå ìåòîäû, ïîçâîëÿþùèå

âàðüèðîâàòü ðàçìåð êëåòêè è ïîëó÷àòü êëåòî÷íûå àíàëîãè èçâåñòíûõ àëãîðèò-

ìîâ óìíîæåíèÿ ìàòðèö ñ ìèíèìèçèðîâàííûìè ìóëüòèïëèêàòèâíîé, àääèòèâíîé

è îáùåé ñëîæíîñòÿìè.

Áûñòðûå êëåòî÷íûå ìåòîäû óìíîæåíèÿ ìàòðèö ïîðÿäêà n r� �2 1� �( ) [2]

è n r� �3 1� �( ) [4] îïåðèðóþò ÷èñëîâûìè ( )r r� -êëåòêàìè è èñïîëüçóþò â êà÷åñò-

âå âíóòðåííèõ èçâåñòíûå àëãîðèòìû óìíîæåíèÿ ìàòðèö, ìèíèìèçèðóÿ èõ ìóëü-

òèïëèêàòèâíóþ, àääèòèâíóþ è îáùóþ ñëîæíîñòè ñîîòâåòñòâåííî íà 12.5 è 15 %.

Ê ãèáðèäíûì êëåòî÷íûì ìåòîäàì óìíîæåíèÿ ìàòðèö îòíîñÿòñÿ äâà ñìåøàí-

íûõ [3, 4] è îáúåäèíåííûé [5], ÿâëÿþùèåñÿ ãèáðèäàìè äâóõ è òðåõ ìåòîäîâ.

Â ñìåøàííîì êëåòî÷íîì ìåòîäå óìíîæåíèÿ ìàòðèö ïîðÿäêà n rq� �2 � (q �1,

� �1) [3] îáúåäèíåíû ðåêóðñèâíûé ìåòîä Øòðàññåíà [6] è áûñòðûé êëåòî÷íûé

ìåòîä óìíîæåíèÿ ìàòðèö [2], âçàèìîäåéñòâèå êîòîðûõ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü êëå-

òî÷íûå àíàëîãè èçâåñòíûõ ìàòðè÷íûõ àëãîðèòìîâ ñ ìèíèìèçèðîâàííûìè

íà 25 % ìóëüòèïëèêàòèâíîé, àääèòèâíîé è îáùåé ñëîæíîñòÿìè. Â ñìåøàííîì

êëåòî÷íîì ìåòîäå óìíîæåíèÿ ìàòðèö ïîðÿäêà n r qq� � �3 1� ( , � �1) [4] ñî÷åòà-

þòñÿ ðåêóðñèâíûé ìåòîä Ëåéäåðìàíà [7] è áûñòðûé êëåòî÷íûé ìåòîä óìíîæå-

íèÿ ìàòðèö [4], âçàèìîäåéñòâèå êîòîðûõ ïðèâîäèò ê ìèíèìèçàöèè óïîìÿíóòûõ

ñëîæíîñòåé ìàòðè÷íûõ àëãîðèòìîâ íà 28%. Îáúåäèíåííûé êëåòî÷íûé ìåòîä

óìíîæåíèÿ ìàòðèö ïîðÿäêà n r qq� � � �2 3 0 1� � �( , , � �1) [5] ÿâëÿåòñÿ ãèáðè-

äîì òðåõ ìåòîäîâ: ðåêóðñèâíûõ ìåòîäîâ Øòðàññåíà, Ëåéäåðìàíà è áûñòðîãî

êëåòî÷íîãî ìåòîäà óìíîæåíèÿ ìàòðèö [4]. Âçàèìîäåéñòâèå ýòèõ ìåòîäîâ îáåñïå-

÷èâàåò ìèíèìèçàöèþ ìóëüòèïëèêàòèâíîé, àääèòèâíîé è îáùåé ñëîæíîñòåé

ìàòðè÷íûõ àëãîðèòìîâ íà 37 %.
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Öåëüþ íàñòîÿùåé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ îïòèìèçàöèÿ âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè
èçâåñòíûõ êëåòî÷íûõ ìåòîäîâ óìíîæåíèÿ ìàòðèö. Ðàññìàòðèâàåòñÿ óëüòðà-
áûñòðûé êëåòî÷íûé ìåòîä óìíîæåíèÿ ìàòðèö, ïîçâîëÿþùèé âàðüèðîâàòü íå
òîëüêî ïîðÿäîê ÷èñëîâîé êëåòêè, íî è ïîðÿäîê êëåòî÷íîé ïîäìàòðèöû, íà êîòî-
ðûå äåêîìïîçèðóþòñÿ èñõîäíûå ìàòðèöû, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü
â êà÷åñòâå âíóòðåííèõ ìåòîäîâ ïåðå÷èñëåííûå ðàíåå êëåòî÷íûå ìåòîäû óìíîæå-
íèÿ ìàòðèö è ìèíèìèçèðîâàòü íà 12.5 % âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü ïîëó÷àå-
ìûõ íà èõ îñíîâå êëåòî÷íûõ àíàëîãîâ èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ óìíîæåíèÿ ìàòðèö.
Ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñ îáúåäèíåííûì êëåòî÷íûì ìåòîäîì óìíîæåíèÿ ìàòðèö [5]
íîâûé ìåòîä ïî ñðàâíåíèþ ñ èçâåñòíûìè êëåòî÷íûìè ìåòîäàìè îáåñïå÷èâàåò
íàèâûñøèé ïðîöåíò ìèíèìèçàöèè (45.2 %) ìóëüòèïëèêàòèâíîé, àääèòèâíîé è
îáùåé ñëîæíîñòåé êëåòî÷íûõ àíàëîãîâ ìàòðè÷íûõ àëãîðèòìîâ. Îöåíêà âû÷èñ-
ëèòåëüíîé ñëîæíîñòè ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà äàíà íà ïðèìåðå ïîëó÷åíèÿ êëåòî÷-
íûõ àíàëîãîâ òðàäèöèîííîãî àëãîðèòìà óìíîæåíèÿ ìàòðèö.

ÓËÜÒÐÀÁÛÑÒÐÛÉ ÊËÅÒÎ×ÍÛÉ ÌÅÒÎÄ ÓÌÍÎÆÅÍÈß ( )4 4� �� -ÌÀÒÐÈÖ

Óëüòðàáûñòðûé ìåòîä ÿâëÿåòñÿ âíåøíèì ìåòîäîì, îïåðèðóþùèì êëåòî÷íûìè

ïîäìàòðèöàìè è ïîçâîëÿþùèì âàðüèðîâàòü èõ ïîðÿäîê. Â êà÷åñòâå âíóòðåí-

íèõ ìåòîäîâ èñïîëüçóþòñÿ èçâåñòíûå êëåòî÷íûå ìåòîäû, ïðèíàäëåæàùèå ñå-

ìåéñòâó êëåòî÷íûõ ìåòîäîâ óìíîæåíèÿ ìàòðèö [2–5]. Ïîðÿäîê ÷èñëîâîé ïîä-

ìàòðèöû � çàâèñèò îò âûáðàííîãî âíóòðåííåãî êëåòî÷íîãî ìåòîäà è ìîæåò

ïðèíèìàòü ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ: � � 2 3� �r r, , 2q r� � , 3q r� � , 2 3� �� q r, ãäå

� �1, q �1, � � 0, r — ïîðÿäîê ÷èñëîâîé êëåòêè, çàâèñÿùèé îò âûáðàííîãî äëÿ

êàæäîãî êëåòî÷íîãî ìåòîäà âíóòðåííåãî àëãîðèòìà, â êà÷åñòâå êîòîðîãî èñ-

ïîëüçóþòñÿ èçâåñòíûå àëãîðèòìû óìíîæåíèÿ ìàòðèö, îïåðèðóþùèå ÷èñëàìè.

Ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 1 è 2 èñõîäíûå ìàòðèöû A è B ïîðÿäêà n � 4� äå-

êîìïîçèðóþòñÿ íà ÷èñëîâûå êëåòêè Aij è Bij çàäàííîãî ïîðÿäêà r, â ðåçóëüòàòå

÷åãî îáðàçóþòñÿ êëåòî÷íûå ( )m m� -ìàòðèöû ïðè m n r� / , � � m / 4, i j, �
1 2, , ,� m . Êàæäàÿ ïîëó÷åííàÿ êëåòî÷íàÿ ìàòðèöà A è B ïîðÿäêà m ðàçáèâàåòñÿ

íà 16 ðàâíûõ êëåòî÷íûõ ïîäìàòðèö Aij
�� è Bij

�� çàäàííîãî ïîðÿäêà �, ãäå íèæíèå

èíäåêñû i j, , ,�1 4� ïîêàçûâàþò ìåñòî ýòèõ ïîäìàòðèö â ïîëíîé ( )m m� -ìàòðè-

öå, à âåðõíèå èíäåêñû �� — ÷èñëî ìàòðè÷íûõ ñòðîê è ñòîëáöîâ óêàçàííûõ ïîä-
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ìàòðèö. Åñëè â êà÷åñòâå âíóòðåííèõ ìåòîäîâ èñïîëüçóþòñÿ ãèáðèäíûå êëåòî÷-

íûå ìåòîäû [3–5], òî êàæäàÿ êëåòî÷íàÿ ( )� �� -ïîäìàòðèöà äîïîëíèòåëüíî ðàçáè-

âàåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ êëåòî÷íîé ñòðóêòóðîé ýòèõ ìåòîäîâ. Ïðîèçâåäåíèåì

êëåòî÷íûõ ìàòðèö A è B ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà C , ïðåäñòàâëåííàÿ íà ðèñ. 3 è èìåþ-

ùàÿ àíàëîãè÷íóþ êàæäîìó ñîìíîæèòåëþ êëåòî÷íóþ ñòðóêòóðó.

Óëüòðàáûñòðûé êëåòî÷íûé ìåòîä óìíîæåíèÿ ìàòðèö, îïåðèðóþùèé êëåòî÷-

íûìè ïîäìàòðèöàìè ïîðÿäêà �, ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ýòàïîâ.

Ýòàï 1. Âû÷èñëÿåì ñóììû êëåòî÷íûõ ( )� �� -ïîäìàòðèö X X1 20, ..., è

Y Y1 20, ... , ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì:
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Ýòàï 2. Âû÷èñëÿåì ìàòðè÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ P 1, P P2 56, ... , , äëÿ ðåàëèçà-

öèè êàæäîãî èç êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ èçâåñòíûå êëåòî÷íûå ìåòîäû óìíîæåíèÿ

ìàòðèö [2–5]:

P X Y P X Y1 1 1 2 2 3� �, , P X Y P X Y3 1 2 4 2 4� �, , P X Y P X Y5 3 1 6 4 3� �, ,

P X Y P X Y7 3 2 8 4 4� �, , P X B P X B9 5
11

10 6
31

� ��� ��, , P X B11 5
13

� �� ,

P X B12 6
33

� �� , P X B P X B13 7
11

14 8
31

� ��� ��, , P X B P X B15 7
13

16 8
33

� ��� ��, ,

P A Y P A Y17
11

5 18
13

7� ��� ��, , P A Y P A Y19
11

6 20
13

8� ��� ��, , P A Y21
31

5� �� ,

P A Y22
33

7� �� , P A Y P A Y23
31

6 24
33

8� ��� ��, , P A Y P A Y25
22

9 26
24

11� ��� ��, ,

P A Y P A Y27
22

10 28
24

12� ��� ��, , P A Y P A Y29
42

9 30
44

11� ��� ��, , P A Y31
42

10� �� ,(2)

P A Y32
44

12� �� , P X B P X B33 9
22

34 10
42

� ��� ��, , P X B P X B35 9
24

36 10
44

� ��� ��, ,

P X B P X B37 11
22

38 12
42

� ��� ��, , P X B P X B39 11
24

40 12
44

� ��� ��, , P X Y41 13 13� ,

P X Y42 14 13� , P X Y P X Y43 13 14 44 14 16� �, , P X Y P X Y45 15 13 46 16 15� �, ,

P X Y P X Y47 15 14 48 16 16� �, , P X Y P X Y49 17 17 50 18 19� �, , P X Y51 17 18� ,

P X Y52 18 20� , P X Y P X Y53 19 17 54 20 19� �, ,

P X Y P X Y55 19 18 56 20 20� �, .

Ýòàï 3. Îïåðèðóÿ êëåòêàìè ïîðÿäêà r, âû÷èñëÿåì ïðîìåæóòî÷íûå ìàòðè÷-

íûå ñóììû Z kij
k ( , , , )�1 2 28� ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì:

Z P P Z P P Z P P Zij ij ij ij ij ij ij ij ij ij
1 1 2 2 3 4 3 5 6 4� � � � � � �, , , P P Z P Pij ij ij ij ij

7 8 5 9 10� � �, ,

Z P P Z P P Z P Pij ij ij ij ij ij ij ij ij
6 11 12 7 13 14 8 15 16� � � � � �, , , ,Z P P Z P Pij ij ij ij ij ij

9 17 18 10 19 20� � � � ,

Z P P Z P P Z P Pij ij ij ij ij ij ij ij i
11 21 22 12 23 24 13 25� � � � � �, , j ij ij ijZ P P26 14 27 28, ,� �

Z P Pij ij ij
15 29 30� � , Z P P Z P P Z P Pij ij ij ij ij ij ij ij i

16 31 32 17 33 34 18 35� � � � � �, , j
36 , (3)

Z P P Z P Pij ij ij ij ij ij
19 37 38 20 39 40� � � �, , Z P P Z P Pij ij ij ij ij ij

21 41 42 22 43 44� � � �, ,

Z P Pij ij ij
23 45 46� � , Z P P Z P Pij ij ij ij ij ij

24 47 48 25 49 50� � � �, ,

Z P P Z P P Z P Pij ij ij ij ij ij ij ij i
26 51 52 27 53 54 28 55� � � � � �, , j

56 ,

ãäå i j, , , ,�1 2 � �.

Ýòàï 4. Âû÷èñëÿåì ðåçóëüòèðóþùèå êëåòî÷íûå ( )� �� -ïîäìàòðèöû Cij
��

( , , , , )i j �1 2 4� :

C Z Z Z Z
11

1 13 17 25�� � � � � , C Z Z
12

9 17�� � � , C Z Z Z Z
13

2 14 18 26�� � � � � ,

C Z Z
14

10 18�� � � , C Z Z
21

5 13�� � � , C Z Z Z Z
22

1 5 9 21�� � � � � , C Z Z
23

6 14�� � � ,
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C Z Z Z Z
24

2 6 10 22�� � � � � , C Z Z Z Z
31

3 15 19 27�� � � � � , C Z Z
32

11 19�� � � , (4)

C Z Z Z Z
33

4 16 20 28�� � � � � , C Z Z
34

12 20�� � � , C Z Z
41

7 15�� � � ,

C Z Z Z Z
42

3 7 11 23�� � � � � , C Z Z
43

8 16�� � � , C Z Z Z Z
44

4 8 12 24�� � � � � .

Îïåðèðóÿ ( )r r� -êëåòêàìè, âû÷èñëÿåì ðåçóëüòèðóþùèå ìàòðèöû Cij ñîãëàñ-

íî (4) ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì:

C Z Z Z Zij ij ij ij ij� � � �1 13 17 25 , C Z Zi j ij ij, �� � �9 17 , C Z Z Z Zi j ij ij ij ij, 2
2 14 18 26

�� � � � � ,

C Z Zi j ij ij, 3
10 18

�� � � , C Z Zi j ij ij�� � �,
5 13 , C Z Z Z Zi j ij ij ij ij� �� � � � � �,

1 5 9 21,

C Z Zi j ij ij� �� � � �, 2
6 14 , C Z Z Z Zi j ij ij ij ij� �� � � � � �, 3

2 6 10 22 ,

C Z Z Z Zi j ij ij ij ij2
3 15 19 27

�� � � � �, , C Z Zi j ij ij2
11 19

� �� � � �, ,

C Z Z Z Zi j ij ij ij ij2 2
4 16 20 28

� �� � � � � �, , C Z Zi j ij ij2 3
12 20

� �� � � �, ,

C Z Zi j ij ij3
7 55

�� � �, , C Z Z Z Zi j ij ij ij ij3
3 7 11 23

� �� � � � � �, ,

C Z Zi j ij ij3 2
8 16

� �� � � �, , C Z Z Z Zi j ij ij ij ij3 3
4 8 12 24

� �� � � � � �, ,

ãäå i j, , , ,�1 2 � �.

ÎÖÅÍÊÀ ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÎÉ ÑËÎÆÍÎÑÒÈ ÓËÜÒÐÀÁÛÑÒÐÎÃÎ ÊËÅÒÎ×ÍÎÃÎ
ÌÅÒÎÄÀ ÓÌÍÎÆÅÍÈß ÌÀÒÐÈÖ

Îöåíèì îïåðàöèîííóþ ñëîæíîñòü ðàññìîòðåííîãî ìåòîäà (1)–(4) íà ïðèìåðàõ

åãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ èçâåñòíûìè êëåòî÷íûìè ìåòîäàìè, ïðèíàäëåæàùèìè ñå-

ìåéñòâó êëåòî÷íûõ ìåòîäîâ óìíîæåíèÿ ìàòðèö, äëÿ êîòîðûõ â êà÷åñòâå âíóò-

ðåííåãî àëãîðèòìà, îïåðèðóþùåãî ÷èñëàìè, âûáèðàåì òðàäèöèîííûé àëãîðèòì

óìíîæåíèÿ ìàòðèö, òðåáóþùèé r 3ñêàëÿðíûõ îïåðàöèé óìíîæåíèÿ è ( )r r3 2�

ñêàëÿðíûõ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ (r — ïîðÿäîê êëåòêè).

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì âçàèìîäåéñòâèå óëüòðàáûñòðîãî ìåòîäà (1)–(4)

ñ áûñòðûì êëåòî÷íûì ìåòîäîì óìíîæåíèÿ ìàòðèö ïîðÿäêà � � �2 1� �r ( ) [2], íà

îñíîâå êîòîðîãî ïîëó÷åí êëåòî÷íûé àíàëîã òðàäèöèîííîãî àëãîðèòìà óìíîæå-

íèÿ ìàòðèö ñî ñëåäóþùèìè çíà÷åíèÿìè ìóëüòèïëèêàòèâíîé, àääèòèâíîé è îá-

ùåé ñëîæíîñòåé:

	 Wì

 � 0.875 � 3 îïåðàöèé óìíîæåíèÿ;

	 Wà

 � 0.875 � �3 22 75� . îïåðàöèé ñëîæåíèÿ;

	 Wîáù

 � 1.75 � 3 � 2.75 � 2 îïåðàöèé óìíîæåíèÿ/ñëîæåíèÿ.

Ïðè âçàèìîäåéñòâèè äâóõ óïîìÿíóòûõ ìåòîäîâ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ è àääè-

òèâíàÿ ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé (2), ò.å. ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ 56 ìàòðè÷íûõ ïðî-

èçâåäåíèé P P P1 2 56, , ... , , äëÿ ðåàëèçàöèè êîòîðûõ èñïîëüçóåòñÿ áûñòðûé êëå-

òî÷íûé ìåòîä, îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

W W
n

ì ì
( ) . . . .2 3

3

56 56 0 875 56 0 875
4

0 875 0 8� � � � �
�

�



�

�
� � �
 � 75 0 7653 3n n� . îïå-

ðàöèé óìíîæåíèÿ;
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W W
n

à à
( ) ( . . ) . .2 3 2

3

56 56 0 875 2 75 56 0 875
4

2� � � � �

�



�

�
� �
 � � 75

4
0 765

2
3n

n
�

�



�

�
�

�

�
�
�

�

�
�
�

� �.

�9 625 2. n îïåðàöèé ñëîæåíèÿ.

Ïðè âû÷èñëåíèè ìàòðè÷íûõ âûðàæåíèé (1), (3) è (4) íåîáõîäèìû ñîîòâåò-

ñòâåííî 40 2� , 28 2� è 32 2� ìàòðè÷íûõ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ, äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ

âíóòðåííèé àëãîðèòì òðåáóåò r 2ñêàëÿðíûõ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ. Ñóììàðíàÿ àääè-
òèâíàÿ ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèé (1), (3) è (4), îïðåäåëÿåìàÿ êîëè÷åñòâîì ñêàëÿðíûõ
îïåðàöèè ñëîæåíèÿ, ñîñòàâëÿåò

W W W W r rà
(1), (3), (4)

à
(1)

à
(3)

à
(4)� � � � � � � �40 28 322 2 2 2� � � �2 2 2 2100� � � �r r

�
�

�



�

�
� � �

�

�



�

�
� � �100

4
100

4
6 25

2
2

2
2 2m

r
n

r
r n. îïåðàöèé ñëîæåíèÿ.

Ñëåäîâàòåëüíî, íà îñíîâå óëüòðàáûñòðîãî êëåòî÷íîãî ìåòîäà (1)–(4) ïðè
âçàèìîäåéñòâèè ñ áûñòðûì êëåòî÷íûì ìåòîäîì óìíîæåíèÿ ìàòðèö ïîðÿäêà
� � 2�r [2] ïîëó÷àåì êëåòî÷íûé àíàëîã òðàäèöèîííîãî àëãîðèòìà ñî ñëåäóþùè-
ìè çíà÷åíèÿìè ìóëüòèïëèêàòèâíîé, àääèòèâíîé è îáùåé ñëîæíîñòåé:

	 W W nì ì� �
( )

.
2 30 765 îïåðàöèé óìíîæåíèÿ;

	 W W W n n nà à à� � � � � �( ) ( ), ( ), ( ) . . . .2 1 3 4 3 2 20 765 9 625 6 25 0 765 15 8753 2n n� . îïå-

ðàöèé ñëîæåíèÿ;

	 W W W n n n n nîáù ì à� � � � � � �0 765 0 765 15 875 1 53 15 8753 3 2 3. . . . . 2 îïåðàöèé

óìíîæåíèÿ/ñëîæåíèÿ.
Òàêèì îáðàçîì, óëüòðàáûñòðûé ìåòîä (1)–(4) ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñ áûñ-

òðûì êëåòî÷íûì ìåòîäîì [2] îáåñïå÷èâàåò ìèíèìèçàöèþ ìóëüòèïëèêàòèâíîé
ñëîæíîñòè òðàäèöèîííîãî àëãîðèòìà óìíîæåíèÿ ìàòðèö íà 23.5 % ïðè âñåõ çíà-

÷åíèÿõ n, à òàêæå àääèòèâíîé è îáùåé ñëîæíîñòåé ïðè n � 104 , êîãäà ñëîæíîñòü

O O( ) ( )n n2 3�� . Îòìåòèì, ÷òî ïðè n �104ñëîæíîñòü O( )n2 â çíà÷åíèÿõ àääèòèâ-

íîé è îáùåé ñëîæíîñòåé ñîñòàâëÿåò ñîîòâåòñòâåííî 0.2 % è 0.1 % ñëîæíîñòè

O( )n3 . Àíàëîãè÷íî ðàññ÷èòûâàåòñÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü êëåòî÷íûõ àíà-

ëîãîâ äðóãèõ èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ.

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì âçàèìîäåéñòâèå óëüòðàáûñòðîãî ìåòîäà (1)–(4) ñ îäíèì

èç èçâåñòíûõ ãèáðèäíûõ êëåòî÷íûõ ìåòîäîâ, à èìåííî ñ îáúåäèíåííûì êëåòî÷íûì

ìåòîäîì óìíîæåíèÿ ìàòðèö ïîðÿäêà � � �2 3� �q r [5], íà îñíîâå êîòîðîãî ïîëó÷åí

êëåòî÷íûé àíàëîã òðàäèöèîííîãî àëãîðèòìà óìíîæåíèÿ ìàòðèö ñî ñëåäóþùèìè

çíà÷åíèÿìè ìóëüòèïëèêàòèâíîé, àääèòèâíîé è îáùåé ñëîæíîñòåé:

	 Wì

 � 0.627 � 3 îïåðàöèé óìíîæåíèÿ;

	 Wà

 � 0.627 � �3 260 66� . îïåðàöèé ñëîæåíèÿ;

	 Wîáù � �1 254 60 663 2. .� � îïåðàöèé óìíîæåíèÿ/ñëîæåíèÿ.

Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ è àääèòèâíàÿ ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé (2) ñîîòâåòñòâåí-

íî ñîñòàâëÿþò:

W W
n

ì ì
( ) . . . .2 3

3

56 56 0 627 56 0 627
4

0 875 0 6� � � � �
�

�



�

�
� � �
 � 27 0 5483 3n n� . îïåðà-

öèé óìíîæåíèÿ;

W W
n

à à
( ) ( . . ) .2 3 2

3

56 56 0 627 60 66 56 0 627
4

6� � � �
�

�



�

�
� �
 � � 0 66

4

2

.
n�

�



�

�
�

�

�

�
�

�

�

�
�

�

� � � � � �0 875 0 627 60 66 3 5 0 548 212 313 2 3 2. . . . . .n n n n îïåðàöèé ñëîæåíèÿ.

Ñîãëàñíî ðàñ÷åòàì ïðèìåðà 1 àääèòèâíàÿ ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèé (1), (3), (4)

ñîñòàâëÿåò
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W W W W r rà à à à
( ), ( ), ( ) ( ) ( ) ( )1 3 4 1 3 4 2 2 2 240 28 32� � � � � � � �� � � �2 2 2 2 2100 6 25� � � �r r n.

îïåðàöèé ñëîæåíèÿ. Òîãäà ñóììàðíàÿ àääèòèâíàÿ ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèé (1)–(4)

ñîñòàâëÿåò:

W W W n n nà à à� � � � � �( ) ( ), ( ), ( ) . . . .2 1 3 4 3 2 20 5 48 212 31 6 25 0 548 218 563 2n n� . îïå-

ðàöèé ñëîæåíèÿ.

Ñëåäîâàòåëüíî, êëåòî÷íîé àíàëîã òðàäèöèîííîãî àëãîðèòìà óìíîæåíèÿ ìàò-

ðèö, ïîëó÷åííûé íà îñíîâå óëüòðàáûñòðîãî êëåòî÷íîãî ìåòîäà (1)–(4), èìååò

ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé, àääèòèâíîé è îáùåé ñëîæíîñòåé:

	 W W nì ì� �( ) .2 30 548 îïåðàöèé óìíîæåíèÿ;

	 W W n nà à� � �( ), ( ), ( ), ( ) . .1 2 3 4 3 20 548 218 56 îïåðàöèé ñëîæåíèÿ;

	 W W W n n n nîáù ì à� � � � � � �0 548 0 548 218 56 1 096 218 563 3 2 3. . . . . n2 îïåðà-

öèé óìíîæåíèÿ/ñëîæåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñ îáúåäèíåííûì êëåòî÷íûì ìåòîäîì ðàñ-

ñìîòðåííûé ìåòîä (1)–(4) îáåñïå÷èâàåò ìèíèìèçàöèþ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñëîæ-

íîñòè òðàäèöèîííîãî àëãîðèòìà óìíîæåíèÿ ìàòðèö íà 45.2 % ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ n,

à òàêæå àääèòèâíîé è îáùåé ñëîæíîñòåé ïðè n � 105 , êîãäà ñëîæíîñòü

O O( ) ( )n n2 3�� . Îòìåòèì, ÷òî ïðè n �105 ñëîæíîñòü O( )n2 â çíà÷åíèÿõ àääèòèâ-

íîé è îáùåé ñëîæíîñòåé ñîñòàâëÿåò ñîîòâåòñòâåííî 0.3 % è 0.1 % ñëîæíîñòè O( )n3 .

Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé, àääèòèâíîé è îáùåé ñëîæ-

íîñòåé êëåòî÷íûõ àíàëîãîâ òðàäèöèîííîãî àëãîðèòìà, ïîëó÷àåìûõ íà îñíîâå ìåòî-

äà (1)–(4) ïðè åãî âçàèìîäåéñòâèè ñî âñåìè ìåòîäàìè èç ñåìåéñòâà êëåòî÷íûõ ìåòî-

äîâ óìíîæåíèÿ ìàòðèö, à òàêæå ïðîöåíò ìèíèìèçàöèè âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè

èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ óìíîæåíèÿ ìàòðèö (íà ïðèìåðå òðàäèöèîííîãî àëãîðèòìà).

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â ðàáîòå ïîñòðîåí óëüòðàáûñòðûé êëåòî÷íûé ìåòîä óìíîæåíèÿ ìàòðèö, êîòî-

ðûé îïåðèðóåò êëåòî÷íûìè ïîäìàòðèöàìè, âàðüèðóÿ èõ ïîðÿäîê, è âçàèìîäåé-
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Ò à á ë è ö à 1

Õàðàêòåðèñòèêè êëåòî÷íûõ àíàëîãîâ òðàäèöèîííîãî àëãîðèòìà,
ïîëó÷åííûõ íà îñíîâå óëüòðàáûñòðîãî êëåòî÷íîãî ìåòîäà

Âíóòðåííèå ìåòîäû

Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü (÷èñëî îïåðàöèé) Ìèíèìèçàöèÿ

ìóëüòèïëèêà-

òèâíîé,

àääèòèâíîé

è îáùåé ñëîæ-

íîñòåé, %

Ìóëüòèïëè-

êàòèâíàÿ

Wì

Àääèòèâíàÿ Wà Îáùàÿ Wîáù

Áûñòðûé êëåòî÷íûé ìåòîä

óìíîæåíèÿ ìàòðèö ïîðÿäêà

� � 2 �r [2]

� 0.765 n3 � 0.765 n3 � 15.9 n2 � 1.530 n3 � 15.9 n2
23.5

Áûñòðûé êëåòî÷íûé ìåòîä

óìíîæåíèÿ ìàòðèö ïîðÿäêà

� � 3 �r [4]

� 0.743 n3 � 0.743 n3 � 35.4 n2 � 1.486 n3 � 35.4 n2
25.7

Ñìåøàííûé êëåòî÷íûé

ìåòîä óìíîæåíèÿ ìàòðèö

ïîðÿäêà � � �2q r� [3]

� 0.667 n3 � 0.667 n3� 38.8 n2 � 1.334 n3� 38.8 n2
33.3

Ñìåøàííûé êëåòî÷íûé

ìåòîä óìíîæåíèÿ ìàòðèö

ïîðÿäêà � � �3q r� [4]

� 0.630 n3 � 0.630 n3� 118.9 n2 � 1.260 n3� 118.9 n2
37

Îáúåäèíåííûé êëåòî÷íûé

ìåòîä óìíîæåíèÿ ìàòðèö

ïîðÿäêà � � � �2 3� �q r [5]

� 0.548 n3 � 0.548 n3� 218.5 n2 � 1.096 n3� 218.5 n2
45.2



ñòâóåò ñ èçâåñòíûìè êëåòî÷íûìè ìåòîäàìè óìíîæåíèÿ ìàòðèö, ìèíèìèçèðóÿ

íà 12.5 % ìóëüòèïëèêàòèâíóþ, àääèòèâíóþ è îáùóþ ñëîæíîñòè êëåòî÷íûõ

àíàëîãîâ èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ óìíîæåíèÿ ìàòðèö, ïîëó÷àåìûõ íà èõ îñíîâå.

Íîâûé ìåòîä ðàñøèðÿåò ñåìåéñòâî êëåòî÷íûõ ìåòîäîâ óìíîæåíèÿ ìàòðèö,

äàåò âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü íàèâûñøèé ïî ñðàâíåíèþ ñ èçâåñòíûìè ìåòîäàìè

ïðîöåíò ìèíèìèçàöèè (45.2 %) ìóëüòèïëèêàòèâíîé, àääèòèâíîé è îáùåé ñëîæ-

íîñòåé èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ óìíîæåíèÿ ìàòðèö, äîïóñêàåò ñâîáîäó â âûáîðå

ìàñøòàáà ïàðàëëåëèçìà, õîðîøî àäàïòèðóåòñÿ ê êðóïíîìàñøòàáíîé ïàðàëëåëüíîé

îáðàáîòêå è îòêðûâàåò íîâûå âîçìîæíîñòè äëÿ îïòèìèçàöèè âû÷èñëèòåëüíîé

ñëîæíîñòè èçâåñòíûõ êëåòî÷íûõ ìåòîäîâ óìíîæåíèÿ ìàòðèö.
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Ë.Ä. ªëôiìîâà
ÓËÜÒÐÀØÂÈÄÊÈÉ ÊË²ÒÈÍÍÈÉ ÌÅÒÎÄ ÌÍÎÆÅÍÍß ÌÀÒÐÈÖÜ

Àíîòàöiÿ. Ðîçãëÿíóòî óëüòðàøâèäêèé êë³òèííèé ìåòîä ìíîæåííÿ ìàòðèöü,
ÿêèé îïåðóº êë³òèííèìè ï³äìàòðèöÿìè, âçàºìîä³º ç â³äîìèìè êë³òèííèìè ìå-
òîäàìè ìíîæåííÿ ìàòðèöü òà ì³í³ì³çóº îá÷èñëþâàëüíó ñêëàäí³ñòü îòðèìàíèõ
íà ¿õí³é îñíîâ³ êë³òèííèõ àíàëîã³â â³äîìèõ àëãîðèòì³â ìíîæåííÿ ìàòðèöü
íà 12.5 %. Âçàºìîä³ÿ óëüòðàøâèäêîãî ìåòîäó ç îá’ºäíàíèì êë³òèííèì ìåòî-
äîì ìíîæåííÿ ìàòðèöü çàáåçïå÷óº íàéâèùèé ïîð³âíÿíî ç â³äîìèìè êë³òèííè-
ìè ìåòîäàìè â³äñîòîê ì³í³ì³çàö³¿ (45.2 %) ìóëüòèïë³êàòèâíî¿, àäèòèâíî¿ òà
çàãàëüíî¿ ñêëàäíîñò³ â³äîìèõ àëãîðèòì³â ìíîæåííÿ ìàòðèöü. Îö³íêó îá÷èñ-
ëþâàëüíî¿ ñêëàäíîñò³ óëüòðàøâèäêîãî ìåòîäó íàâåäåíî íà ïðèêëàäàõ îòðè-
ìàííÿ êë³òèííèõ àíàëîã³â òðàäèö³éíîãî àëãîðèòìó ìíîæåííÿ ìàòðèöü.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ë³í³éíà àëãåáðà, êë³òèíí³ ìåòîäè, ñ³ì’ÿ êë³òèííèõ ìåòîä³â
ìíîæåííÿ ìàòðèöü, êë³òèíí³ àíàëîãè àëãîðèòì³â ìíîæåííÿ ìàòðèöü.

L.D. Jelfimova
AN ULTRAFAST CELLULAR METHOD OF MATRIX MULTIPLICATION

Abstract. The author considers the ultrafast cellular method of matrix
multiplication, which operates by cellular submatrices, interacts with well-known
matrix multiplication cellular methods, and minimizes by 12.5% the computational
complexity of cellular analogs of well-known matrix multiplication algorithms
derived on their basis. The interaction of the ultrafast cellular method with
the unified cellular method of matrix multiplication provides the highest
(in comparison with well-known methods) percentage (equal to 45.2%) of
minimizing of the multiplicative, additive, and overall complexities of the
well-known matrix multiplication algorithms. The computational complexity
of the ultrafast method is estimated using the models of getting cellular analogs
of the traditional matrix multiplication algorithm.

Keywords: linear algebra, cellular methods, family of cellular methods of matrix
multiplication, cellular analogs of matrix multiplication algorithms.
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