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Àííîòàöèÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ äèñêðåòíûõ íåêîððåêòíûõ çàäà÷ ìåòîäîì ñëó÷àé-
íîãî ïðîåöèðîâàíèÿ èññëåäîâàíû ñìåùåíèå è äèñïåðñèÿ îøèáêè, âîçíèêàþ-
ùèå âñëåäñòâèå óñðåäíåíèÿ ïî ðåàëèçàöèÿì ñëó÷àéíîé ìàòðèöû. Ïîëó÷åíà
îöåíêà âåêòîðà âõîäà, ïîçâîëÿþùàÿ çíà÷èòåëüíî ïîâûñèòü òî÷íîñòü ðåøå-
íèÿ òàêèõ çàäà÷ ìåòîäîì ñëó÷àéíîãî ïðîåöèðîâàíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèñêðåòíàÿ íåêîððåêòíàÿ çàäà÷à, ñëó÷àéíîå ïðîåöèðîâà-
íèå, óñðåäíåíèå ïî ñëó÷àéíûì ìàòðèöàì.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ðåøåíèå íåêîððåêòíûõ çàäà÷ àêòóàëüíî äëÿ ìíîãèõ îáëàñòåé íàóêè è òåõíèêè.
Äèñêðåòíûå íåêîððåêòíûå çàäà÷è (ÄÍÇ) âîçíèêàþò, íàïðèìåð, ïðè äèñêðåòè-
çàöèè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé â òàêèõ îáëàñòÿõ, êàê ñïåêòðîìåòðèÿ, ãðàâè-
ìåòðèÿ, ìàãíèòîìåòðèÿ, ýëåêòðîðàçâåäêà è äð. [1–3].

Â ñëó÷àå ëèíåéíîé ÄÍÇ ìàòðèöà, ìîäåëèðóþùàÿ íåêîòîðóþ èçìåðèòåëüíóþ
ñèñòåìó, âûïîëíÿåò ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå âõîäíîãî âåêòîðà â âûõîäíîé. Äëÿ
ÄÍÇ õàðàêòåðíî, ÷òî âûõîäíîé âåêòîð ñîäåðæèò øóì è ðÿä ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë
ìàòðèöû ïëàâíî ñïàäàåò ê íóëþ. Ïðè ýòîì ðåøåíèå (îöåíêà âõîäíîãî âåêòîðà)
ñ èñïîëüçîâàíèåì îáðàùåíèÿ ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì è
íåòî÷íûì. Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ íåóñòîé÷èâîñòè è ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè ðåøåíèÿ èñ-
ïîëüçóþò ìåòîäû ðåãóëÿðèçàöèè [3–5]. Îäíàêî ðàçðàáîòêà ýôôåêòèâíûõ óñòîé-
÷èâûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ÄÍÇ ïî-ïðåæíåìó àêòóàëüíà.

Â ðàçðàáàòûâàåìîì àâòîðîì ìåòîäå ðåøåíèÿ ÄÍÇ íà îñíîâå ñëó÷àéíîãî
ïðîåöèðîâàíèÿ [6–8] íà òî÷íîñòü ðåøåíèÿ îêàçûâàþò âëèÿíèå äâå ñëó÷àéíûå âå-
ëè÷èíû (ñ.â.): àääèòèâíûé øóì â âûõîäíîì âåêòîðå è ãàóññîâà ñëó÷àéíàÿ ìàòðè-
öà, âûïîëíÿþùàÿ ñëó÷àéíîå ïðîåöèðîâàíèå. Â ðàáîòàõ [9, 10] ïîêàçàíî, ÷òî ñó-
ùåñòâóåò îïòèìàëüíûé ðàçìåð ñëó÷àéíîé ìàòðèöû, îáåñïå÷èâàþùèé ìèíèìóì
îøèáêè ðåøåíèÿ ïðè çàäàííîì óðîâíå øóìà.

Ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî ïðè óñðåäíåíèè
ïî ðåàëèçàöèÿì ñëó÷àéíîé ìàòðèöû çàâèñèìîñòü îøèáêè ðåøåíèÿ îò ðàçìåðà
ìàòðèöû ñãëàæèâàåòñÿ, ÷èñëî ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ óìåíüøàåòñÿ. Ïîëàãàåì,
÷òî ýòî ïîìîæåò ðàçðàáàòûâàòü áîëåå ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû ïîèñêà áëèçêîãî
ê îïòèìàëüíîìó ðàçìåðà ñëó÷àéíîé ìàòðèöû.

Â ðàáîòàõ [9–12] ïðîâåäåíî àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå îøèáêè ðåøåíèÿ
ÄÍÇ, ãäå âíà÷àëå âûäåëåíû ñîñòàâëÿþùèå îøèáêè, îäíà èç êîòîðûõ ñîäåðæèò
øóì â âûõîäíîì âåêòîðå, äðóãàÿ íå ñîäåðæèò øóìà, à çàòåì ïðîâåäåíî óñðåäíå-
íèå ïî ðåàëèçàöèÿì øóìà è óñðåäíåíèå ïî ðåàëèçàöèÿì ñëó÷àéíîé ìàòðèöû. Ïî-
ëó÷åííûå òàêèì îáðàçîì âûðàæåíèÿ ïîçâîëÿþò èññëåäîâàòü ñîñòàâëÿþùèå
îøèáêè è ÿâëÿþòñÿ îñíîâîé äëÿ ïîñòðîåíèÿ êðèòåðèÿ âûáîðà ðàçìåðà ñëó÷àéíîé
ìàòðèöû, áëèçêîãî ê îïòèìàëüíîìó.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ âûäåëèòü ñîñòàâëÿþùèå îøèáêè ðåøåíèÿ,
ïîÿâëÿþùèåñÿ âñëåäñòâèå óñðåäíåíèÿ ïî ðåàëèçàöèÿì ñëó÷àéíîé ìàòðèöû, à çà-
òåì óñðåäíèòü ïî ðåàëèçàöèÿì øóìà â âûõîäíîì âåêòîðå. Ýòî äåëàåò áîëåå íà-
ãëÿäíûìè èñòî÷íèêè îøèáêè ðåøåíèÿ è ïîçâîëÿåò ïîâûñèòü òî÷íîñòü ðåøåíèÿ
ÄÍÇ ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäîì ñëó÷àéíîãî ïðîåöèðîâàíèÿ.
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1. ÐÅØÅÍÈÅ ÄÍÇ ÌÅÒÎÄÎÌ ÑËÓ×ÀÉÍÎÃÎ ÏÐÎÅÖÈÐÎÂÀÍÈß

Âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ ïðåîáðàçîâàíèå âåêòîðà x îïèñûâàåòñÿ
ëèíåéíîé ìîäåëüþ âèäà

b Ax� � � , (1)

ãäå èçâåñòíû ìàòðèöà A �� �N N è âåêòîð b��N (b b� �0 � , b Ax0 � ).

Êîìïîíåíòû âåêòîðà øóìà � ��N — ðåàëèçàöèè íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí (ñ.â.), èìåþùèõ ãàóññîâî ðàñïðåäåëåíèå ñ íóëåâûì ñðåäíèì è äèñïåðñè-

åé � 2 . Òðåáóåòñÿ îöåíèòü âåêòîð x ��N .

Áóäåì ñ÷èòàòü A ìàòðèöåé, ìîäåëèðóþùåé íåêîòîðóþ ëèíåéíóþ èçìåðèòåëüíóþ
ñèñòåìó è âûïîëíÿþùåé ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå âåêòîðà x â âåêòîð b. Ñîîòâåòñòâåí-
íî áóäåì íàçûâàòü íåèçâåñòíûé âåêòîð x âõîäíûì, à èçâåñòíûé âåêòîð b — âûõîäíûì.

Äàëåå ðàçðàáàòûâàåòñÿ ïîäõîä, îñíîâàííûé íà îòûñêàíèè ìèíèìóìà îøèáêè
ðåøåíèÿ ÄÍÇ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñëó÷àéíîãî ïðîåöèðîâàíèÿ (RP), îáåñïå÷èâàþùèé
óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ. Ñëó÷àéíîå ïðîåöèðîâàíèå ÿâëÿåòñÿ ðàçíîâèäíîñòüþ ìåòî-
äîâ ôîðìèðîâàíèÿ íåéðîñåòåâûõ ðàñïðåäåëåííûõ ïðåäñòàâëåíèé [13–20].

Äëÿ ðåøåíèÿ íà îñíîâå ýòîãî ïîäõîäà îáå ÷àñòè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (1)

óìíîæèì íà ìàòðèöó R k
k N�� � , ýëåìåíòû êîòîðîé — ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû ñ ãàóññîâûì ðàñïðåäåëåíèåì, íóëåâûì ñðåäíèì è åäèíè÷íîé
äèñïåðñèåé. Ïîëó÷èì óðàâíåíèå

R Ax R bk k�
è îöåíêó âõîäíîãî âåêòîðà

x R A R b� �� ( )k k , (2)

ãäå ( )R Ak
� — ïñåâäîîáðàòíàÿ ìàòðèöà. Îòìåòèì, ÷òî ïîñëåäíÿÿ øèðîêî èñ-

ïîëüçóåòñÿ â èññëåäîâàíèÿõ íåéðîííûõ ñåòåé [21–23].

Îøèáêà âîññòàíîâëåíèÿ âõîäíîãî âåêòîðà x åñòü

eR � � �| | | |x x 2 . (3)

Äëÿ îòûñêàíèÿ k, îáåñïå÷èâàþùåãî çíà÷åíèå îøèáêè ðåøåíèÿ, áëèçêîå ê ìè-
íèìàëüíîìó, ðàçðàáîòàí ïîäõîä, ðàññìîòðåííûé â [9, 10]. Ïîëó÷åíû íåðàâåíñòâà,
õàðàêòåðèçóþùèå çíà÷åíèå k, ïðè êîòîðîì îøèáêà ìèíèìàëüíà.

Ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå [10] ïîêàçàëî, ÷òî îïòèìàëüíûå ðàçìåð-
íîñòè ìîäåëè (êîëè÷åñòâî ñòðîê ìàòðèöû R k ) äëÿ îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ âõîä-
íîãî âåêòîðà è îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ íåçàøóìëåííîãî âûõîäíîãî âåêòîðà
áëèçêè. Ïîýòîìó çàâèñèìîñòü îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ íåçàøóìëåííîãî âûõîä-
íîãî âåêòîðà îò ðàçìåðíîñòè ìîäåëè ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ
îïòèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè ìîäåëè.

Â ðàáîòå [10] ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè óñðåäíåíèè ïî ðåàëèçàöèÿì
ñëó÷àéíîé ìàòðèöû çàâèñèìîñòü îøèáêè ðåøåíèÿ îò ðàçìåðà ìàòðèöû ñãëàæèâàåò-
ñÿ, ÷èñëî ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ óìåíüøàåòñÿ. Â öåëÿõ èññëåäîâàíèÿ âëèÿíèÿ
óñðåäíåíèÿ ïî ðåàëèçàöèÿì ñëó÷àéíîé ìàòðèöû íà çàâèñèìîñòü îøèáêè îò ðàçìåðà
ìàòðèöû óñðåäíåíèå (íàõîæäåíèå ì.î.) áûëî ïðîâåäåíî àíàëèòè÷åñêè [11, 12] è ïî-
ëó÷åíî ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ îøèáêè ðåøåíèÿ ÄÍÇ:

E {E { }} trT T T T
R R k ke� �� � �x x x US D U x UD U2 2 ( ) , (4)

ãäå S è U — ìàòðèöû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ äëÿ A ,
Dk — äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, çíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ êîòîðîé ïîäðîáíåå ðàññìîò-
ðåíû äàëåå.

Ïðè âû÷èñëåíèè ì.î. ïî ñëó÷àéíûì ìàòðèöàì äëÿ îøèáêè (4) âíà÷àëå ãðóï-
ïèðîâàëèñü ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå âåêòîð øóìà, è ñëàãàåìûå, íå ñîäåðæàùèå
åãî (ñòîõàñòè÷åñêàÿ è äåòåðìèíèðîâàííàÿ ñîñòàâëÿþùèå îøèáêè e e eR Rs Rd� � ),
çàòåì âû÷èñëÿëîñü ì.î. ïî âåêòîðàì øóìà E { } E { }� �e e eR Rs Rd� � , è äëÿ ïîëó-
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÷åííîãî âûðàæåíèÿ âû÷èñëÿëîñü ì.î. ïî ðåàëèçàöèÿì ñëó÷àéíîé ìàòðèöû
E {E { }}R Re� . Òàêîé ïîäõîä ê ðàçëîæåíèþ îøèáêè íà ñîñòàâëÿþùèå íå ïîçâîëèë
âûÿâèòü ïîëåçíóþ ñòðóêòóðó îøèáêè: ñìåùåíèå è äèñïåðñèÿ îøèáêè, ïîÿâëÿþ-
ùèåñÿ âñëåäñòâèå óñðåäíåíèÿ ïî ðåàëèçàöèÿì ñëó÷àéíîé ìàòðèöû, íå âûðàæåíû
ÿâíî è ïîýòîìó íå àíàëèçèðîâàëèñü.

Ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ îøèáêè â òàêîì âèäå, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ïðåäëî-
æèòü ìåòîä ðåøåíèÿ ÄÍÇ ñ óìåíüøåííîé îøèáêîé îòíîñèòåëüíî ìåòîäà ñëó÷àé-
íîãî ïðîåöèðîâàíèÿ [8–10].

2. ÑÌÅÙÅÍÈÅ È ÄÈÑÏÅÐÑÈß ÎØÈÁÊÈ ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈß ÂÕÎÄÍÎÃÎ ÂÅÊÒÎÐÀ
ÏÐÈ ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÈ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÎÆÈÄÀÍÈß ÏÎ ÑËÓ×ÀÉÍÛÌ ÌÀÒÐÈÖÀÌ

Ïîëó÷èì ñîñòàâëÿþùèå ñìåùåíèÿ è äèñïåðñèè ïðè óñðåäíåíèè îøèáêè (3) ïî
ðåàëèçàöèÿì ñëó÷àéíîé ìàòðèöû R k . Âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûì ïðèå-
ìîì [24–26] äëÿ âûäåëåíèÿ ñîñòàâëÿþùèõ îøèáêè: ïðèáàâèì è âû÷òåì óñðåä-

íåííóþ îöåíêó x *

eR � � � � �| | | |x x x x 2, (5)

ãäå x x� �E { }R — çíà÷åíèå îöåíêè x� , óñðåäíåííîé ïî ðåàëèçàöèÿì ñëó÷àé-

íîé ìàòðèöû R k .

Â ðàáîòå [27] ïîëó÷åíû âàæíûå ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå ñ óñðåäíåíèåì (íà-
õîæäåíèåì ì.î.) ïî ñëó÷àéíûì ìàòðèöàì R k âûðàæåíèé âèäà

E { }T T
R k k k kR R BR R( )�1 , E { }T T

R k k k kR R ZR R( )�1 , (6)

ãäå B�� �N N — ëþáàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî-ïîëóîïðåäåëåííàÿ ìàò-

ðèöà, Z�� �N N — äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû B.

Ïîýòîìó ïðåîáðàçóåì ( )R Ak
� , íåîáõîäèìóþ äëÿ ïîëó÷åíèÿ x� (2) è E { }R x� ,

ê âèäó (6). Ðàíã ñëó÷àéíîé ìàòðèöû ðàâåí k ïî÷òè íàâåðíîå [28]. Òàê êàê
rank rank( ) ( )R A Rk k	 , à ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó Ñèëüâåñòðà rank ( )R Ak 


 rank ( )R k , òî rank ( )R Ak k� , ò.å. ñòðîêè R Ak ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Äëÿ

M�� �k N ñ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè ñòðîêàìè M M MM� �� T T( ) 1, ïîýòîìó

( )R Ak
� � ( ) ( )R A R AA Rk k k

T T T �1 è

x R A R b A R R AA R R b� �� �E { } E { }T T T T
R k k R k k k k( ) ( ) 1 .

Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî AA US UT T� 2 , ïðåîáðàçóåì (3):

x A R R US U R R b� �T T T TE { }R k k k k( )2 1 . (7)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ì.î. ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå. Ïóñòü R k —

ìàòðèöà ( )k N� ñ ýëåìåíòàìè r Nij ~ ( , )
i.i.d.

0 2� , B�� �N N — ëþáàÿ ñèììåòðè÷íàÿ

ïîëîæèòåëüíî-ïîëóîïðåäåëåííàÿ (PSD) ìàòðèöà, ñîáñòâåííîå ðàçëîæåíèå êîòîðîé

B UZU� T , ãäå Z — äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû B, çíà-
÷åíèÿ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ êîòîðîé óïîðÿäî÷åíû ïî óáûâàíèþ, U — îðòîãî-

íàëüíàÿ ìàòðèöà (UU U U IT T� � ). Òîãäà

E { } E { }T T T T T
R k k k k R k k k kR R BR R U R R ZR R U( ) ( )� ��1 1 . (8)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îòìåòèì, ÷òî U R U R( )k k
T T� , òàê êàê U R U( )k

T �

� UU RT T
k

è UU IT � . Êðîìå òîãî, R Uk èìååò òàêîå æå ðàñïðåäåëåíèå, êàê è R k

(ãàóññîâî ñ òåì æå ì.î. è äèñïåðñèåé). Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ââèäó 2-óñòîé÷è-
âîñòè ãàóññîâà ðàñïðåäåëåíèÿ è åäèíè÷íîé åâêëèäîâîé íîðìû ñòîëáöîâ U ýëå-
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ìåíòû R Uk èìåþò ðàñïðåäåëåíèå N ( , )0 2� . Ýëåìåíòû â ðàçëè÷íûõ ñòðîêàõ R Uk

íåçàâèñèìû, òàê êàê ñòðîêè R k íåçàâèñèìû. Ýëåìåíòû â ñòðîêå R Uk òàêæå íåçà-
âèñèìû. Äåéñòâèòåëüíî, ýëåìåíòû â ñòðîêå R Uk ïîëó÷åíû êàê � �r u, i , ãäå u i —
âåêòîð-ñòîëáåö U. Ðàñïðåäåëåíèå � �r u, j âñëåäñòâèå èíâàðèàíòíîñòè ê ïîâîðîòó
ãàóññîâà ðàñïðåäåëåíèÿ òàêîå æå, êàê ó � �r e, j , ãäå e j — ñòàíäàðòíûé åäèíè÷-
íûé âåêòîð, ò.å. áàçèñíûé âåêòîð. Òàê êàê ñòðîêà r ìàòðèöû R ñîñòîèò èç íåçàâè-
ñèìûõ ñ.â., � �r e, j òàêæå íåçàâèñèìû äëÿ ðàçëè÷íûõ j, ò.å. ýëåìåíòû ñòðîêè
R Uk íåçàâèñèìû. Òàêèì îáðàçîì,

E { } E {T T T T T T
R k k k k R k k k kR R MR R U R U R UZU R R U U( ) ( ) ( ) ( )� ��1 1 } �

� �U R R ZR R UE { }T T T
R k k k k( ) 1 ,

ò.å. âûïîëíÿåòñÿ (8) (ñì. òàêæå â [27] âûðàæåíèå (29), [29, 30]).

Âîñïîëüçîâàâøèñü (8), ïðåîáðàçóåì (7) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x A R R US U R R b� ��T T T TE { }R k k k k( )2 1

� �A U R R S R R U bT T T TE { }R k k k k( )2 1 . (9)

Ïóñòü Z�� �N N — äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà c m óáûâàþùèìè ïîëîæèòåëüíûìè

çíà÷åíèÿìè m ïåðâûõ ýëåìåíòîâ äèàãîíàëè, ò.å. ìàòðèöà âèäà Z
Z 0

0 0
�



�
�

�

�
�

�

m

N m

.

Íàïðèìåð, òàêîé âèä èìååò ìàòðèöà ñîáñòâåííûõ ÷èñåë, ïîëó÷åííàÿ èç ñîáñòâåííî-

ãî ðàçëîæåíèÿ B UZU� T PSD ìàòðèöû B ðàíãà m. Ïóñòü k m	 , R k
k N�� � ,

r Nij ~ ( , )
i.i.d.

0 2� . Â ðàáîòå [27, ðàçä. V] ïîêàçàíî, ÷òî E { }T T
R k k k kR R ZR R( )� �1

� ��diag ( , ) ( )� � � �1 1� �m m N k mD Z , � � const , ò.å. D Zk m( ) ( )N N� ÿâëÿåòñÿ
äèàãîíàëüíîé (ñ ýëåìåíòàìè íà äèàãîíàëè îïðåäåëåííîãî âèäà). Îòìåòèì, ÷òî
óñðåäíåíèå óâåëè÷èâàåò ðàíã (â ñëó÷àå, êîãäà ðàíã íåïîëíûé).

Ðàññìîòðèì øàãè, ïðèâîäÿùèå ê äèàãîíàëèçàöèè è âû÷èñëåíèþ � è � i . Ðà-

çîáüåì R k k N( )� ïî ñòîëáöàì íà äâå ïîäìàòðèöû: X k
k m�� � è Yk

k N m�� � � ,

è çàïèøåì D Zk m( ) â âèäå

D Z R R ZR Rk m R k k k k( ) ( )� ��E { }T T 1

�
� �E { } E { }

E {

T T T T

T

R k k m k k R k k m k k

R k k

X X Z X X X X Z X Y

Y X

( ) ( )

(

1 1

Z X X Y X Z X Ym k k R k k m k k
T T T} E { }) ( )� �




�
�
�

�

�
�
�1 1

.

Òàê êàê X k è Yk — íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå ìàòðèöû ñ íóëåâûì ì.î., òî

E { }E { }T T
R k k m k R kX X Z X Y( )� �1 0, E { }E { }T T

R k R k m k kY X Z X X( )� �1 0 è

E { }T T
R k k k kR R ZR R( )� �1

�



�
�
�

�

�
�

�

�

E { }

E { }

T T

T T

R k k m k k

R k k m k k

X X Z X X 0

0 Y X Z X Y

( )

( )

1

1 �
. (10)

Íàéäåì ïîäìàòðèöû â (10). Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå äëÿ E { }T T
R k k m k kY X Z X Y( )�1 .

Îáîçíà÷èì ( )X Z X Ck m k
T � �1 ( )k k� . Êàæäûé ýëåìåíò ìàòðèöû Y CY

k k
T

( )N m N m� � � ÿâëÿåòñÿ ñóììîé k ïðîèçâåäåíèé òðåõ ÷èñåë — ýëåìåíòîâ, âõîäÿ-

ùèõ â ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö. Äëÿ êàæäîãî íåäèàãîíàëüíîãî ýëåìåíòà Y CY
k k
T äâà

èç òðåõ ñîìíîæèòåëåé êàæäîãî ñëàãàåìîãî ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûìè ýëåìåíòàìè Y ,
ò.å. íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè ñ íóëåâûì ì.î. Äëÿ êàæäîãî äèàãî-
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íàëüíîãî ýëåìåíòà Y CY
k k
T ôîðìèðóþùèå åãî ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå âñå äèàãî-

íàëüíûå ýëåìåíòû B, â êà÷åñòâå äâóõ äðóãèõ ñîìíîæèòåëåé èìåþò îäèíàêîâûå
ýëåìåíòû Y , à îñòàëüíûå ñëàãàåìûå ñîäåðæàò ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû Y . Ïîýòîìó

ïðè âû÷èñëåíèè E { }T T
R k k m k kY X Z X Y( )�1 âñå íåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ðåçóëü-

òèðóþùåé ìàòðèöû ( )N m N m� � � îáðàòÿòñÿ â íóëü, à äèàãîíàëüíûå áóäóò ðàâíû

tr T[( ) ]X Z Xk m k
� �1 �. Òîãäà E { }T T

R k k m k k N mY X Z X Y I( )� ��1 � .

Ìîæíî ïîêàçàòü [27], ÷òî � �
det

det

( )

( )

G

Z� m

, ãäå �Zm — ìàòðèöà Âàíäåðìîí-

äà ( )N m� , àññîöèèðîâàííàÿ ñ Z, G — ìàòðèöà, ñôîðìèðîâàííàÿ çàìåíîé k-é

ñòðîêè â �Zm íà [ log( ), , log( )]( ( )) ( ( ))z z z zm k
m
m k

m1
1

1
1� � � �

� . Áûñòðóþ àïïðîê-

ñèìàöèþ � ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ m, k â [27] ïîëó÷àþò ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ èç

m k

m

�
�

1 1

11m zii

m

��
�

�
.

Òåïåðü ðàññìîòðèì E { }T T
R k k m k kX X Z X X( )�1 — ìàòðèöó (m m� ). Ïîñêîëü-

êó Zm — êâàäðàòíàÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, èìåþùàÿ íà äèàãîíàëè ïîëîæèòåëü-

íûå çíà÷åíèÿ, ñóùåñòâóåò Zm
1 2/ è X Z Xk m k

T ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå WW T ,

ãäå W X Z� k m
1 2/ . Ïîýòîìó çàïèøåì

E { } E{ }T T T T
R k k m k k m mX X Z X X Z W WW W Z( ) ( )/ /� � � ��1 1 2 1 1 2 .

Ãðîìîçäêàÿ ñåðèÿ äèàãîíàëèçàöèé [27] äàåò E { }T T
R k k m k kX X Z X X( )� �1

� �diag ( ) ( )� �1� m k m� Z . Â [31] ïîêàçàíî, ÷òî � i
i mz

�
�

�

�

�
��

�

�
��

det ( )P

Z�
, ãäå �Zm —

ìàòðèöà Âàíäåðìîíäà (m m� ), àññîöèèðîâàííàÿ ñ Z, P — ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ

çàìåíîé k-é ñòðîêè â �Zm íà
1

1

1

0 1
m k

e tz tzt
i

m k
i

i

m

� �

�
�
 

! 

"
#
 

$ 

� � �
%

�

&( )!
( ) log( )( ) . Âûðàæå-

íèÿ â çàìêíóòîé ôîðìå äëÿ � i íå ïðèâîäÿòñÿ (õîòÿ âîçìîæíî èíòåãðèðîâàíèå
è äèôôåðåíöèðîâàíèå ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè).

Áûñòðóþ àïïðîêñèìàöèþ � i ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ m, k â [27] ïîëó÷àþò

êàê �
�

�

�

� �

�
i

i

i

ii

m

i iz

z

z z

k

z
�
�

� �
�

�
�

�

��
�

1 11

èëè �
�

�
i

iz
�

�1
.

Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ ëåììó èç [27, ðàçä. IV, ñ. 5] ( E { }T T
R k k k k kR R S R R D( )2 1� � ),

èç (9) ïîëó÷àåì

x A U R R S R R U b A UD U b� ��T T T T T TE { }R k k k k k( )2 1 , (11)

ãäå D S Z Ik m k m N m( ) ( ( ), )2 � �diag � � , ýëåìåíòû ìàòðèöû D Sk m( )2 çàâèñÿò òîëü-

êî îò A (åå m ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, m � rank ( )A è ÷èñëà ñòðîê k ìàòðèöû R k .
Ó÷èòûâàÿ (11), ïîëó÷àåì

x R A R b A UD U b� ��E { } T T
R k k k( ) .

Òàêèì îáðàçîì, ïðè óñðåäíåíèè ïî ìàòðèöàì R k ñ i.i.d. ýëåìåíòàìè èç ñòàí-
äàðòíîãî ãàóññîâà ðàñïðåäåëåíèÿ x íå çàâèñèò îò ýëåìåíòîâ R k .

×òîáû ïîëó÷èòü ñîñòàâëÿþùèå ñìåùåíèÿ è äèñïåðñèè îøèáêè ðåøåíèÿ
ÄÍÇ (3) ïðè óñðåäíåíèè ïî ñëó÷àéíûì ìàòðèöàì R k , ïðåîáðàçóåì êâàäðàò íîð-
ìû (5) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

eR k k k k� � � � � � � � �� �| | | | | | ( ) | | , ( )x x x R A R b x x x R A R b2 2 2 .
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Òàê êàê � � � � � � �� �x x x R A R b x x x R A R b, ( ) ( ) ( ( ) )k k k k
T è x íå çàâèñèò

îò ýëåìåíòîâ ñëó÷àéíîé ìàòðèöû R k , òî E { }T
R k k( ) ( ( ) )x x x R A R b� � ��

� � � �( ) ( ( ) )x x x R A R bT E { }R k k . Ïîñêîëüêó E { }R k kx R A R b� � ��( ) 0 , âûðà-

æåíèå äëÿ óñðåäíåííîé ïî R k îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ âõîäíîãî âåêòîðà ïðè-
íèìàåò âèä

E { } ER R R k ke � � � � �| | | | | | ( ) | |x x x R A R b2 2 .

Â ðàáîòàõ [24–26] èçó÷àëèñü ñìåùåíèå è äèñïåðñèÿ îøèáêè, âîçíèêàþùåé
âñëåäñòâèå íàëè÷èÿ àääèòèâíîãî øóìà â âûõîäíîì âåêòîðå. Íàçîâåì ïî àíàëîãèè ñî-

ñòàâëÿþùóþ eR
B � �| | | |x x 2 êâàäðàòîì ñìåùåíèÿ, à eR

V
R k k� � �E | | ( ) | |x R A R b 2 —

äèñïåðñèåé îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ âåêòîðà x (âõîäíîãî) ïðè óñðåäíåíèè ïî ñëó÷àé-
íûì ìàòðèöàì R k . Ïðåîáðàçóÿ äèñïåðñèþ, ïîëó÷àåì

e
R
V

R k k� � ��E | | ( ) | |x R A R b 2

� � � � �� �| | | | | | ( ) | | , ( )x R A R b x R A R b2 2 2E E { }R k k R k k .

Òàê êàê x R A R b� �E { }R k k( ) ïî îïðåäåëåíèþ (6), òî

2 � � ��x R A R b, ( )E { }R k k 2 2| | | |x è

e
R
V

R k k� ��E | | ( ) | | | | | |R A R b x2 2 . (12)

Ïðåîáðàçóåì ïåðâîå ñëàãàåìîå â âûðàæåíèè äëÿ e
R
V èç (12):

E E{ }T T T T
R k k k k k k| | ( ) | | ( )R A R b b R R US U R R b� �� �2 2

� ��b U R R S R R U b b UD U bT T T T T TE{ }
k k k k k( )2 . (13)

Ïîäñòàâèâ (11) è (13) â (12), ïîëó÷èì

e
R
V

k k� �b UD U b A UD U bT T T T| | | |2 . (14)

Âûðàæåíèå äëÿ e
R
B ñ ó÷åòîì (11) èìååò âèä

e
R
B

k� � � �| | | | | | | |x x x A UD U b2 2T T .

Ïîýòîìó ñðåäíÿÿ ïî ñëó÷àéíûì ìàòðèöàì îøèáêà âîññòàíîâëåíèÿ âõîäíîãî
âåêòîðà õ åñòü

E { } T T T T T T
R R R

B
R
V

k k ke e e� � � � � �| | | | | |x A UD U b b UD U b A UD U b2 | | .2
(15)

3. ÑÌÅÙÅÍÈÅ È ÄÈÑÏÅÐÑÈß ÎØÈÁÊÈ ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈß
ÂÕÎÄÍÎÃÎ ÂÅÊÒÎÐÀ ÏÐÈ ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÈ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ
ÎÆÈÄÀÍÈß ÏÎ ØÓÌÓ È ÏÎ ÑËÓ×ÀÉÍÛÌ ÌÀÒÐÈÖÀÌ

Ïðîâåäåì óñðåäíåíèå (15) ïî ðåàëèçàöèÿì øóìà � :

E {E { }} E { } E { } E { }T T
� � � �R R R

B
R
V

ke e e� � � � �| | | |x A UD U b 2

� �E { }T T T T
� b UD U b A UD U bk k| | | | 2 . (16)

Çàïèøåì (14) â âèäå eR
V

k k� �|| || || ||/D U b A UD U b1 2 2 2T T T . Ïîäñòàâèâ b b� �0 � , ïî-

ëó÷èì

eR
V

k k� � �|| || || ||/D U b A UD U b1 2 2 2T T T | | ( ) | | | | ( ) | |/D U b A UD U bk k
1 2

0
2

0
2T T T� � � �� �

� � � �| | | | | | | | ,/ / / /D U b D U D U b D U
k k k k
1 2

0
2 1 2 2 1 2

0
1 22T T T T

� �� �

� � � �| | | | | | | | ,A UD U b A UD U A UD U b A UD UT T T T T T T T
k k k k0

2 2
02� �� . (17)

Óñðåäíèì (17) ïî ðåàëèçàöèÿì øóìà

E { } E { } E {T T
e R

V
k e k e k

e � � � �| | | | | | | |/ / /D U b D U D1 2
0

2 1 2 2 12�
2

0
1 2U b D UT T }, /
k

�� �
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� � � �| | | | | | | | ,A UD U b A UD U A UD U b AT T T T T TE { } E {k e k e k0
2 2

02�
T T }UD Uk �� ,

è ó÷èòûâàÿ, ÷òî E { }T T
e k k2 01 2

0
1 2� � �D U b D U/ /, � è E { T T T T

e k k2 00� � �A UD U b A UD U, � ,

ïîëó÷àåì
E { } trT T

e R
V

k ke � � �| | | | ( )/D U b UD U1 2
0

2 2�

� �| | | | | | | |A UD U b A UD UT T T TE { }k e k0
2 2

� . (18)

Äëÿ e
R
B çàïèøåì:

e
R
B

k k� � � � � �| | | | | | ( ) | |x A UD U b x A UD U bT T T T2
0

2
�

� � � � � �| | | | | | | | ,x A UD U b A UD U x A UD U b A UDT T T T T T T
k k k k0

2 2
0� UT

��

è óñðåäíèì ïî ðåàëèçàöèÿì øóìà

E { } E { }T T T T
e R

B
k e ke � � � �| | | | | | | |x A UD U b A UD U0

2 2
�

� � � �E { }T T T T
e k kx A UD U b A UD U0 , � .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî E { }T T T T
e k k� � � �x A UD U b A UD U0 0, � , ïîëó÷àåì

E { } E { }T T T T
e R

B
k e ke � � �| | | | | | | |x A UD U b A UD U0

2 2
� .

Òàê êàê | | | | | | | | | | | | ,x A UD U b x A UD U b x A UD U� � � � �T T T T T T
k k k0

2 2
0

2 2 b0� , òî

E { } T T T T
e R

B
k ke � � � �| | | | | | | |x A UD U b b UD U b2

0
2

0 02

� E { }T T
e k| | | |A UD U �

2 . (19)

Ïðîñóììèðîâàâ ñîñòàâëÿþùèå äèñïåðñèè (18) è ñìåùåíèÿ (19), ïîëó÷èì âû-
ðàæåíèå äëÿ îøèáêè

E {E { }} E { } E { } trT T T
� �R R e R

V
e R

B
k ke e e� � � � �b UD U b UD U

0 0
2 ( )

� � �| | | |x b UD U b2
0 02 T T

k x x b UD U b UD UT T T Ttr� � �
0 0

2
k k� ( )

� � � �� �x x x US D U x UD U AT T T Ttr2 2
k k

N N� ( ); . (20)

Òàêèì îáðàçîì, (20) ñîâïàäàåò ñ (4). Äàëåå áóäåò ïîëó÷åíà îöåíêà, îáåñïå÷èâàþùàÿ
îøèáêó ðåøåíèÿ ÄÍÇ, ìåíüøóþ (4), ò.å. ìåíüøóþ îøèáêè, ïîëó÷åííîé â [8, 11, 12].

4. ÓÌÅÍÜØÅÍÈÅ ÎØÈÁÊÈ ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈß ÂÕÎÄÍÎÃÎ ÂÅÊÒÎÐÀ
È ÝÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒÀËÜÍÎÅ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ

Èç âûðàæåíèÿ (15) âèäíî, ÷òî îøèáêó âîññòàíîâëåíèÿ âõîäíîãî âåêòîðà áåç

óñðåäíåíèÿ ïî øóìó ìîæíî óìåíüøèòü íà âåëè÷èíó äèñïåðñèè e
R
V (ïîÿâëÿþ-

ùåéñÿ âñëåäñòâèå óìíîæåíèÿ íà ñëó÷àéíóþ ìàòðèöó è ïîñëåäóþùåãî óñðåä-
íåíèÿ), åñëè âîññòàíîâëåíèå âõîäíîãî âåêòîðà ïðîâîäèòü êàê

~x A UD U b� T T
k , (21)

ãäå U ïîëó÷åíà èç SVD-ðàçëîæåíèÿ A USV� T , à D R R S R Rk R k k k k= E { }T T( )2 1� .

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ýòîì ïîëó÷àåì îøèáêó, êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ êâàäðàòîì
ñìåùåíèÿ â (15)

eDR k� � � �| | ~ | | | | | |x x x A UD U b2 2T T . (22)

Íàçîâåì ìåòîä ðåøåíèÿ ÄÍÇ ïî (21) äåòåðìèíèðîâàííûì ìåòîäîì íà îñíî-
âå àíàëèòè÷åñêîãî óñðåäíåíèÿ ñëó÷àéíîãî ïðîåöèðîâàíèÿ (DRP).

Èç âûðàæåíèÿ (16) âèäíî, ÷òî óñðåäíåííàÿ ïî øóìó îøèáêà âîññòàíîâëåíèÿ
âõîäíîãî âåêòîðà E {E { }}� R Re ïðåâûøàåò îøèáêó (22), óñðåäíåííóþ ïî øóìó, ò.å.
áîëüøå ÷åì

E { } E { } E { }T T
� � �eDR k� � � �| | ~ | | | | | |x x x A UD U b2 2 . (23)
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Èññëåäóåì îøèáêè ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé â çàäà÷àõ Carasso, Phillips è Delves [32].

Çàäà÷à Carasso [32] — ðåêîíñòðóêöèÿ âðåìåííîãî ïðîôèëÿ èñòî÷íèêà òåïëà
íà îñíîâå èçìåðåíèÿ òåìïåðàòóðû ñ ôèêñèðîâàííîãî ðàññòîÿíèÿ. Îáðàòíîå óðàâ-
íåíèå òåïëîâîãî ïîòîêà — èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Âîëüòåððû ïåðâîãî ðîäà

K x t f t dt g x

a

x

( , ) ( ) ( )& � ñ èíòåðâàëîì èíòåãðèðîâàíèÿ [0, 1]. ßäðîì ÿâëÿåòñÿ

K s t k s t( , ) ( )� � , k t t t( ) ( / )exp ( / )/ /� ��3 2 1 22 1 4� . Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå äèñ-

êðåòèçèðóåòñÿ ìåòîäîì êâàäðàòóð ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîñòîé êîëëîêàöèè è ïðà-
âèëà ñðåäíåé òî÷êè ñ N òî÷êàìè. Êîíñòðóèðóåòñÿ òî÷íîå ðåøåíèå x 0 , è çàòåì b0
âû÷èñëÿåòñÿ êàê b Ax0 � , ò.å. â ýòîé çàäà÷å Ax òî÷íî ðàâíî b0 .

Çàäà÷à Phillips [32] — ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà

K s t f t dt g s

a

b

( , ) ( ) ( )& � . Ðåøåíèå f , ÿäðî K, ïðàâàÿ ÷àñòü g èìåþò âèä ñîîòâåòñòâåí-

íî: f t t( ) cos ( / )� �1 3� ïðè | |t ' 3 , f t( ) � 0 ïðè | |t 
 0 ; K s t f s t( , ) ( )� � ;

g s s s s( ) ( | | )( . cos ( / )) ( / ) ( | | / )� � � �6 1 0 5 3 9 2 3� � �sin . Èíòåðâàë èíòåãðèðîâàíèÿ

[ , ]�6 6 . Äèñêðåòèçàöèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ìåòîäîì Ãàëåðêèíà. Ðàçìåð ìàòðèöû A
äîëæåí áûòü êðàòåí 4. Â ýòîé çàäà÷å Ax íå òî÷íî ðàâíî b0 .

Çàäà÷à Delves [32] — âû÷èñëåíèå âòîðîé ïðîèçâîäíîé. Ïðîâîäèòñÿ äèñêðå-

òèçàöèÿ àíàëèòè÷åñêè çàäàííîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà ñ ÿäðîì K ,

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ãðèíà âòîðîé ïðîèçâîäíîé, ñ ïðàâîé ÷àñòüþ g , ðåøå-

íèåì f : K s t s t( , ) ( )� �1 ïðè s t' , K s t t s( , ) ( )� �1 ïðè s t
 , g s s s( ) ( ) /� �3 6,

f t t( ) � . Â ýòîé çàäà÷å Ax òî÷íî ðàâíî b0 .

Ðåøåíèå ÄÍÇ ìåòîäîì óñå÷åííîãî ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ [4] îáîçíà÷èì

TSVD, ñðåäíåå çíà÷åíèå — M{ }( , îñòàëüíûå îáîçíà÷åíèÿ ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 1.

Äèñêðåòíîå ïðåäñòàâëåíèå ÿäåð è ïðàâûõ ÷àñòåé äëÿ çàäà÷ Carasso, Phillips,

Delves ïîëó÷åíî ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîãðàìì Regularization Tools [32]. Ðåçóëüòà-

òû èññëåäîâàíèÿ ïðèâåäåíû íà ðèñ. 1–3. Àääèòèâíîå çàøóìëåíèå ïðàâîé ÷àñòè

âûïîëíåíî ðåàëèçàöèÿìè ãàóññîâîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ íóëåâûì ì.î. è ðàç-

ëè÷íîé äèñïåðñèåé («óðîâåíü øóìà»).
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Ò à á ë è ö à 1. Îáîçíà÷åíèÿ îøèáîê ðåøåíèÿ ÄÍÇ

Ìåòîä
ðåøåíèÿ

Òèï óñðåäíåíèÿ Ôîðìóëà îøèáêè Îáîçíà÷åíèå

TSVD Áåç óñðåäíåíèÿ || ||x V S U b� �
k k k

1 2T
eSVD

TSVD Àíàëèòè÷åñêîå ïî øóìó
E { }T

� | | | |x V S U b� ��
k k k

1 2

� � � �
| | ( ) || ( )I V V x Sk k k

T tr2 2 2
�

Eeps{eSVD}

RP Áåç óñðåäíåíèÿ || ( ) ||x R A R b� �
k k

2 (3) eR

RP
Ýêñïåðèìåíòàëüíîå

ïî 500 ðåàëèçàöèÿì øóìà
M { }� | | ( ) ||x R A R b� �

k k
2

Meps{eR}

RP
Ýêñïåðèìåíòàëüíîå

ïî 500 ðåàëèçàöèÿì ìàòðèö
M { }R k k| | ( ) ||x R A R b� � 2

Mr{eR}

RP
Àíàëèòè÷åñêîå ïî øóìó

è ïî ìàòðèöàì

E {E { }} T T T
R ke� � � �x x x US D U x2

� �2tr ( )Dk (4)
Er{Eeps{eR}}

DRP
Àíàëèòè÷åñêîå

ïî ìàòðèöàì
eR k� � � �| | ~ || | | | |x x x A UD U b2 2T T (21) eDR

DRP
Ýêñïåðèìåíòàëüíîå

ïî 500 ðåàëèçàöèÿì øóìà
M { }T T

� | | | |x A UD U b� k
2

Meps{eDR}
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Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòè çíà÷åíèé îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ âõîäíîãî âåêòîðà îò k äëÿ çàäà÷è Carasso

ïðè óðîâíÿõ øóìà 10 3� (à) è 10 4� (á)

à á

Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòè çíà÷åíèé îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ âõîäíîãî âåêòîðà îò k äëÿ çàäà÷è Phillips

ïðè óðîâíÿõ øóìà 10 3� (à) è 10 5� (á)

áà

Ðèñ.3. Çàâèñèìîñòè çíà÷åíèé îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ âõîäíîãî âåêòîðà îò k äëÿ çàäà÷è Delves
ïðè óðîâíÿõ øóìà 10 4� (à) è 10 5� (á)

à á



Èç ðèñóíêîâ âèäíî, ÷òî îøèáêà eR ðåøåíèÿ ÄÍÇ | | | |*x x� 2 äëÿ îöåíêè

x R A R b* ( )� �
k k çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàåò îøèáêó ðåøåíèÿ eDR äëÿ îöåíêè

~ ,x A UD U b� T T
k ïðåäëîæåííîé â íàñòîÿùåé ñòàòüå. Óñðåäíåíèå eDR ïî øóìó

â âûõîäíîì âåêòîðå âåäåò ê íåçíà÷èòåëüíîìó ñãëàæèâàíèþ çàâèñèìîñòè îøèáêè îò k.

Ýòî ïîçâîëÿåò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íà ãëàäêîñòü õàðàêòåðèñòèêè îøèáêè è åå âåëè÷èíó

áîëüøåå âëèÿíèå îêàçûâàåò óñðåäíåíèå ïî ñëó÷àéíûì ìàòðèöàì, íåæåëè ïî øóìó

â âûõîäíîì âåêòîðå. È äåéñòâèòåëüíî, èç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ñëåäóåò, ÷òî

óñðåäíåíèå îøèáêè ïî ñëó÷àéíûì ìàòðèöàì Mr{eR} ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíîìó ñãëà-

æèâàíèþ çàâèñèìîñòè îøèáêè îò k. Àíàëèòè÷åñêîå óñðåäíåíèå îøèáêè ïî ñëó÷àé-

íûì ìàòðèöàì è øóìó â âûõîäíîì âåêòîðå Er{Eeps{eR}} [11, 12] äàåò çàâèñèìîñòü îò

k, î÷åíü áëèçêóþ ê Mr{eR}. Äëÿ ïðåäëîæåííîé îöåíêè âûõîäíîãî âåêòîðà
~x A UD U b� T T

k çàâèñèìîñòü îøèáêè eDR îò k ãëàäêàÿ. Óñðåäíåíèå ïî øóìó

Meps{eDR} ìàëî âëèÿåò íà ãëàäêîñòü è äàåò çàâèñèìîñòü, áëèçêóþ ê èñõîäíîé.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ïðè èññëåäîâàíèè òî÷íîñòè ðåøåíèÿ ÄÍÇ ìåòîäîì ñëó÷àéíîãî ïðîåöèðîâàíèÿ

èçó÷àþò âëèÿíèå íà òî÷íîñòü ðåøåíèÿ äâóõ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí:

àääèòèâíîãî øóìà â âûõîäíîì âåêòîðå (ðàñïðåäåëåíèå êîòîðîãî ïîëàãàþò ãà-

óññîâûì, à äèñïåðñèþ â îáùåì ñëó÷àå — íåèçâåñòíîé) è ñëó÷àéíîé âåëè÷è-

íû, ôîðìèðóþùåé ñëó÷àéíóþ ìàòðèöó (ðàñïðåäåëåíèå ãàóññîâî, äèñïåðñèÿ

åäèíè÷íàÿ). Èçìåíåíèå ÷èñëà ñòðîê k ñëó÷àéíîé ìàòðèöû ïðèâîäèò ê èçìåíå-

íèþ òî÷íîñòè ðåøåíèÿ ÄÍÇ. Ïðè îòñóòñòâèè øóìà â âûõîäíîì âåêòîðå ðîñò

÷èñëà ñòðîê ñëó÷àéíîé ìàòðèöû âåäåò ê óìåíüøåíèþ îøèáêè ðåøåíèÿ. Çà-

øóìëåííîñòü âûõîäíîãî âåêòîðà ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ñîñòàâëÿþùåé îøèá-

êè, çíà÷åíèå êîòîðîé âîçðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà ñòðîê ñëó÷àéíîé ìàòðè-

öû. Ïîýòîìó çàâèñèìîñòü îøèáêè ðåøåíèÿ ÄÍÇ îò ÷èñëà ñòðîê ñëó÷àéíîé

ìàòðèöû (ïðè íåêîòîðûõ óðîâíÿõ øóìà) èìååò ìèíèìóì ïðè k N' .

Äëÿ òîãî ÷òîáû ñäåëàòü çàâèñèìîñòü îøèáêè îò ÷èñëà ñòðîê ñëó÷àéíîé ìàòðèöû

áîëåå ãëàäêîé è îáëåã÷èòü òåì ñàìûì ïîèñê ìèíèìóìà (ñ èñïîëüçîâàíèåì êðèòåðèåâ

âûáîðà ìîäåëè [10]), â ðàáîòàõ [7–10] ïðîâîäèëîñü óñðåäíåíèå ïî øóìó â âûõîäíîì

âåêòîðå. Ïîñëåäóþùåå óñðåäíåíèå ïî ñëó÷àéíûì ìàòðèöàì ïðèâîäèò ê äàëüíåéøåìó

ñãëàæèâàíèþ çàâèñèìîñòè îøèáêè îò ðàçìåðà ñëó÷àéíîé ìàòðèöû [10, 12].

Àíàëèòè÷åñêîå óñðåäíåíèå ïî ñëó÷àéíûì ìàòðèöàì ïîçâîëèëî ïðîàíàëèçè-

ðîâàòü ñìåùåíèå è äèñïåðñèþ îøèáêè, ïîÿâëÿþùèåñÿ âñëåäñòâèå óñðåäíåíèÿ ïî

ðåàëèçàöèÿì ñëó÷àéíîé ìàòðèöû, è ïîëó÷èòü îöåíêó âõîäíîãî âåêòîðà, îáåñïå-

÷èâàþùóþ áîëüøóþ òî÷íîñòü ðåøåíèÿ ÄÍÇ, ÷åì îöåíêà, ïîëó÷åííàÿ ïðè óñðåä-

íåíèè ñîâìåñòíî ïî øóìó è ïî ìàòðèöàì.

Ïðîâåäåííîå ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå ïîêàçàëî, ÷òî ïðåäëîæåííàÿ

îöåíêà âõîäíîãî âåêòîðà îáåñïå÷èâàåò òî÷íîñòü ðåøåíèÿ, î÷åíü áëèçêóþ ê òî÷-

íîñòè ìåòîäà óñå÷åííîãî ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ, è ïðè ýòîì çàâèñèìîñòü

îøèáêè îò k ÿâëÿåòñÿ áîëåå ãëàäêîé, ÷åì äëÿ óñå÷åííîãî ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæå-

íèÿ. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ãëàäêîñòü ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ ïî-

âûøåíèÿ òî÷íîñòè ðåøåíèÿ ÄÍÇ â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ çà ñ÷åò áîëåå òî÷íîãî âûáî-

ðà îïòèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè ìîäåëè êðèòåðèÿìè âûáîðà ìîäåëè.

Íàïðàâëåíèåì äàëüíåéøèõ ðàáîò ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà ìåòîäà îïðåäåëåíèÿ

÷èñëà ñòðîê ñëó÷àéíîé ìàòðèöû, êîòîðîå îáåñïå÷èâàåò ìèíèìàëüíóþ îøèáêó

ðåøåíèÿ ÄÍÇ, íà îñíîâå ïðåäëîæåííîé îöåíêè âûõîäíîãî âåêòîðà è ñ èñïîëüçî-

âàíèåì êðèòåðèåâ âûáîðà ìîäåëè.
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Î.Ã. Ðåâóíîâà
Ï²ÄÂÈÙÅÍÍß ÒÎ×ÍÎÑÒ² ÐÎÇÂ’ßÇÊÓ ÄÈÑÊÐÅÒÍÈÕ ÍÅÊÎÐÅÊÒÍÈÕ ÇÀÄÀ×,
ÎÒÐÈÌÀÍÎÃÎ ÌÅÒÎÄÎÌ ÂÈÏÀÄÊÎÂÎÃÎ ÏÐÎÅÖ²ÞÂÀÍÍß

Àíîòàö³ÿ. Äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ äèñêðåòíèõ íåêîðåêòíèõ çàäà÷ ìåòîäîì âèïàä-
êîâîãî ïðîåö³þâàííÿ äîñë³äæåíî çì³ùåííÿ ³ äèñïåðñ³þ ïîõèáêè, ÿê³ âèíè-
êàþòü âíàñë³äîê óñåðåäíåííÿ çà ðåàë³çàö³ÿìè âèïàäêîâî¿ ìàòðèö³. Îòðèìàíî
îö³íêó âåêòîðà âõîäó, ùî äîçâîëÿº çíà÷íî ï³äâèùèòè òî÷í³ñòü ðîçâ’ÿçêó òà-
êèõ çàäà÷ çà äîïîìîãîþ ìåòîäó âèïàäêîâîãî ïðîåö³þâàííÿ.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: äèñêðåòíà íåêîðåêòíà çàäà÷à, âèïàäêîâå ïðîåö³þâàííÿ,
óñåðåäíåííÿ çà âèïàäêîâèìè ìàòðèöÿìè.

E.G. Revunova
IMPROVING THE ACCURACY OF THE SOLUTION OF ILL-POSED DISCRETE
PROBLEM BY RANDOM PROJECTION

Abstract. To solve ill-posed discrete problems by the method of random
projection, the bias and variance of the error arising from averaging over the
realizations of the random matrix are investigated. An estimate of the input
vector is obtained, which makes it possible to significantly improve the accuracy
of the solution such problems by the method of random projection.

Keywords: discrete ill-posed problem, random projection, averaging over
random matrices.
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