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Abstract. A problem on coupled generators having the property of multistability - the 
generator with exponential inertial nonlinearity and Chou generator – is considered. Using 
the characteristic equation of system in variations the possibility of appearance of new vi-
brational regimes under synchronization is established.  
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Введение. 
В работе на примере двух связанных генераторов рассматривается возможность 

возникновения новых движений при синхронизации двух одинаковых связанных трех-
мерных систем. Математические модели и блок-схемы генераторов, создающих 
электрические колебания, приведены в работах [1, 2, 5, 7]. Прежде проводится анализ 
математической модеди одного генератора. Приводятся предположения, утверждение 
и теорема о существовании атттракторов. Устанавливается качество движения: регу-
лярность, хаотичность, мультистабильность. Изучается динамика двух идентичных 
генераторов, которые обладают мультистабильностью. Синхронизация двух связан-
ных генераторов, которые генерируют в одиночном состоянии хаос, является процес-
сом установления регулярных колебаний в связке. Выявляется причина возникнове-
ния новых регулярных колебаний в связанных генераторах. Качество аттрактора (регу-
лярность, хаотичность, мультистабильность) связано с бифуркационным процессом. 
Все эти вопросы связаны с полем, которое порождает система в вариациях. Опреде-
ленное качество системы в вариациях указывает на возможность возникновения 
новых движерний в связке генераторов. 

1. Постановка задачи. 
Рассмотрим систему уравнений возмущенного движения 

= ( ),
dx

F x
dt

                                                            (1) 

где 3( )x t R , ( )F x  – гладкая векторная функция, определенная на некотором под-

множестве пространства nR . 
Введем в рассмотрение малое отклонение ( = 1, 2, 3)ix i  в окрестности частного 

решения ( )ix t  уравнений (1) = ( ) ( ) ( = 1, 2, 3)i i ix x t x t i  . Примем ix  в качестве 

новых координат. Для линейной системы, 3/ = ( ) , ,d x dt A x x x R     где ( )A x   

/ | ,x xF x     соответствущей системе (1), которая является системой уравнений в 

вариациях [13, 14], составим характеристическое уравнение ( , ) = 0f x  матрицы ( ).A x  

С помощью характеристического уравнения системы в вариациях можно получить 
характеристические показатели (ХП) любой точки 3 -мерного пространства системы 
(1), включая особые точки. 
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Введем характеристические показатели нетривиальных решений = limj t
   

1[ ln | ( ) |]( = 1, 2, 3),jt x t j | |  где ( )jx t j -е фундаментальное решение системы, | 0 | | |  

норма. Числа j  называются обобщенными характеристическими показателями систе-

мы (1). Для системы в вариациях, описывающей эволюцию возмущений x  вблизи 
частного решения ( )x t  нелинейной системы (1), совокупность j  называют харак-

теристическими показателями Ляпунова (ХПЛ) частного решения ( )x t . Для вычисле-

ния ХПЛ сложных движений применяются высокоточные численные методы [8]. 
Более наглядным методом анализа качества траекторий в многомерных системах 
может быть подход, связанный с бифуркационным процессом. Предположим, что сис-
тема порождает аттрактор. Утверждение о существовании аттрактора должно содер-
жать информацию о том, что круговая траектория находится в окрестности нуля и не 
уходит на  . Пусть характеристическое уравнение трехмерной системы в вариациях 

( , ) = 0f x  в системе координат 1 2 3Ox x x  зависит лишь от одной переменной 1x ; если 

имеет место условие  

1 1( , ) = ( , ),f x f x                                                      (2) 

то поле системы / = ( )d x dt A x x   обладает симметрией. Приведем условие кососим-
метрии для траектории двухмерной системы вида (1), которое потребуется далее, 

1 1 2 1 1 2 2 1 2 1 1 2( , ) = ( , ); ( , ) = ( , ).F x x F x x F x x F x x                              (3) 

О трехмерной системе вида (1) сделаем следующие предположения. 
Предположение 1. Cистема (1) имеет одну особую точку седлофокус с характе-

ристическими показателями 1 2 3> 0, > 0, < 0Re Re    с пололжительной седловой ве-

личиной 1 2 3= > 0.Re Re      

Предположение 2. На одной координатной плоскости система (1) относитель-
но особой точки имеет круговую траекторию, которой соответствуют возростаю-
щие колебания (обозначим эту плоскость xy ). На другой координатной плоскости 

отображаются затухающие колебания, так что затухание преобладает над воз-
растанием в системе (1) (обозначим эту плоскость xz ). На третьей (плоскость yz ) 

– переменные не связаны между собой и не вызывают неустойчивости. Пусть 
система в вариациях имеет характеристическое уравнение, в котором коэффици-
енты зависят от частных решений x , z , так что на плоскости xz  просматрива-
ется полная картина изменения качества решений. 

Утверждение 1. Пусть для дифференциальной системы (1) выполняются условия 
Предположений 1, 2. Тогда в окрестности особой точки (седлофокуса) образуется 
аттрактор. 

Вопросы существования аттракторов исследованы в многих работах [8, 12]. Пред-
положения 1, 2 устанавливают существование круговой траектории. Для регулярного 
аттрактора это может быть замкнутая кривая, которая обладает какой-либо симметрией. 
Если нет симметрии и аттрактор асимметричен, то траектория замыкается вследствие 
повторяемости бифуркационных процессов, которые порождают притяжение и регу-
лярность. 

Известно, что мультистабильность зависит от качества векторного поля [3, 10]. 
Так, для некоторых значений параметров генератор колебаний порождает (в зависи-
мости от начальных условий) регулярный и странный аттракторы. 

Постановка задачи изучения процесса бифуркации и синхронизации двух связан-
ных генераторов включает в себя следующие пункты. 

1. Установление существования аттрактора. Утверждение 1 может быть первым 
шагом для установления существования аттрактора относительно одной особой 
точки. 
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2. Существование регулярного аттрактора связано с рассмотрением симметрии 
или установлением притягивающего характера на основе анализа ХП точек круговой 
траектории. 

3. Если имеет место Утверждение 1, но круговая траектория не содержит повто-
ряемости бифуркационных процессов и не является орбитально устойчивой, то имеет 
место хаотический аттрактор. Неповторяемсть бифуркационных процессов связана с 
неоднородностью поля систеиы в вариациях. 

4. Для двух идентичных генераторов строится характеристичекое уравнение сис-
темы в вариациях с учетом вида связи между генераторами. 

В данной работе рассмотрен бифуркационный процесс на основе изучения вектор-
ного поля системы в вариациях. Размерность поля определяется характеристическим 
уравнением системы в вариациях. В рамках Утверждения 1 (Предположение 2) это 
двухмерное поле. В процессе решения задач вычисляются ХП в точках определенной 
области и на кривой. 

2. Теорема о существовании регулярного аттрактора. 
Рассмотрим случай существания трех особых точек. 
Предположение 3. Cистема (1) имеет три особые точки: точка (0, 0, 0)O  – 

седлофокус с седловой величиной 1,2 3= 2 0O Re    ; 1,2| |< 1Re ; 3 > 0 ; седлофо-

кусные ( / ,0, / )A a b a b , ( / ,0, / )B a b a b ; , 1,2 3= 2 < 0A B Re   ; 1,2 > 0Re ; 

3 < 0  (здесь ,a b  – положительные параметры). Система (1) имеет управляющие 

параметры ( ,  ), которыми можно регулировать топологическую характеристику 

особых точек. Характеристическое уравнение системы в вариациях удовлетворяет 
условию (2). Cимметричное поле точек характеристического уравнения трехмерной 
систмы в вариациях, которое зависит от одной переменной 1x , обладает симмет-

рией относительно частного решения 1x . 
Предположение 4. На одной из координатных плоскостей система (1) имеет 

круговую диссипативную кривую (траекторию с периодической составляющей и 
диссипацией). На двух других плоскостях имеют место особые устойчивые ненуле-
вые точки. 

Предположение 5. Правая часть системы (1) удовлетворяет условиям кососим-
метрии (3) в трех координатных плоскостях: 1 2 ,Ox x  1 3,Ox x  2 3.Ox x  

Теорема. Пусть для дифференциальной системы (1) справедливы Предположе-
ния 3 – 5. Тогда в окрестности особых трех точек , ,O A B  существует замкнутая 
интегральная кривая, имеющая кососимметрию в проекциях на три координатные 
плоскости. 

Доказательство. Для возникновения предельного цикла круговая траектория 
должна уходить от окрестности нуля. Это присходит при наличии устойчивых особых 
точек на координатных плоскостях (Предположение 4). Выполнение условий (3) для 
двхмерных систем в трех координатных плоскостях вызывают не только кососим-
метрию проекций, но и замыкание трехмерной траектории (Предположение 5). При 
определенных значениях параметров в системе (1) существует замкнутая траектория 
относительно трех особых точек. Особые седлоузловые точки имеют определенные 
ХП, указанные в Предположении 3. Таким образом, устанавливается существование 
регулярного аттрактора. Попадание траектории на аттрактор происходит при опреде-
ленных начальных условиях. 

Управляющие параметры, которые входят в уравнения движения системы (1), 
влияют на орбитральную устойчивость траектории относительно особых точек , .A B  
Доказательство существования аттракторов относительно точек A  и B  приведено 
ниже. Поскольку речь идет о мультистабильности системы, укажем некоторые вари-
анты режимов движения, вызванных определенными значениями управляющих пара-
метров. В рамках Предположений 3 – 5 особые точки A  и B  могут порождать: 

1) два регулярных аттрактора (две замкнутые несимметричные траектории отно-
сительно точек и );A B  
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2) хаотические траектории без перехода из области относительно одной особой 
точки в область относительно другой особой точки; 

3) хаотические траектории с переходом из области в область. 
Отметим один случай, который не охватывается этой Теоремой. А именно, если 

особая точка (0,0,0)O  – седлофокус с седловой величиной 1,2 3= 2 < 0O Re   ; 

1,2| |< 1Re ; 3 > 0 , то Предположение 3 не выполняется и Теорема не имеет места. 

3. Бифуркации на траектории генератора c экспоненциальной инерционной 
нелинейностью. 

Рассмотрим процесс бифуркации в задаче динамики одиночного генератора пери-
одических колебаний (см. также [9 – 11]). Модель генератора с экспоненциальной 
инерционной нелинейностью приведена в [1]:  

= ; = ; = ( 1).xdx dy dz
mx xz y x b z e

dt dt dt
                                   (4) 

Введем в рассмотрение малое отклонение в окрестности решений системы (4) 
( = 1, 2, 3)ix i : = ( ) ( )( = 1,2,3)i i ix x t x t i  . Рассмотрим ix  в качестве новых коорди-

нат. Система (4) в координатах ix  приобретает вид 

= ( ) ; = ; = ( ).xd x d y d z
m z x y x z x b z e x

dt dt dt

              

Характеристическое уравнение этой системы  
3 2 ( ) ( ( ) 1) = 0xb z m b z m e x b                                       (5) 

имеет корни в особой точке (0, 0, 0);O  2
1,2 3= / 2 ( / 2) 1, = .m m b     Для значений 

параметров 0 < < 2, = 0,2m b  корни 1 2,   – комплексные. 

Обратимся к Утверждению 1 о существовании аттрактора. Рассмотрим плоскость 
xy . На плоскости существует круговая траектория, определяемая колебательным 

контуром = 0x mx x    с характеристическими показателями 1,2 = / 2 / 2 1.m m    

На плоскости yz  переменные не связаны между собой. 

На плоскости xz  имеют место уравнения = , = ( 1),xx mx xz z b z e      которые 

имеют особую точку A  с координатами 0=x x , =z m , где 0x  определяется из выра-

жения 0 = 1
x

e m  . 
Свяжем с точкой A  систему координат A  и составим уравнения в вариациях: 

0= , = ( ).x b e             Корни этого характеристического уравне-

ния имеют вид 2
1,2 0

1
= ( ) 4 ( ).)

2 2

b
b be x  

      Колебательный контур 

гене-ратора порождает круговую траекторию, которая попадает либо в плоскость xy , 

либо в плоскость xz . В первом случае движение не ограничивается сверху. Во втором 

слу-чае в окрестности точки A  имеет место притяжение. Если величина b   при 

> 0  удовлетворяет неравенству > / 2,m  тогда можно утверждать, что 

диссипативная составляющая на плоскости xz  не позволит уходить траектории на 
бесконечность. Таким образом, решения системы (4), согласно Утверждению 1, 
ограничены сверху и траектория не уходит на  . 

Качественный анализ ХП точек на плоскости xz  показывает, что аттрактор не 
имеет симмметрии. Область, в которой ХП точек имеют периодическую составляю-
щую, увеличивается с увеличением параметра m . Эта область сильно несимметрична 
относительно оси Oz . В работе [10] доказано существование в системе (4) регуляр-
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ного аттрактора. При < 1m  существует один предельный цикл. Система (4) при пара-
метрах ( , ) = (0,7; 0,2)m b  имеет аттрактор, согласно Утверждению 1. На плоскости xz  

(рис. 1, a) приведены аттрактор и сепаратрисы. Выбор плоскости xz  связан с тем, что 
в характеристическом уравнении (5) содержатся частные решения , .x z  Плоскость xz  

содержит область точек c периодической составляюшей в окрестности особой точки 
O . Пунктирной линией показаны границы этой области в окрестности особой точки 
(0, 0, 0).  

 
За пределами границы точки имеют действительные корни 1 2,  , 3 . Плоскость 

xz  разделена жирной линией. Ниже жирной линии – 1,2 3> 0, < 0Re  . Выше жирной 

сплошной линии – 1,2 3< 0, < 0Re  . На жирной сплошной линии 1,2 3= 0, < 0Re  . На 

рис. 2, б жирной линией на траектории аттрактора обозначены точки, в которых сед-
ловые величины 1 2 3= > 0.j j j jRe Re      Для рассматриваемой траектории имеет 

место Утверждение 1, которое устанавливает существоваеие аттрактора.  
С увеличением параметра m  увеличивается область, в которой ХП точек имеют 

периодическую составляющую. Увеличиваются также амплитуда колебаний. При зна-
чениях параметров ( , ) = (1; 0,2)m b  сосуществуют предельный цикл и странный атт-

рактор [10]. На рис. 2, a тонкими линиями нанесена граница области, в которой ХП 
точек имеют периодическую составляющую при параметрах ( , ) = (1; 0,2)m b . При не-

симметричной области в окрестности нуля образуется странный аттрактор. При опре-
деленных начальных условиях траектория может попасть в область, которая содержит 
узловые точки ( 1 < 0 , 2 < 0 , 3 < 0) . 

Рассмотрим процесс появления удвоения периода, которое переходит в хаос. 

Траектория попадает в область с узловыми точками ( 0<1 , 0<2 , 0)<3 .  

В колебательной системе период выступает как элемент самоорганизации. Изобража-
ющая точка замедляет движение из-за области узловых точек. Вначале появляется 
удвоение периода. Развитие процесса связано с уменьшением периодической состав-
ляющей движения. Дальнейшее уменьшение периодичской составляющей приводит к 
кратному увеличению периода.  Заканчивается процесс хаосом, который можно рас-
сматривать как нерегулярность бифуркационных процессов  на траектории колеба-
тельного движения. 

При дальнейшем увеличении параметра m  происходит исчезновение мультиста-
бильности и остается лишь один предельный цикл. Исчезновение мультистабильнос-
ти наблюдается, например, при ( , ) = (1,4; 0,2)m b . На рис. 2, a граница области, в 

которой ХП имеют периодическую составляющую, нанесена пунктиром. Видно увели- 

             
    a                                                                   б 

Рис. 1 
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чение в окрестности особой точки (0, 0, 0)  области с точками, в которых 1,2 < 0,Re  

3 < 0  ( ( , ) = (1,4; 0,2)m b ), которое исключает мультистабильность. 

На рис. 2, б приведено сечение един-
ственного предельного цикла и граница об-
ласти, которая содержит точки, имеющие 
периодическую составляющую. На жирной 
кривой происходит смена знака действи-
тельных значений комплексно-сопряжен-
ных ХП точек области. На пунктирной 
линии – 1,2 3= 0, < 0Re  . 

Заметим, что в случае выхода траек-
тории из области точек, которые имеют пе-
риодическую составляющую, изображаю-
щая точка теряет скорость перемещения в 
трехмерном пространстве. Скорость теря-
ется вблизи границы области точек с пери-
одической составляющей и узловых точек, 
где 1 2 3< 0, < 0, < 0    (рис. 2, б). Это 

вызывает увеличение периода колебаний. 
Рассмотрим сравнительный анализ увели-
чения периода в данном генераторе. На 
рис. 3, a , б, в приведены временные реа-
лизации при значениях параметров a  – 

= 0,7m ; б – = 1,4m . Например, увели-
чение периода (рис. 3, б) вызвано попада-
нием траектории в область непериодичес-
ких движений (рис. 2, б). 

4. Динамика генератора Чуа. 
Динамика цепи Чуа нашла отражение во многих работах [2, 3, 5 – 7, 13, 14]. 

Рассмотрим систему трех дифференциальных нелинейных уравнений Чуа  

3= ( ); = ; = ,
dx dy dz

ax bx y x y z y
dt dt dt

                                    (6) 

где ,   – положительные управляющие параметры; ,a b  принимают значения 

= 1 6, = 1 16.a b  Остановимся на мультистабильности и кратном увеличение периода 

предельного цикла системы (6). Система (6) имеет три состояния равновесия: особая 

       
     a                                                                   б 

Рис. 2 

 
a 

 
б 

Рис. 3 
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точка (0, 0, 0)O , особые точки ( = /AA x a b , = 0,Ay  = /Az a b ), ( = /BB x a b , 

= 0,By  = /Bz a b ). Введем малые отклонения , ,x y z    от частных решений 

, ,x y z  системы (6) и cоставим уравненения в вариациях в соответствие с уравне-

ниями (6) 
2= ( 3 ); = ; = .

d x d y d z
a x bx x y x y z y

dt dt dt

               

Характеристическое уравнение системы в вариациях имеет вид  
3 2 2 2 2(1 ( 3 )) ( (1 3 )) ( 3 ) = 0.a bx a bx a bx                            (7) 

Бифуркационный процесс в системе (6) связан с изменением координаты x , т.к. 
характеристическое уравнение (7) зависит лишь от частного решения x . Характерис-

тические показатели точки O  определяются на основе уравнения 3 2 (1 )a      
( (1 )) = 0.a a        
Рассмотрим движение относительно особой точки .O  Для определенности зада-

дим такие значения управляющих параметров:  

= 6 ; = 9,                                                          (8) 

где 0;   если 0,   то | |< 1 . При заданных значениях параметров точка O – седло-

фокус с седловой величиной 1,2 3= 2 0O Re    ; 1,2| |< 1Re . Пространственная кри-

вая системы (6) имеет на плоскости xy  кривую, заданную уравнениями  

3= ( ); = .
dx dy

ax bx y x y
dt dt

                                             (9) 

Особые точки системы (9) следующие: 1(0, 0),O  ( ( 1) / , ( 1) / ),E a b a b   

( ( 1) / , ( 1) / ).F a b a b     Запишем систему (9) в вариациях 

2/ = ( 3 ); / = ,d x dt a x bx x y d y dt x y           

которой соответствует характеристическое уравнение  

2( 1)( ( 3 )) = 0.a bx                                                (10) 

Характеристические показатели особой точки 1O  вычисляются согласно выражения 

2

1,2

1 1
= ( 1).

2 2

a a
a

         
 

 

Точка 1O  является седлом. Подставим в характеристическое уравнение (10) коорди-

нату x  точек ,E  .F  Характеристические показатели точек ,E  F  имеют вид 

2

1,2

(1 (2 3)) (1 (2 3))
= 2 ( 1).

2 4

a a
a

     
     

Для параметров (8) 1 < 0 , 2 < 0 . На плоскости yz  изображающая точка движется 

согласно уравнениям 

= ; = .
dy dz

y z y
dt dt

                                                  (11) 

Система (11) описывает линейный диссипативный осциллятор = 0.z z z    Круго-

вая траектория системы (11) стремится к нулю, имея тенденцию к косой симметрии, т. к. 
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уравнения (11) удовлетворяют условиям (3). Особая точка 2O  системы (11) – устой-

чивый фокус. На плоскости xz  изображающая точка движется согласно уравнениям 

3= ( ); = 0.
dx dz

ax bx
dt dt

                                                (12) 

Особая точка системы (12) 3(0,0)O  имеет характеристические показатели 1 = ,a   

2 = 0.  Особые точки ,G  H  ( = / , = 0)x a b z  имеют характеристические показате-

ли 1 < 0,  2 = 0.  Уравнения удовлетворяют условиям (3). 
Начальные возмущения порождают замк-

нутую кривую относительно точки O  в сис-
теме (6), если начальные условия выбрать со-
гласно оценок:  

| (0) |>| |; | (0) | 0; | (0) |>| | .A Ax x y z z      (13) 

Такой выбор исключает влияние особых 
точек ,A  ,B  которые так же, как и особая точ-
ка ,O  организовывают определенное движе-
ние системы (6). Поиск замкнутой траекто-
рии относительно точки O  связан с услови-
ями, которые наложены на управляющие пара-
метры , .   

Таким образом, в системе (6), имеет мес-
то круговое движение в плоскости yz . Траек-

тория обладает тенденцией к кососимметрии 
в плоскостях , ,xy yz xz ; притягивается к ко-

сосимметрично расположенным точкам ,E F  
на плоскости ,xy  притягивается к точкам 

,G H , которые расположены симметрично в 
плоскости ,xz  отталкивается от двумерных 

точек 1 3, .O O  Траектория замыкается в силу 

Теоремы, если исключено влияние особых 
точек ,A  B  системы (6). На рис. 4, a, б, в при 
значениях параметров (8) ( = 0,1 ) приве-
дены портреты трехмерной кривой на плос-
костях xz , xy , yz . 

Так как особые точки ,A B  кососиммет-
ричны, то векторное поле на плоскости xz  
имеет ось симметрии, которая проходит по 
оси Oz . Векторное поле не может быть косо-
симметричным, так как изменяется лишь в за-
висимости от одной координаты – x . С по-
мощью уравнения (7) можно определить ХП 
особых точек ,A B . При значениях (8) управля-
ющих параметров седлофокусные точки ,A B  

имеют 1,2 > 0Re ; 3 < 0 ; , 1,2= 2A B Re    

3 < 0 . 
Введем в точке A  систему координат 

Avyw  и составим уравнения движения в 
новых координатах 

 
а 

 
б 

 
в 

Рис. 4 
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2= ( 2 (3 / ) ); = ; = ,
dv dy dw

av bv a b v y v y w y
dt dt dt

                        (14) 

где = / , = / .v x a b w z a b   Введем в точке B  систему координат Bsyu  и соста-

вим уравнения движения в новых координатах 

2= ( 2 ( 3 / ) ); = ; = ,
ds dy du

as bs a b s y s y u y
dt dt dt

                         (15) 

где = / , = / .s x a b u z a b   

    
а                                                                       б 

    
в                                                                       г 

 
д 

Рис. 5 
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Точки ,A B  могут организовывать замкнутые кривые, исключая точку .O  Изме-
нением значений параметров ,   можно добиться, чтобы траектории, замкнутые от-

носительно A  и ,B  не переходили из области в область. 
Введем малые отклонения ,v  ,y  w  от частных решений ,v  ,y  ,w  системы 

(14) и составим уравнения в вариациях 

2= ( 2 6 / 3 ); = ; = .
d v d y d w

a v b a bv v bv v y v y w y
dt dt dt

                  

Такую же процедуру проведем в системе (15). Характеристические уравнения, соответ-
ствующие системам в вариациях, имеют вид 

3 2 2 2(1 (2 6 / 3 )) ( (2 6 / 3 1) )a b a bv bv a b a bv bv                

2(2 6 / 3 ) = 0;a b a bv bv                                            (16) 

3 2 2 2(1 (2 6 / 3 )) ( (2 6 / 3 1) )a b a bs bs a b a bs bs                

2(2 6 / 3 ) = 0.a b a bs bs    

Особые точки ,A B  имеют ХП согласно характеристическому уравнению, получен-
ному из уравнений (16). 

3 2 (1 2 ) ( (2 1) ) 2 = 0.a a a             

При начальных возмущениях 

| (0) |< / ; | (0) | 0; | (0) |< / ;

| (0) |< / | (0) | 0; | (0) |< /

O

O

v a b y w a b

s a b y u a b




                                (17) 

в системе доминирует движение под влиянием особой точки A  либо B . Введем на-
чальные возмущения вида (17), которые включают влияние особых точек A , B . При 
значениях управляющих параметров: = 6,1;  = 6,2; = 9,2   траектория замыкается 

относительно точек A  либо B  (рис. 5, а, б, в). Увеличение периода связано с 
попаданием изображающей точки в область, где скорость перемещения близка к нулю. 
При = 6,1; = 8,6   изображающая точка не пересекает границу между областями вли-

яния точек A , B , но образует аттрактор с орбитно неустойчивой траекторией (рис. 5, г). 
На рис. 5, д приведена хаотическая траектория с переходом из области в область 
(( , )    (6,5; 9)).  

5. О замыкании несимметричных ат-
тракторов Чуа. 

Рассмотрим несимметричные аттракторы 
Чуа. Пусть выполняются условия на началь-
ные возмущения вида (17). Система Чуа образу-
ет замкнутые интегральные кривые относи-
тельно особых точек ,A B  (рис. 6). Вертикаль-
ная полоса, выделенная штриховыми линиями, 
содержит узлофокусные точки ( 1,2 < 0;Re  

3 < 0 ; ( , ) = (6,1; 9,2))  . Остальные точки 

замкнутой траектории (интервалы точек тра-
ектории (2 – 3; 4 – 1) содержат седлофо-
кусные точки ( 1,2 > 0;Re  3 < 0 ; 1= Re     

Рис. 6 



 120 

2 3 < 0Re   ). Заметим, что в интервале точек 4 – 1 имеет место 1,2| Re | 1  . 

Замыкание траектории несимметричных аттракторов Чуа можно установить следую-
щим образом. ХП точек траектории на плоскости vy  (согласно уравнений в вариа-

циях системы (14)) зависят от переменной v  и имеют комплексно-сопряженные корни, 
действительная часть которых принимает вид 1,2Re ( ) 0.v  На плоскости yw  имеет 

место линейная диссипативная система с 1,2Re 0.  Плоскость vw  не содержит связан-

ных между собой дифференциальных уравнений. Можно установить замыкание траек-
тории на основе анализа на каждой координатной плоскости. Аналогичное заклю-
чение можно привести для уравнений в вариациях (15). 

6. Синхронизация двух идентичных генераторов с симметричной связью. 
Рассмотрим систему двух генераторов с экспоненциальной инерционной нелиней-

ностью в виде безразмерной системы шестого порядкка  

1 1 1 1
1 1 1 1 2 1 1 1

2 2 2 2
2 2 2 2 1 2 2 2

= ( ); = ; = ( 1);

= ( ); = ; = ( 1),

x

x

dx dy dz
mx x z y x x x b z e

dt dt dt

dx dy dz
mx x z y x x x b z e

dt dt dt





       

       

           (18) 

где > 0  – параметр связи двух генератолров. 

Запишем систему в вариациях для системы (18): 

1
1 1 1 1 1 1 1 2 1 1 1 1 1 1= ( ); = ; = ( );

x
x m x z x y x z x x y x z b z e x                       

2
2 2 2 2 2 2 2 1 2 2 2 2 2 2= ( ); = ; = ( ).

x
x m x z x y x z x x y x z b z e x                       

Если один генератор образует аттрактор, то за счет симметрии связи ( )j kx x    

система (18) образует два одинаковых аттрактора, т.к.  

1 2 1 2 1 2= = ; = = ; = = .x x x y y y z z z                                       (19) 

Уравнения в вариациях системы (18) с учетом (19) принимают вид 

= ( ) ; = ; = ( ).xd x d y d z
m z x y x z x b z e x

dt dt dt

                          (20) 

Характеристическое уравнение системы (20) имеет вид уравнения (5), т.е. 
3 2 ( ) ( ( ) 1) = 0.xb z m b z m be x b           

      
a                                                                         б 

Рис. 7 
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Одиночный генератор при = 1m  порождает хаотический аттрактор при начальном 
условии (0) = 0,5x  . На рис. 7, a, б приведены регулярный и хаотический аттрак-

торы, которые возникают в системе (4) и системе (18) при различных начальных усло-
виях. Пунктиром обозначена граница области в окрестности нуля с периодической 
составляющей движения. 

Два генератора при начальных условиях 1 2(0) = 0,5, (0) = 0,5x x   при = 0,1;  

0,2; 0,3  генерируют два одинаковых хаотических аттрактора. При данных значениях 

параметров связанные генераторы не синхронизируют. Остальные результаты по син-
хронизизации хаоса приведем в виде таблицы. 

 
  1(0)x  2 (0)x  Режим движения 

0,4 – 0,5 – 0,5 Хаотический аттрактор 

0,4 – 0,5 0 Предельный цикл 

0,5 – 0,5 – 0,5 Хаотический аттрактор 

0,5 – 0,5 0 Предельный цикл 

0,4 2,5 2,5 Хаотический аттрактор 

0,4 2,5 0 Предельный цикл 

 
Из таблицы следует, что синхронизация требует увеличения коэффициента связи 

и ослабления начального возмущения на один из генераторов. В режиме синхрони-
зации ( = 1)m  два связанных генератора имеют портреты на плоскостях 1 1 2 2, ,x z x z  

идентичные одному генератору (рис. 7, a). Система (4) является динамической систе-
мой с 1,5 степенью свободы, которая допускает форму записи в виде [1] 

( ) ( ( 1) 1) = 0; ( 1) = 0.x xx m z x b z e x z b z e                                  (21) 

Система (21) и связка двух генераторов имеют характеристическое уравнение 
вида (5), в которое входят переменные ,x z . Уравнение (5) определяет бифуркацион-
ный процесс на плоскости xz  как для системы (21), так и для системы (18). Синхро-
низация не меняет этот процесс. Новые движения в системе (18) не появляются. От-
сутствие новых движений, которые не порождаются одиночным генератором, обуслов-
лено тем, что уравнение (5) включает переменные ,x z  и определяет бифуркационный 
процесс на плоскости xz . 

В генераторе Чуа процесс бифуркации связан лишь с переменной x . Рассмотрим 
систему двух генераторов в цепи Чуа: 

31 1 1
1 1 1 1 1 1 2 1 2 1 2 1 1= ( ); = (( ) ( ) ( )); = ;

dx dy dz
ax bx y x y z x x y y z z y

dt dt dt
              

32 2 2
2 2 2 2 2 2 1 2 1 2 1 2 2= ( ); = (( ) ( ) ( )); = .

dx dy dz
ax bx y x y z x x y y z z y

dt dt dt
              

Учитывая симметрию связи между генераторами, и т.к. 1 2 1 2= = ; = = ;x x x y y y  

1 2= = ,z z z  характеристическое уравнение системы в вариациях двух генераторов 

имеет вид (7). 

Процесс бифуркаций связан с переменной x . Cинхронизация требует определен-
ного значения коэффициента связи   и ослабления начального возмущения одного из 

генераторов. При 1(0) = 0,2,x  2 (0) = 0,x  = 0,3  (управляющие параметры ( , )    

(6,5; 9) ) хаос синхронизирован в предельный цикл (рис. 8). Реализуется возмож-

ность получить новые движения при синхронизации. Например, на плоскости xz  реа-
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лизуется новое движение, которое имеет 
сильное отклонение по переменной z  так 
как ,z  не входит в уравнение (7). Этот ре-
жим не порождается одиночным генера-
тором. Сравним риc. 5, д предельного 
цикла одиночного генератора с рис. 8. По 
оси z  синхронизированная система дела-
ет значительно большие отклонения. Это 
явление обусловлено тем, что уравнение (7) 
содержит лишь переменную x . Остальные 
переменные не включены в уравнение (7). 

 

Заключение. 
Мультистабильность генератора с экспоненциальной инерциальной нелинейнос-

тью возникает в результате сильно несимметричной области периодической составля-
ющей решения. При определенных значениях начальных возмещений (параметр = 1m ) 
траектория образует странный аттрактор в окрестности нуля. Изменение начальных усло-
вий приводит к появлению на траектории узловых трчек ( 1 < 0 ; 2 < 0 ; 3 < 0 ) [10]. 

Интервал узловых точек способствует орбитальной устойчивости траектории (рис. 7, a). 
Дальнейшее увеличение параметра m  связано с расширением области, где имеет место 
периодическая составляющая решения. Тогда исчезает странный аттрактор. Сущест-
вование аттрактолра (инвариантного замкнутого множества траекторий) в системе 
устанавливается Утверждением 1. 

Мультистабильность в системе Чуа с несколькими особыми точками объясняется 
влиянием определенной особой точки на поведение траектории в силу разных на-
чальных условий, определяемых оценками (13), (17). На образование хаотического 
аттрактора влияют управляющие параметры  ,   при фиксированных параметрах 

, .a b  Бифуркационный переход двух генераторов экспериментальным и численным 

методом рассмотрен в работе [5]. 
В данной работе, а также в работах [3, 4, 9, 10], изучается бифуркационный про-

цесс одного генератора в силу характеристического уравннения системы в вариациях. 
На плоскости, которая полностью отображает бифуркациионняый процесс, устанавли-
ваются границы областей, имеющих периодическую и непериодическую составляю-
щую ХП точек. Попадание траектории аттрактора в области непериодических состав-
ляющих вызывает увеличение периода (вследствие замедления движения изобража-
ющей точки). Существование притягивающего характера траектории несимметрич-
ного цикла обеспечивает замыкание траектории. Для одного симметричного случая 
приведена Теорема. 

Закономерности бифуркационного процесса описываются характеристическим урав-
нением (уравнения (5), (7)) как для одного генератора, так и для двух. Причина по-
явления в результате синхронизации новых колебательных режимов состоит в том, 
что отклонения по осям связаны с частными решениями, которые показаны в харак-
теристическом уравнении системы в вариациях. Так, в характеристическом уравнении 
(7) генератора Чуа имеет место лишь одно частное решение x . По переменным ,y z , 

которые не входят в уравнение (7), отклонения иные, нежели в одиночном генераторе. 
 
 
РЕЗЮМЕ . Розглянуто генератори, які мають властивість мультістабільності: генератор з екс-

поненційною інерціальною нелінійністю і генератор Чуа. За допомогою характеристичного рівняння 
системи у варіаціях встановлюється можливість виникнення нових коливальних режимів при син-
хронізації. 

 

 
Рис. 8 
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