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Определены потери энергии заряженной частицы в холодной плазме, помещенной во внешнее магнитное 
поле. Получены точные и приближенные выражения для потерь энергии частицы. Определен вклад в пол-
ные потери энергии верхнегибридных и нижнегибридных колебаний плазмы. Исследованы зависимости 
потерь энергии от угла движения частицы относительно внешнего магнитного поля и его напряженности.  

 
1. ВВЕДЕНИЕ  

Накопление антипротонов является весьма 
сложным процессом. Дело в том, что, с одной сто-
роны, количество антипротонов мало (коэффициент 
конверсии протонов в антипротоны в ядерных реак-
циях на мишени не превышает 10-7). А с другой сто-
роны, антипротоны рождаются от первичного про-
тонного пучка на мишени в широком телесном угле 
и с большим разбросом по энергии, т.е. с большими 
значениями поперечного и продольного эмиттансов. 
Поэтому, если для протонов процесс охлаждения в 
накопителях является желательным, то для антипро-
тонов он жизненно необходим. 

Известны два способа искусственного охлажде-
ния тяжелых частиц: электронное охлаждение и 
стохастическое охлаждение. Идею электронного 
охлаждения высказал Будкер Г.И. в 60-х годах [1]. В 
основе такого метода охлаждения лежит использо-
вание соударений накопленных антипротонов с час-
тицами специально введенного «холодного» реляти-
вистского электронного пучка (РЭП) [2,3]. Направ-
ленные продольные скорости антипротонного и 
электронного пучка должны совпадать, поскольку 
эффективность рассеяния частиц друг на друге в 
этих условиях максимальна. При каждом соударе-
нии часть энергии антипротона передается электро-
нам. Таким образом, антипротонный пучок охлажда-
ется, а электронный, соответственно, нагревается. 
Нагретый электронный пучок непрерывно выводится 
из устройства охлаждения и постоянно заменяется 
«свежим» холодным пучком так, что циркулирую-
щий антипротонный пучок непрерывно охлаждается. 

Соударения тяжелых и легких частиц можно 
разделить на две группы. Прежде всего, это «даль-
ние» соударения, которые приводят к рассеянию на 
малые углы. В своей совокупности этот процесс 
эквивалентен возбуждению коллективных волновых 
движений сплошной среды, каковым является элек-
тронный пучок в собственной системе отсчета. Та-
кие коллективные возбуждения электронного газа 
описываются тензором диэлектрической проницае-
мости ( , )ij kε ω

r
, где ω  − частота, k

r
− волновой век-

тор соответствующего волнового возбуждения. При 
таком подходе [3] определение потерь энергии тя-

желой частицы в электронной среде сводится к 
электродинамической задаче возбуждения электри-
ческих полей собственных колебаний холодного 
электронного облака. Потери энергии тяжелой час-
тицы обусловлены действием силы торможения со 
стороны этих полей. Следует отметить, что электро-
динамический подход к проблеме охлаждения тяже-
лых частиц оправдан лишь на начальной стадии 
процесса охлаждения. На второй стадии, когда ско-
рость ионов становится существенно ниже тепловой 
скорости электронов, физика процесса качественно 
меняется. 

Ко второй группе соударений следует отнести 
«близкие» соударения, которые характеризуются 
малыми прицельными параметрами и большими 
углами рассеяния. Естественно полные потери энер-
гии тяжелой частицы должны учитывать как «даль-
ние» (коллективные), так и «близкие» (индивиду-
альные) соударения. В настоящей работе в рамках 
модели безграничной электронной плазмы опреде-
лены потери энергии тяжелых частиц, движущихся 
в общем случае под произвольным углом к внешне-
му магнитному полю. Отметим, что такая проблема 
для частного случая движения вдоль магнитного 
поля исследована в работах [4-8]. 

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. ОСНОВНЫЕ 
УРАВНЕНИЯ 

Пусть в однородной безграничной плазме под 
углом к внешнему магнитному полю движется за-
ряженная частица (протон, антипротон). Плазму 
считаем неограниченной. Внешнее однородное маг-
нитное поле направлено вдоль оси z . Направленная 
скорость тяжелой частицы существенно превосхо-
дит тепловую скорость электронов плазмы. В задачу 
входит определение потерь энергии, обусловленных 
как возбуждением собственных колебаний плазмы 
(дальние соударения частицы с электронами плаз-
мы), так и близкими соударениями.  

Ниже мы ограничимся случаем нерелятивист-
ских энергий тяжелых частиц и будем рассматри-
вать возбуждение колебаний плазмы в потенциаль-
ном приближении. Исходная система уравнений 
содержит уравнения Пуассона для возбужденных 
потенциальных колебаний:  
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04 ( ) 4 eq r V t enϕ π δ πΔ = − − +
rr ,    (1) 

а также уравнения движения и непрерывности для 
электронов плазмы:  

0
e

e
v e e v H
t m mc

ϕ∂ ⎡ ⎤= ∇ − ⋅⎣ ⎦∂

r rr ,    (2) 

0 0e
e

n n divv
t

∂
− =

∂
r ,         

где ϕ  − электрический потенциал; q  – заряд частицы; 

( )0 0 0, 0,x zV V V=
r

 − скорость частицы; ( )00, 0,H H=
r

 − 
внешнее магнитное поле; ,e m  − заряд и масса элек-
тронов; c  − скорость света; en , evr  − возмущения 
плотности и скорости электронов плазмы; 0n  − равно-

весная плотность плазмы; ( )0r V tδ −
rr  − дельта-функция. 

Самосогласованную неоднородную линейную 
систему уравнений (1), (2) будем решать методом 
преобразования Фурье:  

( ) ( )03
0 3

1
(2 )

ik r V tr V t d k eδ
π

∞
−

−∞

− = ∫
r rrrrr ,     

( )03
3

1 ( )
(2 )

ik r V td k k eϕ ϕ
π

∞
−

−∞

= ∫
r rrr r

      

и т.д. Тогда из системы уравнений (1) , (2) получаем 
следующее выражение для Фурье-компоненты элек-
трического потенциала:  

2 2 2
1( ) 4

( )x y z

k q
k k k

ϕ π
ε ε⊥

=
+ + �

r
,    (3) 

где 
2 2

2 2 21 , 1p p

H

ω ω
ε ε

ω ω ω⊥ = − = −
− �  − соответствующие 

компоненты тензора диэлектрической проницаемо-
сти плазмы; ,p Hω ω  − плазменная и циклотронная 
частоты; 

0 0 0sin cosx zkV k V k Vω α α= ≡ +
r r

,  (4) 
α − угол между направлением магнитного поля и 
скорости частицы. 

Потери энергии частицы можно рассматривать 
как работу сил торможения, действующей со сторо-
ны волнового электрического поля, которое возбуж-
дается самой частицей. Используя выражение для 
Фурье-компоненты потенциала (3), имеем следую-
щее интегральное представление для потерь энергии 
частицы на единицу длины:  

2

2
0

Im
2

d q S
dl V
ε

π
− = , 2 2 2( )

x y z

x y z

dk dk dk
S

k k k
ω

ε ε

∞

⊥−∞

=
+ +∫

�

. (5) 

Преобразуем интеграл (5) путем поворота систе-
мы координат ( , ,x y z ) на угол α  в плоскости ( ,x z ). 
В новой системе координат ось z′  направлена вдоль 
скорости частицы. В этой системе координат инте-
грал (5) принимает вид:  

( , , )
x y z

x y z

dk dk dk
S

k k k
ω∞

−∞

=
Δ∫ ,      (6) 

2 2 2

2 2 2

( , , ) ( cos sin )

( sin cos ) 2 ( )cos sin .
x y z x

x x z

k k k k

k k k

ε α ε α

ε α ε α ε ε α α
⊥

⊥ ⊥

Δ = + +

+ + − −
�

� �

(7) 

Условие черенковского синхронизма (4) значи-
тельно упрощается:  

0zk Vω = .         (8) 
Для вычисления мнимой части интеграла (6), его 

удобно несколько преобразовать и записать сле-
дующим образом:  

2 2

2 2 2 2 2
0 3 0

1 ( 1)p y
x

y y

dkw wS dw dk dw
V u w w k k
ω ∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞

−
=

− −∫ ∫ ∫ ,  (9) 

где 
2 2 2 2

2 1 2
0 1 22 2 2

3

( )( ) ( )( )
( )y x x x x

w w w wk k k k k
w w w
− −

= − −
−

, 

0/ /H z Hw k Vω ω ω= =  − безразмерная частота, 

( )22 2 2 2 2
1,2

1 1 1 4 sin
2

w u u u α⎡ ⎤= + + −⎢ ⎥⎣ ⎦
m , 2 2

3 1w u= + , 

2 2 2/p Hu ω ω= ,  

2
1,2 2 2 2 2

0 1 2

2 2 2 2 2
3

cos sin
( )( )

( )( 1)( ) .

H
x

wk u
V w w w w

w w w w w u k k

ω
α α⎡= ⎣− −

⎤− − − ≡ Δ⎦

m

m m

 (10) 

Будем для определенности рассматривать случай 
2 1u p . Входящие в подынтегральные выражения (9) 

характерные величины по своему значению распо-
ложены в следующем порядке:  

2 2 2 2
3 2 11 0w w u w≥ ≥ > ≥ ≥ .    (11) 

Мнимая часть внутреннего интеграла в (9) по пе-
ременной yk  отлична от нуля, когда  

( )2
0 , 0y xk k w ≥ .      (12) 

В этом случае полоса 0y yk k= ±  находится на 
вещественной оси. Соответственно мнимая часть 
интеграла равна сумме полувычетов. В результате 
для мнимой части интеграла S  получаем следую-
щее выражение:  

2 2

2 2 2
0 3 0

1 (1 )Im
( , )

p x

y x

dwdkw wS
V u w w k w kσ

ω
π −

=
−∫∫ .  (13) 

Области интегрирования σ  в этом интеграле 
определяются неравенством (12). Эти области на 
плоскости ,xk w  ограничены кривыми 1,2 ( )x xk k w= , 

которые вытекают из равенства 2
0 ( , ) 0y xk k w = . Отме-

тим, что функции 1,2 ( )xk w  вещественны в диапазонах 
частот 3, 1w u w w≤ ≥ ≥ . Первый диапазон соответст-
вует нижнегибридным колебаниям плазмы в магнит-
ном поле, а второй диапазон – верхнегибридным.  

Выполним краткий анализ областей интегриро-
вания σ  подынтегрального выражения (13). 

1. В диапазоне частот 1w w<  условие 2
0 0yk >  

выполнено, когда 2 ( )x xk k w∞ > ≥ ; 1( )x xk w k≥ > −∞ . 
2. В диапазоне частот 1u w w≥ ≥  компонента 

волнового вектора xk  изменяется в конечных пре-
делах 1 2( ) ( )x x xk w k k w≥ ≥ .  

3. В диапазоне частот 2 1w w≥ ≥  имеем  

1 2( ) ( )x x xk w k k w> > . 
4. В диапазоне частот 3 2w w w> >  получаем  

2 ( )x xk k w∞ > ≥ ; 1( )x xk w k≥ > −∞ . 
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На Рис.1 изображены области интегрирования, 
полученные численно для u =0.7, α =π /4. Области 
интегрирования заштрихованы. 

 
Рис.1. Области интегрирования на плоскости 

,x wκ ( 0 /x x Hk Vκ ω= ); / 4, 0.7uα π= =   

В точках 3, 1,w u w= ± ± ±  ветви 1( )xk w  и 2 ( )xk w  
переходят друг в друга. Дискриминант выражения 
(13) в этих точках обращается в ноль.  

Выполняя интегрирование по xk  в приведенных 
на Рис.1 областях полные нормированные потери 
энергии частиц можно представить в виде:  

2 2

2
0

( , )pqd u
dl V

ωε α− = Π ,  
4

1

( , )n
n

u α
=

Π = Π∑ ,   (14) 

где   
1 2 2

1 2
0

1 (1 ) ( )
( )

w w w w dw
u P wπ

− Λ
Π = ∫ , 

1

2 2

2 2

1 (1 )
( )

u

w

w w dw
u P w

−
Π =

−∫ , 

2 2 2

3 2
1

1 ( 1)
( )

w w w dw
u P w

−
Π =

−∫ , 
3

2

2 2

4 2
1 ( 1) ( )

( )

w

w

w w w dw
u P wπ

− Λ
Π = ∫ . 

Здесь 
2 2 2 2 2 2 2 2
max 1 2

4 2 2 2 2 2
3

4 ( ) ( )( ) ln
( )( 1)( )

q u w w w ww
w w w w w u

− −
Λ =

− − −
, 

2 2 2 2 2 2
3 1 2( ) ( )( )( )P w w w w w w w= − − − , max max 0 / pq k V ω= . 

Первые два слагаемых в (14) описывают потери 
энергии на возбуждение нижнегибридных колеба-
ний 0 pω ω< < , а третье и четвертое слагаемые – 

верхнегибридных колебаний 2 2
p H Hω ω ω ω+ > > .  

Интегралы 1 4( ), ( )w wΠ Π , содержащие параметр 
обрезания maxq  по поперечному волновому числу 

xk , описывают поляризационные потери на возбуж-
дение нижнегибридных 1( )wΠ и верхнегибридных 

4 ( )wΠ  плазменных колебаний. Наличие параметра 
обрезания связано с тем, что, описывая плазму тен-
зором диэлектрической проницаемости, мы учиты-
ваем только дальние (коллективные) взаимодейст-
вия быстрой частицы с электронами плазмы и не 
принимаем в расчет близкие соударения, приводя-
щие к рассеянию на большие углы. Большим значе-
ниям xk  соответствуют малые значения прицельно-
го параметра в элементарном акте процесса рассея-
ния. С другой стороны, интегралы 2 3( ), ( )w wΠ Π  
учитывают черенковские потери на возбуждение 
нижнегибридных 2 ( )wΠ и верхнегибридных 3 ( )wΠ . 

3. ПОТЕРИ ЭНЕРГИИ ЧАСТИЦ 
В ЗАМАГНИЧЕННОЙ ПЛАЗМЕ  

Для релятивистских электронных пучков, ис-
пользуемых для охлаждения антипротонов, как пра-
вило, выполнено условие замагниченности 

/ 1p Hu ω ω= << . Это условие позволяет существен-
но упростить общее выражения для  потерь энергии 
(14). Тогда при 2 1u <<  для nΠ  можно получить 
следующие приближенные выражения:  

2 2
1 max 1

1 sin ln sin ( )
2

q Fα α αΠ = + ,      (15,а) 

2
2

1 1 coscos sin ln
2 sin

αα α
α

+⎡ ⎤Π = +⎢ ⎥⎣ ⎦
,       (15,б) 

2
3

1 1 cos(1 cos ) ln cos
2 sin

αα α
α

+⎡ ⎤Π = + −⎢ ⎥⎣ ⎦
,     (15,в) 

2
4 max 4

1 (1 cos ) ln(2 sin ) ( )
2

q u Fα α αΠ = + + ,     (15,г) 

где: 
( )
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221 2

1 4 2 22
0

4 11( ) ln
1 sin1

xx dxF
x xx

α
π α

⎡ ⎤−
⎢ ⎥=
⎢ ⎥−− ⎣ ⎦

∫ ,  

( ) ( )
( )

22 2 21

4 2 2 22
0

1 sin 11( ) ln
1 sin1

x dx x
F

x xx

α
α

π α

⎡ ⎤− −
⎢ ⎥=
⎢ ⎥−− ⎣ ⎦

∫ . 

Потери энергии, просуммированные по всем 
диапазонам частот, описываются формулой:  

[ ]
2 2

max2
0

ln ( , )pqd q F u
dl V

ωε α− = + ,    (16) 

где 

( )

( )
( )

2

221 12 2

2 2 2 22 2
0 0

sin 1( , ) ln 2 1 cos ln
2 2 sin

1sin 1 1ln ln .
1 sin1 1

F u u
u

xx dx dx
x x xx x

αα α
α

α
π π α

⎛ ⎞= + +⎡ ⎤ ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎝ ⎠
⎡ ⎤−⎡ ⎤ ⎢ ⎥+ +⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦− − ⎣ ⎦

∫ ∫
 

Учет близких соударений, как и в случае про-
дольного распространения частицы, исключает не-
определенный параметр maxk . Соответственно для 
полных потерь энергии имеем 

[ ]
2 2

02
0

ln ( , )pqd F u
dl V

ωε κ α− = + ,   (17) 

max 0q κ= . 

4. АНАЛИЗ ЧИСЛЕННЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ 
Для получения ответа на важные вопросы о за-

висимости потерь энергии от параметра u  и угла 
α , вклада в полные потери колебаний в различных 
частотных диапазонах был выполнен численный 
анализ точного выражения для нормированных по-
терь энергии ( , )u αΠ . Энергетические потери нор-
мированы на величину 

( )

2 2 2
2

2 2 2
0 0

10
2 2 3

0

14

( )
3,04 10 / ) .

( ) ( / )

p b

A b

b

b

e Id emc
dl IV V r m

I A
ýÂ ñì

r ñì V ñì ñ

ωε∗⎛ ⎞ = = ≈⎜ ⎟
⎝ ⎠

≈ ⋅
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( bI − ток электронного пучка, 3 / 17AI mc e kA= = −  
ток Альфвена, br − радиус пучка). Численный анализ 
выражений для энергетических потерь (14) был вы-
полнен при фиксированном значении тока пучка 

5bI = А, его радиусе 0.5br = см и энергии 5 МэВ. 
Для указанных выше значений параметров элек-
тронного пучка и напряженности магнитного поля 

H0=5 кЭ значение параметра 
2

0

2 b

b A

Imcu
er H I

=  равно 

0.025u = . Рис.2 иллюстрирует зависимости норми-
рованных полных потерь энергии ( , )u αΠ  от пара-
метра u (1 0)u≥ ≥  при различных значениях угла α. 
Из этих зависимостей следует, что для всех углов α 
в области малого параметра u с его ростом (умень-
шением напряженности магнитного тока при фик-
сированной плотности плазмы) происходит быст-
рый рост потерь энергии частицы, который затем 
(и ≥0.2) сильно замедляется.  

   
α = π/100     α = π/8  

   
α = π/4     α = π/2 

Рис.2. Зависимости безразмерных полных потерь 
энергии от параметра u для различных значений 
скорости частиц. V0=5⋅106 − пунктирная линия, 

V0=107 − сплошная линия 

  
u = 0.025    u = 0.1 

  
u = 0.25    u = 0.9 

Рис.3. Зависимости безразмерных полных потерь 
энергии от угла α для различных значений скорости 

частиц. V0=5⋅106  − пунктирная линия, 
V0=107− сплошная линия 

На Рис.3 представлены зависимости полных 
нормированных потерь энергии ( , )u αΠ от угла α 

для различных значений параметра и. Для малых 
значений и (и ≤0.1) полные нормированные потери 
энергии медленно нарастают с увеличением угла α. 
С ростом параметра u зависимость потерь энергии 
от угла становится более слабой, т.е. уменьшается 
интервал изменения потерь энергии.  

Представляет интерес сравнить потери энергии в 
диапазонах частот нижнего гибридного резонанса 

0u w≥ > , Πlg=Π1+Π2 и верхнего гибридного резо-
нанса 3 1w w> >  Πhg=Π3+Π4. На Рис.4 представлены 
указанные зависимости от параметра u  при различ-
ных углах α движения частиц. Для относительно 
малых углов α<π/4 доминирующими являются по-
тери энергии на возбуждение нижнегибридных ко-
лебаний плазмы для всех значений параметра u в 
интервале 0 < u ≤1. С увеличением угла α 
( / 2 / 4π α π≥ ≥ ) при малых значениях 1u <<  опре-
деляющий вклад в полные потери энергии вносят 
верхнегибридные колебания, а при 1u ≤  − нижне-
гибридные. С ростом угла α значение u , при кото-
ром происходит изменение определяющего вклада 
нижнегибридных и верхнегибридных колебаний, 
увеличивается. 

  
α = π/16      α = π/4 

  
α = 3π/8      α = π/2 

Рис.4. Зависимости безразмерных парциальных  
потерь энергии от параметра u. Πlg=Π1+Π2 −  

безразмерные парциальные потери энергии на воз-
буждение нижнегибридных колебаний (пунктирная  
линия), Πhg=Π3+Π4 − безразмерные парциальные 
потери энергии на возбуждение верхнегибридных 

колебаний (сплошная линия) 

  
u = 0.025    u = 0.1 

  
u = 0.25    u = 0.5 

Рис.5. Зависимости безразмерных парциальных по-
терь энергии от угла α 
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На Рис.5 изображены зависимости нормирован-
ных потерь энергии lgΠ  и ghΠ  от угла α  при раз-
личных значениях параметра u . При малых значе-
ниях u  ( u =0,025) в области углов α  <1,1 основной 
вклад в полные потери дает возбуждение колебаний, 
соответствующих нижнегибридному резонансу. Для 
углов α  >1,1 определяющими являются потери на 
возбуждение верхнегибридных колебаний. Для от-
носительно больших значений u  ( u >0,025) и всех 
значений углов α  преобладают потери энергии на 
возбуждение нижнегибридных плазменных колеба-
ний.  

  
α = π/16     α = 3π/8 

Рис.6. Сравнение точных (Π − сплошная линия) и 
приближенных (Πapprox − пунктирная линия) зависи-
мостей полных безразмерных потерь энергии от 

параметра u 
Выше в разделе 3 приведены приближенные 

формулы для парциальных и полных потерь энергии 
частицы в плазме, справедливые в области парамет-
ров плазмы, где 1u � . Представляет интерес срав-
нить точные в рамках модели выражения для потерь 
энергии (14) с приближенными (15), (16) и таким 
образом количественно определить область приме-
нимости приближенных формул. На Рис.6 представ-
лены зависимости полных нормированных потерь 
энергии ( , )u αΠ  от параметра u , вытекающие из 
точных соотношений (14) (сплошная кривая) и при-
ближенных (16) (пунктирная кривая) для различных 
углов α . Из этого рисунка видно, что в рассмот-
ренном интервале изменения параметра u  
(0.5 0)u≥ ≥  приближенные и точные выражения 
для полных значений потерь энергии хорошо согла-
суются.  

 
 
 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Таким образом, в статье заложены основы элек-

тродинамической теории потерь энергии заряжен-
ных частиц при их прохождении через плазму, по-
мещенную в магнитное поле. В рамках модели без-
граничной плазмы получены и исследованы точные 
выражения для потерь энергии частицы, движущей-
ся под произвольным углом к магнитному полю. С 
ростом параметра u  (тока пучка при фиксирован-
ном значении напряженности магнитного поля) по-
тери энергии возрастают для всех значений углов 
движения частицы. С уменьшением магнитного по-
ля при фиксированной плотности плазмы потери 
энергии также возрастают. В области малых значе-
ний параметра u  имеет место рост потерь, с увели-
чением угла α  потери энергии увеличиваются. Оп-
ределены вклады черенковских и поляризационных 
потерь энергии частицы на возбуждение плазмен-
ных и верхнегибридных колебаний плазмы в полные 
потери. Приведен численный пример: для тока пуч-
ка bI =5 А, напряженности магнитного поля 5 кЭ, 
радиуса пучка 0,5 см, скорости заряженной частицы 
107 см/с потери энергии составляют 18 мэВ/см.  
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ENERGY LOSSES OF THE CHARGED PARTICLES IN MAGNETOACTIVE PLASMA  
V.A. Balakirev, V.I. Miroshnichenko, V.E. Storizhko, A.P. Tolstoluzhsky 

The energy losses of the charged particle are determined in cold plasma, placed in the external magnetic field. 
Exact and approximate expressions for the energy losses of particle are obtained. A contribution is determined to the 
complete energy losses of highhybrid and lowhybrid oscillations of plasma. Dependencies of energy losses are in-
vestigated versus the angle of particle motion in respect of the external magnetic field and its strength. 

ВТРАТИ ЕНЕРГІЇ ЗАРЯДЖЕНИХ ЧАСТИНОК В МАГНИТОАКТИВНІЙ ПЛАЗМІ 
В.А. Балакірєв, В.І. Мірошніченко, В.Ю. Сторіжко, О.П. Толстолужський 

Визначені втрати енергії зарядженої частинки в холодній плазмі, поміщеній в зовнішнє магнітне поле. 
Отримані точні і наближені вирази для втрат енергії частинки. Визначений внесок в повні втрати енергії 
верхньогібридних і нижньогібридних коливань плазми. Досліджені залежності втрат енергії від кута руху 
частинки щодо зовнішнього магнітного поля і його напруженості.  


