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Розглянуто алгоритм знаходжен-

ня оптимального розв’язку задачі 

умовної оптимізації лінійної фун-

кції на комбінаторній множині 

перестановок, представленої у ви-

гляді графа. Запропоновано прак-

тичне застосування алгоритму. 

                                               

 Г.П. Донець, А.М. Нагірна,  
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УДК 519.8 

Г.П. ДОНЕЦЬ, А.М. НАГІРНА 

МЕТОД ОПТИМІЗАЦІЇ  

ЛІНІЙНОЇ ФУНКЦІЇ  

НА ПЕРЕСТАНОВКАХ  

Вступ. Задачі комбінаторної оптимізації зна-

йшли своє широке застосування у різних 

сферах діяльності. На даний момент, комбі-

наторні ідеї і методи використовуються не 

лише в класичних науках, таких як, матема-

тика, фізика, теорія ігор, а все більше знахо-

дять своє втілення в прикладних сферах, на-

приклад, кристалографії, криптографії, еко-

номіки, агротехніки, хімії, астрології, біоло-

гії, військової справи і т. п.  

Представлення задачі у вигляді графа є 

ключовим підходом до розв’язання багатьох 

алгоритмічних задач.  

Графічне представлення забезпечує прос-

тий і наглядний опис комбінаторних мно-

жин, і дозволяє формувати нові алгоритми та 

методи пошуку оптимальних розв’язків.  

Математична модель оптимізаційної зада-

чі з лінійною функцією цілі найбільш розпо-

всюджена і типова, тому в роботі розгляда-

ється дана модель, але допустима множина 

має комбінаторну природу. Представлення 

множини перестановок у вигляді графа  

дозволяє за лічені кроки отримати оптималь-

ний розв’язок, з урахуванням додаткових 

обмежень.  

Дослідження в даному напрямі представ-

лені в роботах [1 – 7]. В даній роботі пред-

ставлено новий алгоритм знаходження опти-

мального розв’язку оптимізаційної задачі з 

лінійною функцією цілі з додатковими об-

меженнями, де допустима множина пред-

ставляє собою перестановку.  
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1. Постановка задачі. Розглянемо оптимізаційну задачу з цільовою функ-

цією ( ) :F x X R®  на комбінаторній множині перестановок ( )nP A  та додаткові 

лінійні обмеження, які утворюють опуклу многогранну множину nD RМ   

такого вигляду: { | }nD x R Gx b= О Ј , де 
m nG R  , 

mb RО .  

Лінійні обмеження мають вигляд: 

1

n

ij j i
j

Gx g x b
=

= іе , mi N , nj N .                               (1) 

Послідовність перестановок, згідно методу їх генерування, інтерпретується 

як граф nG , вершини якого відповідають точкам множини перестановок 

( )nP A [2]. 

Означення 1. Нормалізацією функції 
1

( )
n

i i
i

f x c x
=

=е  називається відобра-

ження перестановки :u N C® , що встановлює впорядкування коефіцієнтів 

1 2, ,..., nc c c  цільової функції за зростанням (спаданням) [3].  

2. Алгоритм розв’язування екстремальної задачі з додатковими обме-

женнями на комбінаторній множині перестановок. Алгоритм складається  
з послідовності кроків: 

1) здійснюємо нормалізацію додаткового обмеження, згідно цільової функ-
ції на множині перестановок; 

2) користуючись алгоритмом [4], отримуємо першу граничну точку пере-

ставного многогранника 1 1 1 1 1 1
1 1 2 3X ( , , ,..., ,..., ,..., ) Gj i m nx x x x x x О , що задовольняє  

додаткове обмеження 1 1 1 1
1 1 2 3( , , ,..., )mg x x x x bЈ ; 

3) знаходимо значення цільової функції 1 1 2 3( , , ,..., )mf x x x xў ў ў ў  в даній точці,  

з урахуванням нормалізації; 

4) перевіряємо виконання умови 2g bЈ . 

Розглянемо [4]: 
1 1 1
1 2

1 1 1 1 1

...
: :

(1) (2) ... ( )

mx x x
u N C u

u u u m- - -

ж ц
з чD ® D =з чз ч
и ш

.                         (2) 

З урахуванням 1( ) maxu i- ® , де 1 1( ) ( )u i u j- -> , , mi j NО  ( 1 1( ), ( )u i u j- - О 

)1 1 1( (1), (2),..., ( )) ,u u u m- - -О  знаходимо 1 1
i jx x>  ( )1 1 1 1 1 1

1 2 3, ( , , ,..., )i j mx x x x x xО . 

Тоді 1 12 11g g g= - =V V V ( ) ( )1 1 1 1 1 1 1 1* ( ) * ( ) * ( ) * ( )i j j ix u j x u i x u j x u i- - - -+ - + Ю
 

2 1 1.g g g= +D                                                               (3) 
 

Здійснюємо перестановку 1
ix  на 1

jx  і отримуємо новий оптимальний 

розв’язок 2 2 2 2 2 2
2 1 2 3X ( , , ,..., ,..., ,..., ) Gi j m nx x x x x x О .  
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У випадку не виконання умови 2g bЈ , розглянемо наступну перестановку 

*
1 1

ji
x x>  , при 1( ) maxu i- ® і повторимо крок 4). 

Якщо ж неможливо здійснити перестановку при 1( ) maxu i- ® , то розгляне-

мо можливість перестановки 1( )u i- ў , за умови їх лексикографічного упорядку-

вання за спаданням, тобто 1 1( ) ( )u i u i- - ў>  і повторимо крок 4); 

5) знаходимо зростання цільової функції 1fV : 

1 1 1
1 2

1

...

(1) (2) ... (n)

nx x x
u

u u u

ж цў ў ў
з чўD =
з ч
и ш

,                                           (4) 

 

1 12 11f f f= - =V V V ( ) ( )1 1 1 1* ( ) * ( ) * ( ) * ( )i j j ix u j x u i x u j x u iў ў ў ў+ - + Ю  

 

2 1 1f f f= +D ;                                                      (5) 

6) повторимо крок 4). 

3. Приклад. Знайти максимальне значення цільової функції ( )f x =  

1 2 3 4 52 5 7 8 ,x x x x x= + + + +  при обмеженні 1 2 3 4 55 8 4 2 56g x x x x x= + + + + Ј  на 

множині перестановок (1, 2, 3, 4, 5).  

Розв’язання. Розглянемо додаткове обмеження 1 2 3 45 8 4g x x x x= + + + +  

52 56x+ Ј  та нормалізуємо його у порядку зростання за допомогою переста-

новки 1

1 2 3 4 5

2 5 4 1 3
u

ж ц
з ч= з ч
и ш

. Отримуємо обмежуючу функцію вигляду 

1 2 3 4 52 4 5 8 56g x x x x xў= + + + + Ј .   

Користуючись методом локалізації [4], знаходимо максимальне і мінімальне 

значення обмежуючої функції на множині перестановок: 

max ( ) 1 1 2 2 4 3 5 4 8 5 77g x = Ч + Ч + Ч + Ч + Ч = ; 

min ( ) 1 5 2 4 4 3 5 2 8 1 43g x = Ч + Ч + Ч + Ч + Ч = . 

Аналогічно знаходимо числові значення додаткових обмежень в крайніх то-

чках структурного графа. 

Структурний граф переставного многогранника буде мати вигляд, який по-

казано на рисунку. 

Оскільки (5, 3, 2, 1, 4) 56,g =  тобто, 1( ) 56g x = . Тоді, згідно вище викла-

деного алгоритму точка (5, 3, 2, 1, 4) є першим допустимим розв’язком. Норма-

лізуючи даний розв’язок, отримаємо точку (1, 5, 4, 2, 3), 1( ) 69.f x =   

Переходимо до 4-го кроку алгоритму: 

1 1

5 3 2 1 4
: :

2 5 4 1 3
u N C u

ж ц
з чD ® D =з ч
и ш

. 
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РИСУНОК. Структурний граф переставного многогранника 

Оскільки 1(2) 5 max,u- = ®  1 1
1 25 3.x x= > =  То необхідно здійснити переста-

новку 1
1x  і 1

2x . 

Знаходимо 2g , користуючись (3): 

1 12 11g g g= - =V V V ( ) ( )5*1 3*2 3*1 5*2 2+ - + = Ю 2 56 2g = + , 2 58 56g = > , 

тому не можна здійснити дану перестановку. 

Розглянемо 1 1(2) (5)u u- -> , 1 1
5 24 3x x= > = , тому необхідно здійснити перес-

тановку 1
5x  і 1

2x . 

Перевіряємо 2g bЈ : 

2 22 21g g g= - =V V V ( ) ( )4*2 3*8 3*2 4*8 6+ - + = - Ю 2 56 6 50,g = - =  

2 50 56g = < , отже робимо перестановку 1
5x  і 1

2x , відповідно новий розв’язок: 

точка (5, 4, 2, 1, 3). 

Знаходимо зростання цільової функції 1fV : 

користуючись (4) нормалізуємо отриманий розв’язок і отримуємо точку 

(1, 5, 3, 2, 4). 

Застосовуючи формулу (5):  

1 12 11f f f= - =V V V ( ) ( )3*5 4*8 4*5 3*8 3+ - + = Ю 2 69 3 72f = + = . 

Слід відмітити, що значення додаткового обмеження спадає, а функція зростає. 

Аналогічно попереднім міркуванням робимо наступні обчислення. 

57
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46

(5,4,2,1,3)

(5,4,3,2,1)

(5,3,2,1,4)

(4,3,2,1,5)

(1,2,4,5,3)

(1,2,3,4,5)

(1,2,3,5,4)

(1,3,4,5,2)
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Розглядаємо 1 1(1) (2)u u- -< , 1 1
1 25 4x x= > = , тому необхідно здійснити перес-

тановку 1
1x  і 1

2x . 

Перевіряємо 3g bЈ : 

3 23 13g g g= - =V V V ( ) ( )4*1 5*2 5*1 4*2 1+ - + = Ю 3 50 1 51g = + = , 

3 51 56g = < , робимо перестановку 1
5x  і 1

2x , відповідно новий розв’язок: точка 

(4, 5, 2, 1, 3). 

З урахуванням (4) отримуємо точку (1, 4, 3, 2, 5). 

Застосовуючи формулу (5) знаходимо:  

2 22 21f f f= - =V V V ( ) ( )4*2 5*8 5*2 4*8 6+ - + = Ю 3 2 2 72 6 78f f f= +D = + = . 

Розглядаємо 1 1(5) (4)u u- -< , 1 1
5 33 2x x= > = , тому необхідно здійснити перес-

тановку 1
3x  і 1

5x . 

Знаходимо значення 4g : 

4 24 14g g g= - =V V V ( ) ( )3*4 2*8 2*4 3*8 4+ - + = - Ю 4 51 4 47g = - = , 4 56g < , 

тому можна здійснити перестановку 1
3x  і 1

5x , тоді новий розв’язок: точка 

(4, 5, 3, 1, 2). Нормалізуючи розв’язок, отримуємо точку (1, 4, 2, 3, 5). 

Користуючись формулою (5) знаходимо:  
 

3 32 31f f f= - =V V V ( ) ( )2*5 3*7 3*5 2*7 2+ - + = Ю 4 3 3 78 2 80f f f= +D = + = . 

Розглядаємо 1 1(1) (3)u u- -< , 1 1
1 34 3x x= > = , тому необхідно здійснити перес-

тановку 1
3x  і 1

1x . 

Знаходимо значення 5g : 

5 25 15g g g= - =V V V ( ) ( )3*1 4*4 4*1 3*4 3+ - + = Ю 5 47 3 50g = + = , 5 56g < , 

тому можна здійснити перестановку 1
3x  і 1

1x , тоді новий розв’язок: точка  

(3, 5, 4, 1, 2). Нормалізуючи розв’язок, отримуємо точку (1, 3, 2, 4, 5). 

Користуючись формулою (5) знаходимо:  

4 42 41f f f= - =V V V ( ) ( )3*2 4*7 4*2 3*7 5+ - + = Ю 5 4 4 80 5 85f f f= +D = + = . 

Розглядаємо 1 1(5) (1)u u- -> , 1 1
1 53 2x x= > = , тому необхідно здійснити перес-

тановку 1
5x  і 1

1x . 

Знаходимо значення 6g : 

6 26 16g g g= - =V V V ( ) ( )3*1 4*4 4*1 3*4 3+ - + = Ю 6 50 7 57g = + = , 6 56g > ,  

тому не можливо здійснити перестановку 1
3x  і 1

1x . 

Оскільки, більше не має в наявності 1 1( ) ( )u i u j- -> , то пошук оптимального 

розв’язку припинено. Відповідно розв’язком даної задачі буде точка 
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(1, 3, 2, 4, 5). В даній точці функція цілі набуває свого максимального значення 

85f = . 

Побудуємо таблицю, в якій відобразимо тільки ті допустимі розв’язки, які 

задовольняють нерівність 56g Ј . 

ТАБЛИЦЯ. Шлях переміщення до оптимального розв’язку 
 

№ Розв’язок ig  
Нормалізований 

розв’язок if  

1 (5,3,2,4,1) 56 (1,5,4,2,3) 69 

2 (5,4,2,1,3) 50 (1,5,3,2,4) 72 

3 (4,5,2,1,3) 51 (1,4,3,2,5) 78 

4 (4,5,3,1,2) 47 (1,4,2,3,5) 80 

5 (3,5,4,1,2) 50 (1,3,2,4,5) 85 

 

Проаналізувавши таблицю, необхідно звернути увагу на те, що не можна 

говорити про належність оптимального розв’язку тільки граничним точкам, во-

дночас, слід відмітити, що зростання цільової функції відбувається при дотри-

манні умови 56g Ј , не залежно від коливань числових значень обмеження та 

фіксуванні значень першої і останньої координати в нормалізованому розв’язку.  

Необхідно звернути увагу, що граф множини перестановок (1, 2, 3, 4, 5) 

складається із 120 вершин і 5 підграфів. При застосуванні обмежуючої функції 

56g Ј , множина перестановок передбачає звуження множини допустимих 

розв’язків до 43 точок графа перестановок. Представлений алгоритм дозволяє за 

6 обчислювальних кроків отримати оптимальний розв’язок задачі, що говорить 

про ефективність даного алгоритму.  

Висновок. Описано новий алгоритм розв’язання оптимізаційних задач з лі-

нійною функцією цілі та додатковими обмеженнями на комбінаторній множині 

перестановок. Даний алгоритм дозволяє знайти оптимальний розв’язок, за раху-

нок побудови найкоротшого шляху в графах та під графах переставного многог-

ранника, де початковою точкою є гранична точка обмеження. Особливість пере-

ходу від граничної точки до інших полягає у перестановці координат опорного 

розв’язку, за умови виконання обмеження та безпосереднього зростання функції 

цілі. 

Проілюстровано застосування вищеописаного алгоритму для знаходження 

оптимального розв’язку оптимізаційної задачі на комбінаторній множині перес-

тановок.  

Дослідження в даному напрямі будуть продовжені з метою побудови нових 

алгоритмів розв’язання даного класу оптимізаційних задач на інших комбінато-

рних множинах та нелінійної модифікації функції цілі. 

Г.А. Донец, А.Н. Нагорная 
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МЕТОД ОПТИМИЗАЦИИ ЛИНЕЙНОЙ ФУНКЦИИ НА ПЕРЕСТАНОВКАХ  

Рассмотрен алгоритм нахождения оптимального решения задачи условной оптимизации ли-

нейной функции на комбинаторном множестве перестановок, представленном в виде графа. 

Представлено практическое применение алгоритма. 

G.A. Donets, A.N. Naghirna 

THE METHOD OPTIMIZATION OF LINEAR FUNCTION ON COMBINATORIAL SET OF 

PERMUTATION 

An algorithm for finding the optimal solution of the problem of conditional optimization of a linear 

function on a combinatorial set of permutations is presented, presented in the form of a graph. The 

practical application of the algorithm is considered. 
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