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Одним із можливих узагальнень задачі Коші є нелокальна багатоточкова за часом задача, 

коли умова 0( , ) |tu t g=⋅ =  замінюється умовою 
0

( , ) | ,
m

k t tk
k

u t g=
=

α ⋅ =∑  де 0 0t = , 1{ , , } (0, ]mt t T⊂… , 

0 1{ , , , }mα α α ⊂… ¡ , m ∈¥  — фіксовані числа (якщо 0 1α = , 1 0mα = … = α = , то маємо, оче­
видно, задачу Коші), при цьому вказана умова трактується в класичному розумінні або в 
слабкому сенсі, якщо g  — узагальнена функція. Нелокальні за часом задачі належать до 
нелокальних крайових задач для рівнянь з частинними похідними. Такі задачі виникають у 
моделюванні багатьох процесів та задач практики крайовими задачами для рівнянь з час­
тинними похідними з нелокальними умовами (див., наприклад, [1—9]).

У цій роботі досліджується нелокальна багатоточкова за часом задача для еволюційно го 
рівняння / ( ) ( ) 0u t f A u t∂ ∂ + = , де ( )f A  — псевдодиференціальний оператор “нескін ченного 

порядку’’ вигляду 
0

k
k

k

c A
∞

=
∑ , де 1[ ]B BA F aF−

ν ν
= , ( )a a= σ  — символ оператора A , BF

ν
, 1

BF −
ν

 — 

пряме та обернене перетворення Бесселя; ( )f A  діє в локально опуклому просторі, який є 
проективною границею певних зліченно­нормованих просторів. При обмеженнях на функ­
ції f  та a , які узагальнюють відому умову “параболічності’’ для рівнянь параболічного 
типу, оператор ( )f A  подається у вигляді 1( ) [ ( ) ]B Bf A F f a F−

ν ν
= , тобто ( )f A  також є псевдо­

диференціальним (псевдобесселевим) оператором з символом f(a). Нелокальна багатоточ­
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кова за часом умова для вказаного рівняння також містить псевдобесселеві операто ри 

kB , {1, , }k m∈ … . Встановлено властивості фундаментального розв’язку такої задачі, доведе­
но розв’язність задачі у випадку, коли g  є елементом простору основних функцій або 
простору, топологічно спряженого з ним; знайдено аналітичне зображення розв’язку. 
Зауважимо, що в працях [10, 11] досліджена нелокальна багатоточкова за часом задача для 
зазначеного рівняння у випадку, коли відповідна умова не містить псевдобесселеві опера­
тори (тобто, kB I= , {1, , }k m∈ … ).

1. Простори основних та узагальнених функцій. Нехай γ  — фіксоване число з мно­
жини (1, ) \ {2, 3, 4, }+ ∞ … , ν — фіксоване число з множини {3/2, 5/2, 7/2, . . .}, 0 : 2 1p = ν +% , 

0 0: 1 [ ] pγ = + γ + %% , ( ) : 1 | |M x x= + , x ∈¡ ,

( )0: { ( ) : | ( ) | (1 | |) , },
kk

x kC D x c x k
− γ +∞

+Φ = ϕ∈ ϕ + ∈
%

¡ ¢�  pr ,lim p
p→∞

Φ = Φ

де pΦ , p +∈¢ , — банахів простір відносно норми

0 0

0

: ( ) | ( ) | , , ,sup
p

k k
x pp

x k

M x D x p
γ + −ε

+
∈ =

  ϕ = ϕ ϕ∈Φ ∈ 
  
∑ %

¡

¢

де 0 1< ε <  — фіксований параметр.
Символом Φ

o

 позначимо сукупність усіх парних функцій з простору Φ  з відповідною 
топологією. Цей простір називатимемо основним, а його елементи — основними функціями. 
У просторі Φ

o

 визначена операція узагальненого зсуву аргументу xT ξ , яка відповідає опера­
тору Бесселя 2 2 1/ (2 1) /B d dx x d dx−

ν = + ν + , 1/ 2ν > − :

2 2 2

0

( ) ( 2 cos ) , ,sinxT x b x x d
π

ξ ν
νϕ = ϕ + ξ − ξ ω ω ω ϕ ∈Φ∫

o

де ( 1) / ( (1/ 2) ( 1/ 2))bν = Γ ν + Γ Γ ν + . Ця операція є нескінченно диференційовною в прос­
торі Φ

o

 [12]. Наслідуючи [13], згортку двох функцій з простору Φ
o

 визначимо формулою

2 1

0

( * ) ( ) ( ) ( ) .xx T x d
∞

ξ ν+ϕ ψ = ϕ ψ ξ ξ ξ∫

На функціях з простору Φ
o

 визначене перетворення Бесселя

2 1

0

[ ]( ) [ ]( ) : ( ) ( ) , ,B BF F x j x x dx
∞

ν+
νν

ϕ ξ ≡ ϕ ξ = ϕ ξ ϕ ∈Φ∫
o

де jν  — нормована функція Бесселя. При цьому [ ]BF ϕ  — парна, обмежена, неперервна на R  
функція. Інші властивості функцій з простору [ ]BF=Ψ Φ

o o
 наведені в праці [12].

Символом ( )′Φ
o

 позначимо простір усіх лінійних неперервних функціоналів, заданих 
на Φ

o
, зі слабкою збіжністю. Елементи з ( )′Φ

o
 називатимемо узагальненими функціями. 

У просторі Φ
o

 визначена операція узагальненого зсуву аргументу, тому згортку узагальне­
ної функції ( )f ∈ ′Φ

o
 з основною функцією задамо формулою

( * )( ) , ( ) , ( ) , ,x
xf x f T x f Tξ

ξ ξ ξϕ = 〈 ϕ 〉 ≡ 〈 ϕ ξ 〉 ϕ ∈Φ
o
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при цьому *f ϕ  є нескінченно диференційовною на ¡  функцією, оскільки операція уза­
гальненого зсуву аргументу нескінченно диференційовна в просторі Φ

o
 [12] (тут , ( )xf T xξ

ξ〈 ϕ 〉 
позначає дію функціонала f  на ( )xT xξϕ  як функцію аргументу ξ ).

Оскільки 1[ ]BF − ϕ ∈Φ
o

, якщо ϕ ∈Ψ
o

, то перетворення Бесселя узагальненої функції ( )f ∈ ′Φ
o

 
визначимо так: 1[ ], , [ ] , .B BF f f F −〈 ϕ〉 = 〈 ϕ 〉 ∀ϕ ∈Ψ

o
 Із властивостей лінійності й неперервності 

функціонала f  та перетворення Бесселя (прямого та оберненого) випливає лінійність і не­
перервність функціонала [ ]BF f , визначеного на просторі основних функцій [ ]BF Φ

o
.

Якщо ( )f ∈ ′Φ
o

, *f ϕ ∈Φ
o

, ∀ϕ ∈Φ
o

, та із співвідношення 0jϕ →  при j → ∞  за топологією 
простору Φ

o
 випливає співвідношення * 0jf ϕ →  при j → ∞  за топологією простору Φ

o
, то 

функціонал f  називається згортувачем у просторі Φ
o

. Надалі клас усіх згортувачів у про­
сторі Φ

o
 позначатимемо символом *( )′Φ

o
. В [14] доведено, що якщо *( )f ∈ ′Φ

o
, то для до­

вільної функції ϕ ∈Φ
o

 правильною є формула [ * ] [ ] [ ]B B BF f F f Fϕ = ⋅ ϕ , при цьому [ ]BF f  — 
мультиплікатор у просторі Φ

o
.

Нехай a : [0, )→ ∞¡  — неперервна, парна на ¡  функція, однорідна порядку γ , тобто 
( ) ( )a x a xγλ = λ , 0λ > , яка:

1) нескінченно диференційовна при 0x ≠ ;
2) її похідні задовольняють умову

0 \ {0} : | ( ) | | | ;k k
k x kk c x D a x c x γ−∀ ∈ ∃ > ∀ ∈¥ ¡ �

3) існують сталі 0c′ , 0 0c >% , δ γ%�  такі, що

0 0 0 0| | ( ) (1 | | ), ,c x a x c x c c xγ δ′ ′+ ∈
%

% % ¡� � �

(прикладом такої функції може служити функція ( ) | |a x x γ= ).

Виділимо клас нескінченно диференційовних функцій 
0

( ) k
k

k

f x c x
∞

=
= ∑ , x ∈¡ , за допо­

могою яких можна будувати псевдобесселеві оператори нескінченного порядку вигляду 

0

( ) k
k

k

f A c A
∞

=
= ∑ , де 1[ ]B BA F aF−=  — псевдобесселевий оператор, побудований за функцією­

символом a. При цьому вважатимемо, що оператор ( )f A  визначений коректно в просторі 
Φ
o

, якщо для кожної основної функції ϕ ∈Φ
o

 ряд

0

( ( ) )( ) ( )( )k
k

k

f A x c A x
∞

=
ϕ = ϕ∑

зображає деяку основну функцію з простору Φ
o

. Наслідуючи [15], припустимо, що функ­
ція f  допускає аналітичне продовження у всю комплексну площину і задовольняє умови:

(а) k∀ ∈ +¢  0kp∃ >  0kb∃ >  x∀ ∈¡ : | ( ) | (1 | |)
pk k

x kD f x b x+� ;

(б) 0
0

[ ] 3 / 2

([ ] 3 / 2)
p

γ + ν + − ∆′ <
δ γ + ν +

%
%

, 0 (0,1)∆ ∈  — фіксований параметр, 0 0 1max{ , , , }sp p p p′ = %% … , p0, 

0 1, , , sp p p%…  — сталі з умови (а), 3 / 2 [ ]s = ν + + γ ∈% ¥ , δ%  — стала з умови 3;

(в) 0∀ε >  0cε∃ >  z x iy∀ = + ∈£ : 1/[ ]0| ( ) | (1 | |) exp{ | | }
p

f z c x y δ
ε + ε

%
� , 0p  — стала з умови 

(а), [ ]δ%  — ціла частина числа δ% ;
(г) 0 0∃β >  x∀ ∈¡ : 0( ) | |f x xβ� .
У праці [15] встановлено, що з виконанням вказаних умов оператор ( )f A  визначений 

коректно, є лінійним і неперервним у просторі Φ
o

, при цьому 1( ) [ ( ) ]B Bf A F f a F−= .
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2. Нелокальна багатоточкова за часом задача. Для еволюційного рівняння

( ) 0, ( , ) (0, ] ,
u

f A u t x T
dt

+
∂

+ = ∈ × ≡ Ω¡  (1)

де ( )f A  — оператор, побудований у п. 1, розглянемо нелокальну багатоточкову за часом задачу

0
1

( , ) | ( , ) | , ,
m

t k k t tk
k

u t B u t= =
=

µ ⋅ − µ ⋅ = ϕ ϕ ∈Φ∑ o
 (2)

де m ∈¥, 1{ , , , } (0, )mµ µ µ ⊂ + ∞… , 1{ , , } (0, ]mt t T⊂…  — фіксовані параметри, 1 2 mt t t T< < …< � , 

1, , mB B…  — псевдобесселеві оператори, побудовані за функціями 1, , mb b…  відповідно, які 
задовольняють умови, аналогічні умовам 1—3 з п. 1, а саме kb : [0, )→ ∞¡ , {1, , }k m∈ … , — не­
перервні, парні на ¡  функції, нескінченно диференційовні при 0x ≠ , однорідні порядку 

1kβ >  відповідно, 1 2 mβ β β < γ…� � �  ( 1γ >  — порядок однорідності функції a ) такі, що:

1′) {1, , }k m∀ ∈ …  s∀ ∈¥  0ksd∃ >  \ {0}x∀ ∈¡ : | ( ) | | |
ss k

x k ksD b x d x
β −

� ;

2′) {1, , }k m∀ ∈ …  , 0k k∃α α >%  k kα α% � , \ ( 1,1)x∀ ∈ −¡ : | | ( ) | |k k
k k kx b x x

β βα α%� � .
Із наведених обмежень випливає, що функції 1, , mb b…  є мультиплікаторами в просторі 

Φ
o

, а 1, , mB B…  — лінійні неперервні оператори в цьому просторі. Вважаємо також, що

1 1
1

, max{1, , , , , , },
m

k m m
k

L L
=

µ > Λ µ Λ = α α∑ % %… …  
0 0

, {1, , },k
k

k

L k m
c t

λ
= ∈

′β

%
…

де 0c′  — стала з умови 3, а 0β  — стала з умови 2 з п. 1.
За допомогою перетворення Бесселя знаходимо, що класичний розв’язок 1((0, ], )u C T∈ Φ

o
 

задачі (1), (2) має вигляд

2 1

0

( , ) ( , ) ( ) ( , )* ( ), ( , ) ,xu t x T G t x d G t x x t x
∞

ξ ν+= ϕ ξ ξ ξ = ϕ ∈Ω∫

де 1( , ) : [ ( , )]( )BG t x F Q t x−= σ , 

1

1

( , ) exp{ ( ( ))} ( )exp{ ( ( ))} .
m

k k k
k

Q t tf a b t f a

−

=

 
 σ = − σ µ − µ σ − σ
 
 

∑

Зауважимо, що із обмежень на функції a , f , 1, , mb b…  випливають нерівності: як­
що 1σ� , то

0 0 0

( ) | |
( )exp{ ( ( ))}

( ) | |
k k

k k
k k

b
b t f a

t a t c

γ

γ
σ α σ

σ − σ =
β σ ′β σ
� �

0 0
,k

k
k

L
t c

α
≡ Λ

′β
%

�  {1, , }k m∈ … ;

якщо 0 1< σ < , то ( )exp{ ( ( ))} ( ) | | .k
k k k k kb t f a b

βσ − σ σ α σ α Λ% %� � � �

Отже,

1 1

( )exp{ ( ( ))} 0, (0, ).
m m

k k k k
k k

b t f a
= =

µ − µ σ − σ > µ − Λ µ > σ∈ ∞∑ ∑
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У точці 0σ =  маємо 
( (0))

1

(0) 0.
m

t f ak
k k

k

b e
−

=
µ − µ = µ >∑  Тоді

1

1

( )exp{ ( ( ))} 0, [0, ),
m

k k k
k

b t f a

−

=

 
 µ − µ σ − σ > σ∈ + ∞
 
 

∑

при цьому

( ( )) ( ( ))

1 1

1
( ) 1 ( ) ,

m m
t f a t f ak k

k k k k
k k

b e b e
− σ − σ

= =

 
µ − µ σ = µ − µ σ  µ 

∑ ∑ ,

( ( ))

1 1

1
( ) 1, 0.

m m
t f ak

k k k
k k

b e
− σ

= =

Λ
µ σ µ < σ

µ µ∑ ∑� �

Скориставшись останньою нерівністю та поліноміальною формулою, знайдемо, що

1
( ( )) ( ( ))

1 0 1

1
( ) ( )

r
m m

t f a t f ark k
k k k k

k r k

b e b e

−
∞− σ − σ−

= = =

   
   µ − µ σ = µ µ σ =
   µ   

∑ ∑ ∑

( ( ))( 1) 1 1
1 1

10 1

!
( ( ) )

! !
t f a rr

mr r r rm

r
b e

r r

∞
− σ− +

= + … + =
= µ µ σ∑ ∑ …

…

( ( ))
( ( ) )

t f a rm m
m mb e

− σµ σ =

1
( ) ( ( ))( 1) 1 1 1 1

1
10 1

!
( ) ( ) .

! !

r rm r r t r t r f amr m m m
m

mr r r rm

r
b b e

r r

∞ − + + σ− +

= + … + =

µ µ
= µ σ σ∑ ∑ ……

…
…

Звідси дістаємо зображення для функції G :

1
1

1
10 1

!1
( , ) ( , ),

! !

r rm
m

r
mr r r rm

r
G t x G t x

r r

∞

+
= + + =

µ µ
= λ +

µ
∑ ∑

…

… %

…

де

( ) ( ( )) 2 11
1

0

( , ) ( ) ( ) ( ) ,
r r t f am

mG t x c b b e j x d
∞

− λ+ σ ν+
ν νλ + = σ σ σ σ σ∫% …

1 1: m mt r t rλ = + +… , ( , )G t x%  — фундаментальний розв’язок задачі Коші для рівняння (1), для 
якого правильними є такі оцінки, отримані в [15]:

/ ( )0| ( , ) | (1 | |) , ,
ss s

x sD G t x t x s
−ω γ − +γα + ∈% ¥�

де ( )s s sp mω = δ + γ% % , 3 / 2 [ ]sm s= ν + + γ + , δ γ%�  — стала з умови 3 з п. 1, 1max{ , , }s ms
p p p=% … , 

1, , ms
p p…  — сталі з умови (а), 0sα >  не залежить від t . Скориставшись властивостя ми 

функцій f , a , 1, , mb b… , встановлюємо, що ( , )G t x  є неперервно диференційовною на про­
міжку (0, ]T  функцією (при фіксованому x ∈¡ ) і нескінченно диференційовною функ­
цією аргументу x  (при фіксованому (0, ]t T∈ ). Оцінки функції G  та її похідних за аргу­
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ментом x  (з виділеною при цьому залежністю від параметра t ) даються в нижченаведе­
ному твердженні.

Лема 1. Для функції ( , )G t x  та її похідних (за змінною x ) правильними є оцінки

( )( )/ * *0| ( , ) | (1 | |) , (0, ], min{1, },
ss s q

x sD G t x c t x t T T T
− γ +− + γ + ∈ =�  (3)

x ∈¡ , s +∈¢ , 0 2 2 [ ]γ = ν + + γ , ( ) [ ]q α α= ω + γ + ω α − γ , 3 / 2 [ ]α = ν + + γ ,

α
α

δ ⋅α + αγ σω = 
γ σ < σ ≠

%% , якщо | | 1,

, якщо | | 1, 0,

b �

1max{ , , }b p pα α=% … , де 1, ,p pα…  — сталі з умови (а), δ γ%�  — стала з умови 3, стала 0sc >  

не залежить від t .

Зауваження 1. Із оцінок (3) похідних функції G  випливає, що при кожному (0, ]t T∈  
функція G , як функція аргументу x , є елементом простору Φ

o
. 

Лема 2. Правильними є твердження.

1. Функція ( , )G t ⋅ , (0, ]t T∈ , як абстрактна функція параметра t  із значеннями в про­

сторі Φ
o

, диференційовна за t .

2. 
( , )

( * ( , )) *
G t

g G t g
t t

∂ ∂ ⋅
⋅ =

∂ ∂
, ( )g∀ ∈ ′Φ

o
.

3. У просторі ( )′Φ
o

 справджуються граничні співвідношення:

а) 
0 1

( , ) ( , )lim lim
m

k k
t t tk k

G t B G t
→+ →=

µ ⋅ − µ ⋅ = δ∑ ;

б) 
0 1

( , ) ( , )lim lim
m

k k
t t tk k

t B t g
→+ →=

µ ω ⋅ − µ ω ⋅ =∑ ,

де ( , ) * ( , )t x g G t xω = , *( )g ∈ ′Φ
o

, ( , )t x ∈Ω .

4. Функція ( , )G t ⋅  задовольняє рівняння (1).
Із твердження 3 б леми 2 дістаємо, що для рівняння (1) нелокальну m ­точкову за часом 

задачу можна ставити так. Знайти функцію 1( , ) ((0, ], )u t C T⋅ ∈ Φ
o

, яка є розв’язком рівняння 
(1) і задовольняє умову 

*0
1

( , ) | ( , ) | , ( ) ,
m

t k k t tk
k

u t B u t g g= =
=

µ ⋅ − µ ⋅ = ∈ ′Φ∑
o

 (4)

у тому сенсі, що

*
0 1

( , ) ( , ) , ( ) ,lim lim
m

k k
t t tk k

u t B u t g g
→+ →=

µ ⋅ − µ ⋅ = ∈ ′Φ∑ o

де границі розглядаються в просторі ( )′Φ
o

 (параметри µ , 1, , mµ µ… , 1, , mt t… , задовольняють 
умови, сформульовані раніше). Основний результат містить таке твердження.

Теорема. Задача (1), (4) є коректно розв’язною, розв’язок зображується у вигляді 

( , ) * ( , )u t x g G t x= , ( , )t x ∈Ω , ( , )u t ⋅ ∈Φ
o

 при кожному (0, ]t T∈ .
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НЕЛОКАЛЬНАЯ МНОГОТОЧЕЧНАЯ ПО ВРЕМЕНИ ЗАДАЧА 
ДЛЯ ОДНОГО КЛАССА ЭВОЛЮЦИОННЫХ СИНГУЛЯРНЫХ УРАВНЕНИЙ

Установлена разрешимость нелокальной многоточечной по времени задачи для эволюционных уравнений 
с псевдобесселевыми операторами бесконечного порядка с начальным условием, являющимся элементом 
пространства обобщенных функций типа распределений в случае, когда нелокальное многоточечное усло­
вие содержит псевдобесселевые операторы.

Ключевые слова: нелокальная многоточечная по времени задача, эволюционные уравнения, псевдодиффе­
ренциальный оператор, счетно­нормированное пространство.
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A NONLOCAL PROBLEM MULTIPOINT BY TIME 
FOR ONE CLASS OF EVOLUTIONARY SINGULAR EQUATIONS

The solvability of a nonlocal problem multipoint by time for evolutionary equations with pseudo­Bessel infini­
te­order operators with an initial condition that is an element of the space of generalized functions of the 
dis tribution type is established in the case where the nonlocal multipoint condition contains pseudo­Bessel 
ope rators.

Keywords: nonlocal problem multipoint by time, evolutionary equations, pseudodifferential operator, countably 
normed space.


