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Èñõîäÿ èç ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ãàìèëüòîíèàíà Ëàíäàó ïîëó÷åíî âûðàæåíèå äëÿ õàðàêòåðíîé
÷àñòîòû òðåõôîíîííûõ ïðîöåññîâ â ñâåðõòåêó÷åì 4He, ñïðàâåäëèâîå âî âñåì äèàïàçîíå ôîíîííûõ
ýíåðãèé, ïðè êîòîðûõ pàçpåøåíû òðåõôîíîííûå ïðîöåññû. Ïðîàíàëèçèðîâàíû âîçìîæíûå ïðåäåëü-
íûå ñëó÷àè è ïðîâåäåíî ñîïîñòàâëåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè ïðåäûäóùèõ èññëåäîâàíèé. Îêàçàëîñü, ÷òî
òðåõôîíîííûå ïðîöåññû ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò íà÷àëüíóþ ðåëàêñàöèþ ôîíîííîãî ïó÷êà, èíæåêòè-
ðîâàííîãî â He II íàãðåòûì òâåðäûì òåëîì, òàê ÷òî çà âðåìÿ ïîðÿäêà 10−10 ñ â àíîìàëüíîé îáëàñòè
ôîíîííîé äèñïåðñèè óñòàíàâëèâàåòñÿ ðàâíîâåñíàÿ ôîðìà ðàñïðåäåëåíèÿ ôîíîíîâ.

Âèõîäÿ÷è ç ãiäðîäèíàìi÷íîãî ãàìiëüòîíiàíó Ëàíäàó çäîáóòî âèðàç äëÿ õàðàêòåðíî¿ ÷àñòîòè
òðüîõôîíîííèõ ïðîöåñiâ ó íàäïëèííîìó 4He, ÿêèé º ñïpàâåäëèâèì ó âñüîìó äiàïàçîíi ôîíîííèõ
åíåðãié, ïpè ÿêèõ äîçâîëåíi òðüîõôîíîííi ïðîöåñè. Ïðîàíàëiçîâàíî ìîæëèâi ãðàíè÷íi âèïàäêè òà
ïðîâåäåíî ïîðiâíÿííÿ ç ðåçóëüòàòàìè ïîïåðåäíiõ äîñëiäæåíü. Âèÿâèëîñÿ, ùî òðüîõôîíîííi ïðîöåñè
ïîâíiñòþ âèçíà÷àþòü íà÷àëüíó ðåëàêñàöiþ ôîíîííîãî ïó÷êà, iíæåêòîâàíîãî ó He II íàãðiòèì òâåðäèì
òiëîì, òàê ùî çà ÷àñ ïîðÿäêà 10−10 ñ â àíîìàëüíié îáëàñòi ôîíîííî¿ äèñïåðñi¿ âñòàíîâëþºòüñÿ
ðiâíîâàæíà ôîðìà ðîçïîäiëó ôîíîíiâ.
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1. Ââåäåíèå

Êàê õîðîøî èçâåñòíî, ôîíîííûé ñïåêòð â He II
ÿâëÿåòñÿ ðàñïàäíûì â îáëàñòè ìàëûõ ýíåðãèé
âïëîòü äî íåêîòîðîé êðèòè÷åñêîé ýíåðãèè εc ≈ 10 Ê
[1,2], ïðè÷åì ïðè ýíåðãèÿõ 0 < ε < ε0 ≈ 8,5 Ê [3]
pàçpåøåíû òðåõôîíîííûå ïðîöåññû (3PP). Â îá-
ëàñòè ïðîìåæóòî÷íûõ ýíåðãèé ε0 < ε < εc ðàçðå-
øåíû ïðîöåññû áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ñ íåñî-
õðàíÿþùèìñÿ ÷èñëîì ôîíîíîâ.

Ïðåäñêàçàíèå ðàñïàäíîñòè ôîíîííîãî ñïåêòðà
àâòîðàìè ðàáîòû [4], à çàòåì åå ýêñïåðèìåíòàëü-
íîå ïîäòâåðæäåíèå [1,5] ïðèâåëè ê íåîáõîäèìîñ-
òè ïåðåñìîòðåòü âñå èìåþùèåñÿ ê òîìó âðåìåíè
ïðåäñòàâëåíèÿ î êîëëåêòèâíûõ ïðîöåññàõ â He II.
Â ÷àñòíîñòè, âñå äèññèïàòèâíûå ïðîöåññû â
ñâåðõòåêó÷åì 4He èçó÷àëèñü íà îñíîâå ïðåäñòàâ-
ëåíèé îá îïðåäåëÿþùåé ðîëè âðåìåí ÷åòûðåõôî-
íîííîé ðåëàêñàöèè [6], â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ðàñïàä-

íûå ïðîöåññû (â òîì ÷èñëå è 3PP) çàïðåùåíû â
ñëó÷àå íîðìàëüíîãî ñïåêòðà çàêîíàìè ñîõðàíåíèÿ
èìïóëüñà è ýíåðãèè. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî åùå äî
ïîÿâëåíèÿ ðàáîòû [4] âðåìÿ æèçíè ôîíîíà, îïpå-
äåëÿåìîå ïpîöåññàìè pàñïàäà, áûëî ïîëó÷åíî â
[7] â ðàìêàõ ìîäåëè ñëàáîíåèäåàëüíîãî áîçå-ãàçà,
â êîòîpîì, êàê èçâåñòíî, ñïåêòð êâàçè÷àñòèö èìå-
åò ðàñïàäíóþ ôîðìó â íèçêî÷àñòîòíîé îáëàñòè.
Õàðàêòåðíàÿ ÷àñòîòà 3PP, ïîëó÷åííàÿ â ðàáîòå
[7], îêàçàëàñü ïðîïîðöèîíàëüíîé ïÿòîé ñòåïåíè
ýíåðãèè ôîíîíà. Äëÿ ðåàëüíîãî ôîíîííîãî ñïåêò-
ðà â He II òàêàÿ çàäà÷à âïåðâûå ðåøàëàñü, ïî-âè-
äèìîìó, â [8]. Â ðåçóëüòàòå àâòîðû ïîëó÷èëè
âûðàæåíèå äëÿ õàðàêòåðíîé ÷àñòîòû 3PP â âèäå

ν3
(HL)(ε) = 

(u + 1)2

240c5ρ0

 ε5 , (1)
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ãäå ïîñòîÿííàÿ Ãðþíàéçåíà u = (ρ0/c)(∂c/∂ρ0) ≈
≈ 2,84 ïðè äàâëåíèè íàñûùåíîãî ïàðà [9]; ρ0 —
ðàâíîâåñíàÿ ïëîòíîñòü He II; c — ñêîðîñòü ïåðâî-
ãî çâóêà. Õàðàêòåðíî, ÷òî ôîðìóëà (1) èìååò òó
æå ýíåðãåòè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü, ÷òî è ðåçóëüòàò,
ïîëó÷åííûé â [7], îäíàêî èñïîëüçîâàííàÿ àâòîðà-
ìè [8] òåõíèêà âû÷èñëåíèé, ê ñîæàëåíèþ, íå
ïîçâîëèëà óñòàíîâèòü óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè èõ
ðåçóëüòàòîâ. Â ÷àñòíîñòè, îñòàåòñÿ íåÿñíûì âî-
ïðîñ î çàâèñèìîñòè âðåìåí òðåõ÷àñòè÷íîé ðåëàê-
ñàöèè îò õàðàêòåðíîé òåìïåðàòóðû ðàñïðåäåëåíèÿ
ïîëÿ òåïëîâûõ ôîíîíîâ.

Äàëüíåéøèé ïðîãðåññ â èçó÷åíèè 3PP ñâÿçàí ñ
ïîïûòêàìè îáúÿñíåíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàí-
íûõ ïî èññëåäîâàíèþ ðàçëè÷íûõ äèññèïàòèâíûõ
ïðîöåññîâ â He II [10–13]. Â ðàáîòàõ [10,11]
ïîëó÷åíà õàðàêòåðíàÿ ÷àñòîòà ðåëàêñàöèè çà ñ÷åò
3PP â ñëåäóþùåì âèäå:

ν3
(M)(ε) = 

π3(u + 1)2

15c5ρ0

 T4ε , (2)

ãäå T — õàðàêòåðíàÿ òåìïåðàòóðà ôîíîâûõ òåï-
ëîâûõ ôîíîíîâ. ×òî êàñàåòñÿ îáëàñòè ïðèìåíè-
ìîñòè ôîðìóëû (2), òî èç ñàìîãî ñïîñîáà ðàñ÷åòà
â [10,11] ñëåäóåò, ÷òî îíà îïèñûâàåò ïîãëîùåíèå
óëüòðàçâóêîâîãî ôîíîíà â ãàçå ðàâíîâåñíûõ òåï-
ëîâûõ ôîíîíîâ. Èç ýòèõ ñîîáðàæåíèé ÿñíî, ÷òî
îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè ðåçóëüòàòà (2) îãðàíè÷åíà
ýíåðãèÿìè ε << T.

Â ðàáîòàõ [14–16] ñèñòåìàòè÷åñêè èçó÷àëèñü
ïðîöåññû, ïðîòåêàþùèå â ôîíîííûõ ïó÷êàõ, èí-
æåêòèðîâàííûõ â He II òâåðäîòåëüíûì íàãðåâà-
òåëåì. Â ÷àñòíîñòè, â [14] áûë îòêðûò ýôôåêò
ðîæäåíèÿ âûñîêîýíåðãåòè÷åñêèõ ôîíîíîâ (ε ≈
≈ 10 Ê) õîëîäíûì ôîíîííûì ïó÷êîì ñ õàðàêòåð-
íîé òåìïåðàòóðîé T ≈ 1 Ê â ïðîöåññå åãî ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ ñêâîçü âàííó ñ He II, íàõîäÿùèìñÿ ïðè
òåìïåðàòóðå ïîðÿäêà 10−2 K. Äëÿ îáúÿñíåíèÿ ýòî-
ãî óäèâèòåëüíîãî ýôôåêòà íåîáõîäèìî âñåñòîðîí-
íå èçó÷èòü âñå ýòàïû ýâîëþöèè òàêîãî ïó÷êà. Òàê,
äëÿ îïèñàíèÿ íà÷àëüíîé ðåëàêñàöèè èíæåêòè-
ðîâàííûõ ôîíîíîâ íåîáõîäèìî çíàòü âûðàæåíèå
äëÿ õàðàêòåðíîé ÷àñòîòû 3PP, ñïðàâåäëèâîå âî
âñåì äèàïàçîíå äîïóñòèìûõ ýíåðãèé (ò.å. â îáëàñ-
òè àíîìàëüíîãî ñïåêòðà). Èìåííî òàêàÿ íåîáõî-
äèìîñòü èíèöèèðîâàëà ïðîâåäåíèå íàñòîÿùåãî èñ-
ñëåäîâàíèÿ. Â ðàçä. 3 ìû âû÷èñëÿåì íàèáîëåå
îáùåå ñîîòíîøåíèå äëÿ ÷àñòîòû 3PP ìåòîäîì êè-
íåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, èñïîëüçóÿ ãàìèëüòîíèàí
Ëàíäàó êâàíòîâàííîãî ïîëÿ ôîíîíîâ â He II. Ðàç-
äåë 4 ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ ðàçëè÷íûõ ïðå-
äåëüíûõ ñëó÷àåâ è ñðàâíåíèþ ñ ðåçóëüòàòàìè ïðå-
äûäóùèõ èññëåäîâàíèé [7,8,10,11]. È, íàêîíåö,

íà÷àëüíàÿ ðåëàêñàöèÿ ôîíîííîãî ïó÷êà â ñâåðõ-
òåêó÷åì 4He îáñóæäàåòñÿ â ðàçä. 5.

2. Êâàíòîâàíèå ïîëÿ ôîíîíîâ â He II

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ïðîöåññîâ, ïðî-
òåêàþùèõ â ôîíîííîé ïîäñèñòåìå ñâåðõòåêó÷åãî
4He, òðàäèöèîííî pàññìàòpèâàåòñÿ ãàìèëüòîíèàí
Ëàíäàó [17], ïðèãîäíûé äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè
He II â ãèäðîäèíàìè÷åñêîì ðåæèìå

H
L
 = ∫

V

 


1

2
 ρ(r)v2(r) + E(ρ)


 d3r , (3)

ãäå v(r) è ρ(r) — ñêîðîñòü è ëîêàëüíàÿ ïëîòíîñòü
ãåëèÿ; E(ρ) — âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ åäèíèöû îáúå-
ìà He II, ôóíêöèîíàëüíî çàâèñÿùàÿ îò ëîêàëüíîé
ïëîòíîñòè. ßâíîå âûðàæåíèå äëÿ E(ρ) ìîæåò áûòü
ïîëó÷åíî èç ïðîñòûõ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñîîáðà-
æåíèé. Äåéñòâèòåëüíî, ðàáîòà, âûïîëíÿåìàÿ ïðè
èçîòåðìè÷åñêîì ñæàòèè ãåëèÿ, äîëæíà áûòü ðàâ-
íà èçìåíåíèþ åãî âíóòðåííåé ýíåðãèè. Â äèôôå-
ðåíöèàëüíîé ôîðìå d(VE) = −PdV, îòêóäà ïîñëå
ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñëåäóåò ñîîòíî-
øåíèå

E(ρ) = ρ ∫ 
P

ρ2 dρ .

Äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè äëèííîâîëíîâûõ âîç-
áóæäåíèé ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ìàëîñòüþ îò-
êëîíåíèé îò ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ è ãàìèëüòîíèàí
(3) ðàçëîæèòü ïî ñòåïåíÿì ôëóêòóàöèé ïëîòíîñ-
òè è ïîëÿ ñêîðîñòåé. Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ èç-
âåñòíîå ñîîòíîøåíèå ∂P/∂ρ = c2. Ïîñëå ôîðìàëüíîé
ïðîöåäóðû êâàíòîâàíèÿ ãàìèëüòîíèàí ñ òî÷íîñ-
òüþ äî ÷åòâåðòîãî ÷ëåíà â ðàçëîæåíèè èìååò âèä

Ĥph = Ĥ0 + Ĥint ,  Ĥint = V̂3 + V̂4 . (4)

Çäåñü

Ĥ0 = 
1

2
 ∫
V

 









ρ0v̂

2 + 
c2

ρ0

 (δρ̂(r))2









 d3r (5)

— ãàìèëüòîíèàí, îïèñûâàþùèé ãàç íåâçàèìîäåé-
ñòâóþùèõ ôîíîíîâ, çàêëþ÷åííûõ â îáúåìå V;

δρ̂ = ρ̂(r) − ρ0 — îïåðàòîð ëîêàëüíîãî îòêëîíåíèÿ

ïëîòíîñòè îò åå ðàâíîâåñíîãî çíà÷åíèÿ ρ0 . Â

÷àñòè ãàìèëüòîíèàíà Ĥint , îïèñûâàþùåé âçàèìî-

äåéñòâèÿ â ñèñòåìå ôîíîíîâ, ìû îñòàâèëè ñëàãàå-
ìûå, ñîäåðæàùèå ÷ëåíû òðåòüåé
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V̂3 = 
1

2
 ∫
V

 









v̂(r)δρ̂(r)v̂(r) + 

1

3
 




∂
∂ρ0

 
c2

ρ0




 (δρ̂(r))3










 d3r

(6)
è ÷åòâåðòîé

V̂4 = 
1

24
 




∂2

∂ρ2 
c2

ρ0




 ∫
V

 (δρ̂(r))4d3r (7)

ñòåïåíåé ïî ìàëûì âåëè÷èíàì v̂(r) è δρ̂(r).
Êâàíòîâàíèå ïîëÿ ôîíîíîâ, îïèñûâàåìîãî ãà-

ìèëüòîíèàíîì (4), ïðîâîäèòñÿ îáû÷íûì îáðàçîì
ñ ïîìîùüþ ïåðåõîäà ê îïåðàòîðàì ðîæäåíèÿ âp

+

è óíè÷òîæåíèÿ ôîíîíà âp â ñîñòîÿíèè ñ èìïóëü-
ñîì p:

δρ̂(r) = ∑ 
p








ρ0

2εpV








1/2

 p(âpe
ipr + âp

+e−ipr) , (8)

v̂(r) = ∑ 
p








ε
p

2ρ0V








1/2

 n(âpe
ipr + âp

+e−ipr) , (9)

εp −~ cp — ýíåðãèÿ ôîíîíà; n = p/p — åäèíè÷íûé
âåêòîð â íàïðàâëåíèè èìïóëüñà ôîíîíà. Ïîñëå
ïîäñòàíîâêè óðàâíåíèé (8) è (9) â (4)–(7) ïîëó-
÷èì ãàìèëüòîíèàí ôîíîííîé ïîäñèñòåìû He II â
ïðåäñòàâëåíèè âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ. ×àñòü ãà-
ìèëüòîíèàíà V̂3 (6) îïèñûâàåò èíòåðåñóþùåå íàñ
òðåõôîíîííîå âçàèìîäåéñòâèå, â òî âðåìÿ êàê V̂4
(7) ñîîòâåòñòâóåò ÷åòûðåõôîíîííûì ïðîöåññàì [18].

3. ×àñòîòà òðåõôîíîííûõ ïðîöåññîâ

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ èíòåðåñóþùåãî íàñ õàðàêòåðíî-
ãî âðåìåíè 3PP âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì êèíåòè-
÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå ýâî-
ëþöèþ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ôîíîíîâ n(p) ïpè
íàëè÷èè 3PP, ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå [6,13]

dn

dt
 = 

1

2
  ∑ 
p′,p′′

 2π|〈p′p′′|V̂3|p〉|2 δ(εp′ + εp′′ − εp) ×

× 

n′n′′(1 + n) − n(1 + n′)(1 + n′′)


 + 

+ ∑ 

p′,p′′

 2π|〈p′|V̂3|pp′′〉|2 δ(εp + εp′′ − εp′) ×

× 

n′(1 + n′′)(1 + n) − nn′′(1 + n′)


 , (10)

ãäå n′ = n(p′) è n′′ = n(p′′). Çàìåòèì, ÷òî â ïðàâîé
÷àñòè óðàâíåíèÿ (10) ó÷òåíû òîëüêî 3PP, ò.å. ìû
íå ó÷èòûâàåì çäåñü âçàèìîäåéñòâèÿ âûñøèõ ïî-
ðÿäêîâ, ñ÷èòàÿ, ÷òî 3PP ÿâëÿþòñÿ ñàìûìè áû-
ñòðûìè â ñèñòåìå. Òðåõôîíîííûå ïðîöåññû ðàç-
ðåøåíû ëèøü ïîä óãëàìè, ìàëûìè â ìåðó ìàëîñòè
îòêëîíåíèÿ ôîíîííîãî ñïåêòðà îò ëèíåéíîãî. Ïðè
ýòîì âîçíèêàåò ÿâëåíèå ñâåðõäèôôóçèè â ïðî-
ñòðàíñòâå óãëîâ [19,20], êîòîðîå â íàñòîÿùåé pà-
áîòå íå ðàññìàòðèâàåòñÿ.

Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ (6), (8) è (9), ïîëó÷àåì
ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà:

〈p′p′′|V̂3|p〉 = 


1

8ρ0V




1/2

 

















εpεp′′

εp′








1/2

 p′nn′′ + 







εpεp′

εp′′








1/2

 p′′nn′ + 

+ 
 






εp′εp′′

εp








1/2

 pn′n′′ + c2(2u − 1) 
pp′p′′

(εpεp′εp′′)
1/2










 δp,p′+p′′ . (11)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðíîé ÷àñòîòû 3PP ïî-
ëîæèì â óðàâíåíèè (10)

n = n0 + δn ,  n′ = n0′ ,  n′′ = n0′′ , (12)

ãäå èíäåêñ «0» óêàçûâàåò íà ðàâíîâåñíîå ðàñïðå-
äåëåíèå; δn — îòêëîíåíèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëå-
íèÿ îò ðàâíîâåñíîé. Ïîñëåäíåå ìîæåò, â ÷àñòíîñòè,
áûòü îáóñëîâëåíî ôîíîíàìè, èíæåêòèðîâàííûìè
âíóòðü He II íàãðåâàòåëåì. Ïîäñòàâëÿÿ ñîîòíîøå-
íèÿ (12) â êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå (10) è ïåðåõî-
äÿ îò ñóììèðîâàíèÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ (òåïåðü

εp ≡ ε(p) — ôóíêöèÿ íåïðåðûâíîãî àðãóìåíòà),
ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

− 
d

dt
 ln (δn) =

= 
1

2n0

 ∫ W(p|p′p′′)δ(εp − εp′ − εp′′)n0′ n0′′ dΓ′ +

+ ∫ W(p′|pp′′) δ(εp′ − εp − εp′′){n0′′ − n0′ } dΓ′ ,     (13)

Òðåõôîíîííûå âçàèìîäåéñòâèÿ è íà÷àëüíûé ýòàï ýâîëþöèè ôîíîííîãî ïó÷êà â He II
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ãäå

W(p|p′p′′) = 2πV|〈p′p′′|V̂3|p〉|2 (14)

— ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäîâ â ôàçîâîì
ïðîñòðàíñòâå; dΓ = d3p/(2π)3 — ýëåìåíò ôàçîâîãî
îáúåìà ñèñòåìû.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, 3PP ðàçðåøåíû
ëèøü â ìàëîé îáëàñòè óãëîâ âáëèçè íóëÿ. Ýòî
ïîçâîëÿåò ïîëîæèòü â óðàâíåíèè (11) âñå ñêàëÿð-
íûå ïðîèçâåäåíèÿ åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ ðàâíûìè
åäèíèöå. Â ðåçóëüòàòå äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè
ïåðåõîäîâ, âõîäÿùåé â (13), ïîëó÷àåì ïðîñòîå
âûðàæåíèå

W(p|p′p′′) = 
cπ
ρ0

 (u + 1)2pp′p′′∆(p, p′ + p′′) ,(15)

ãäå ∆(p, p′ + p′′) — ñèìâîë Êðîíåêåðà íåïðåðûâ-
íîãî àðãóìåíòà.

Äàëåå, õàðàêòåðíóþ ÷àñòîòó 3PP åñòåñòâåííî
îïðåäåëèòü ñîîòíîøåíèåì

ν3(p) = − 
d

dt
 ln (δn) . (16)

Èç óðàâíåíèé (13)–(16) ïîëó÷àåì

ν3(p) = 
(u + 1)2

4πρ0

 


1

2
 J1(p) + J2(p)


 , (17)

ãäå

J1(p) = 
cp

n0(p)
 ∫
0

p

 dp′ ∫
cos θ

c

1

 d(cos θ′) p′3|p − p′| ×

× n0(p′)n0(p − p′) δ 

ε(p) − ε(p′) − ε(|p − p′|)


 ;

(18)

J2(p) = cp ∫
p

p
0

 dp′  ∫
cos θ

c

1

 d(cos θ′)p′3|p′ − p| ×

× 


n0(p′ − p) − n0(p′)



 δ

ε(p) − ε(p′) − ε(|p − p′|) .

(19)

Çäåñü θ′ — óãîë ìåæäó âåêòîðàìè p è p′; θc —
ìàêñèìàëüíûé óãîë, ïîä êîòîðûì åùå ðàçðåøåíû
3PP; p0 −~ ε0/c — èìïóëüñ, âûøå êîòîðîãî 3PP
çàïpåùåíû. Çàìåòèì, ÷òî â ñâÿçè ñ àñèìïòîòè÷åñ-
êîé ìàëîñòüþ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Áîçå–Ýéí-
øòåéíà â îáëàñòè èìïóëüñîâ p > p0 èíòåãðèðîâà-

íèå ïî p′ â ñîîòíîøåíèè (19) ìîæåò áûòü ñ ýêñïî-
íåíöèàëüíîé òî÷íîñòüþ ðàñïðîñòðàíåíî íà áåñêî-
íå÷íîñòü.

Èñêëþ÷àÿ δ-ôóíêöèè â óðàâíåíèÿõ (18) è (19)
ïóòåì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî óãëó θ′ è ââîäÿ áåçðàç-
ìåðíûå ïåðåìåííûå, ïîëó÷àåì äëÿ ν3(p) èç (16)
ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

ν3(x) = 
(u + 1)2

4πρ0

 


T

c




5

 


1

2
 ζ(x) + β(x)


 , (20)

ãäå x = ε(p)/T;

ζ(x) = ∫
0

x

 y2(x − y)2 
n0(y)

n0(x)
 n0(x − y)dy ; (21)

β(x) = ∫
x

∞

 y2(y − x)2 


n0(y − x) − n0(y)



 dy .

(22)

Âûðàæåíèå (20) ñ ó÷åòîì (21) è (22) ïîëíîñ-
òüþ îïðåäåëÿåò õàðàêòåðíóþ ÷àñòîòó òðåõôîíîí-
íîé ðåëàêñàöèè. Îòìåòèì òîò ôàêò, ÷òî êîíå÷íûé
ðåçóëüòàò (20) íå ñîäåðæèò ïàðàìåòðîâ íåëèíåé-
íîñòè ôîíîííîãî ñïåêòðà â He II, íåñìîòðÿ íà òî,
÷òî 3PP îáÿçàíû ñâîèì ñóùåñòâîâàíèåì èìåííî
îòêëîíåíèþ ñïåêòðà îò ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè.
Ìàòåìàòè÷åñêè ýòîò ôàêò âûðàæàåòñÿ â ñóùåñòâî-
âàíèè íåíóëåâîãî îáúåìà âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé â
ïðîñòðàíñòâå óãëîâ θ′ (ñì. óðàâíåíèÿ (18) è
(19)), ÷òî ïîçâîëèëî ïpîÿâèòüñÿ íóëÿì δ-ôóíê-
öèé. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ïðîàíàëèçèðóåì íåêî-
òîðûå ïðåäåëüíûå ðåçóëüòàòû, âûòåêàþùèå èç
ôîðìóëû (20).

4. Òðåõôîíîííûå ïðîöåññû â ñëó÷àå
áîëüøèõ è ìàëûõ ýíåðãèé

Èñõîäÿ èç íàøåãî ñïîñîáà ðàñ÷åòà õàðàêòåðíî-
ãî âðåìåíè 3PP, ðåçóëüòàò (20) ñëåäóåò èíòåðïðå-
òèðîâàòü êàê îáðàòíîå âðåìÿ æèçíè ôîíîíà ñ
èìïóëüñîì p < p0 (ýíåðãèåé ε(p) < ε0), îïpåäå-
ëåííîå äëÿ 3PP â ðàâíîâåñíîì ïîëå òåïëîâûõ
ôîíîíîâ ñ òåìïåðàòóðîé T. Ðàññìîòðèì ïðåäåëü-
íûå ñëó÷àè, ñëåäóþùèå èç îáùåé ôîðìóëû (20).
Ïðåæäå âñåãî îáðàòèìñÿ ê ãèïåðçâóêîâîìó ïðåäå-
ëó. Äëÿ ýòîãî â ôîðìóëå (20) íåîáõîäèìî ïîëî-
æèòü x >> 1 (ε(p) >> T). Ïðè ýòîì

β(x) −~ 0 (23)

è
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ζ(x) −~ ∫
0

x

 y2(x − y)2dy = 
x5

30
 . (24)

Ïîäñòàíîâêà ñîîòíîøåíèé (23) è (24) â (20) äàåò

ν3
(∞)(p) = ν3

(HL)(p) , (25)

÷òî ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì (1), âïåðâûå ïîëó-
÷åííûì â ðàáîòå [8]. Ýòî äàåò îòâåò íà âîïðîñ,
ïî÷åìó ôîðìóëà (1) íå ñîäåðæèò òåìïåðàòóðó
îêðóæàþùåãî ôîíà. Ãèïåðçâóêîâîé ôîíîí ïðîñòî
«íå ÷óâñòâóåò» ðàçíèöû ìåæäó ðàñïàäîì äî íóëå-
âîé è äî êîíå÷íîé òåìïåðàòóðû. Èìåííî ýòîò
ôàêò áûë èçíà÷àëüíî çàëîæåí è â ðàáîòå [7], ÷òî
ïðèâåëî, êîíå÷íî, ê òîé æå èìïóëüñíîé çàâèñè-
ìîñòè. Èç ñîîòíîøåíèé (23) è (24) âèäíî, ÷òî
òàêîé ïðåäåëüíûé ðåçóëüòàò ñîîòâåòñòâóåò ÷èñòî
ðàñïàäíûì ïðîöåññàì òèïà p → p′, p′′. Ñëåäóåò
îòìåòèòü, ÷òî ôîðìóëà (25) èìååò â äåéñòâèòåëü-
íîñòè äîâîëüíî îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü ïðèìåíè-
ìîñòè. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî íåîáõîäèìî îäíî-
âðåìåííîå âûïîëíåíèå äâóõ óñëîâèé: ε(p) >> T,
íî ε(p) < ε0 ; ïîýòîìó åå ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ
÷èñëåííûõ îöåíîê ôàêòè÷åñêè ëèøü ïðè ñâåðõ-
íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ.

Äðóãîé ïðåäåëüíûé ñëó÷àé x << 1 (ε(p) << T)
ñîîòâåòñòâóåò ïîãëîùåíèþ àêóñòè÷åñêîé çâóêîâîé
âîëíû ðàâíîâåñíûì ôîíîííûì ïîëåì ñ òåìïåðà-
òóðîé T. Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ

ζ(x) −~ 0 (26)

è

β(x) −~ x ∫
0

∞

 
y4ey

(ey − 1)2
 dy = 

4π4

15
 x . (27)

Ïðè ïîëó÷åíèè ñîîòíîøåíèÿ (27) ìû èñïîëü-
çîâàëè ðàçëîæåíèå

n0(y − x) ≈ n0(y) + xn0(y)(1 + n0(y)) , (28)

ñïðàâåäëèâîå â îáëàñòè ìàëûõ x. Ïîäñòàíîâêà
(26) è (27) â (20) äàåò

ν3
(0)(p) = ν3

(M)(p) , (29)

òî åñòü ìû ïðèõîäèì ê ðåçóëüòàòó (2), ïîëó÷åííî-
ìó â ðàáîòàõ [10,11]. Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ðàñ-
ñìîòðåííîìó âûøå ïîãëîùåíèþ âûñîêîýíåðãåòè-
÷åñêîãî ôîíîíà ïðåäåëüíûé ðåçóëüòàò (29), êàê
ýòî âèäíî èç ñîîòíîøåíèé (26), (27), ñîîòâåòñòâó-
åò òîëüêî ïðîöåññàì çàõâàòà p′, p → p′′. Ôîðìóëà
(29) ìíîãîêðàòíî èñïîëüçîâàëàñü äëÿ îïèñàíèÿ

ðàçëè÷íûõ ðåëàêñàöèîííûõ ïðîöåññîâ êàê â
÷èñòîì He II, òàê è â ñâåðõòåêó÷èõ ðàñòâîðàõ
3He–4He (ñì. îáçîð [21]).

Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü ÷àñòîòû
3PP îò èìïóëüñà ôîíîíà ïðè òåìïåðàòóðå 0,8 K.
Òàì æå äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðèâåäåíû êðèâûå, ñîîò-
âåòñòâóþùèå ïðåäåëüíûì ñëó÷àÿì (1) è (2). Íà
pèñ. 1 ÿâíî âèäíà îãðàíè÷åííîñòü îáëàñòè ïðèìå-
íèìîñòè ôîðìóëû (1) ïðè îòíîñèòåëüíî áîëüøèõ
òåìïåðàòóðàõ.

Â çàêëþ÷åíèå äàííîãî ðàçäåëà ñëåäóåò óïîìÿ-
íóòü î òîì, ÷òî ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî ïðîâîäè-
ëèñü èçìåðåíèÿ âðåìåíè æèçíè ôîíîíîâ â He II,
îïpåäåëÿåìîãî 3PP [22], ìåòîäîì íåéòðîííîãî
ðàññåÿíèÿ. Ñðàâíåíèå ñ òåîðåòè÷åñêèì ðåçóëüòà-
òîì (1) äàëî ðàñõîæäåíèå áîëåå ÷åì â äâà ðàçà.
Ýòî ñâÿçàíî, íà íàø âçãëÿä, ñ òåì, ÷òî èçìåðåíèÿ
â [22] ïðîâîäèëèñü ïðè òåìïåðàòóðå ïîðÿäêà 0,9 K,
êîãäà âñå ðåëàêñàöèîííûå ïðîöåññû â ãåëèè ïðàê-
òè÷åñêè îïðåäåëÿþòñÿ âçàèìîäåéñòâèÿìè â ðîòîí-
íîì ãàçå. Âðåìÿ æèçíè ôîíîíà â ýòîì ñëó÷àå
ìîæåò ñóùåñòâåííî çàâèñåòü êàê îò âçàèìîäåéñò-
âèÿ ôîíîííîé è ðîòîííîé ïîäñèñòåì, òàê è îò
ðåëàêñàöèè âíóòðè ãàçà ðîòîíîâ. Íåïîñðåäñòâåí-
íàÿ ïðîâåðêà ðåçóëüòàòà (20) âîçìîæíà â ýêñïå-
ðèìåíòàõ ïî ïîãëîùåíèþ çâóêà ïðè ðàçíûõ ñîîò-
íîøåíèÿõ ìåæäó åãî ÷àñòîòîé è òåìïåðàòóðîé
ãåëèÿ. Òàê, íàïðèìåð, ïîãëîùåíèå çâóêà ñ ÷àñòî-
òîé 109 Ãö ïðè òåìïåðàòóðå ãåëèÿ íèæå 10 ìÊ
îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (1), â òî âðåìÿ êàê ïðè
òåìïåðàòóðàõ âûøå 100 ìK — ðåçóëüòàòîì (2).
Ïðè ïðîìåæóòî÷íûõ òåìïåðàòóðàõ ñëåäóåò èñ-
ïîëüçîâàòü ñîîòíîøåíèå (20).

Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòü ÷àñòîòû òðåõôîíîííûõ ïðîöåññîâ îò èì-
ïóëüñà ôîíîíà (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ), ðàññ÷èòàííàÿ ïî ôîðìóëå
(20) äëÿ òåìïåðàòóðû T = 0,8 K. Ïóíêòèðíàÿ è òî÷å÷íàÿ
ëèíèè ñîîòâåòñòâóþò ïðåäåëüíûì ðåçóëüòàòàì (1) è (2) ñî-
îòâåòñòâåííî.
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5. Íà÷àëüíàÿ ýâîëþöèÿ ôîíîííîãî ïó÷êà,
èñïóùåííîãî òâåðäûì òåëîì â He II

Öåëûé ðÿä èñêëþ÷èòåëüíî èíòåðåñíûõ ýôôåê-
òîâ íàáëþäàëñÿ â ýêñïåðèìåíòàõ [14–16] ïî ðàñ-
ïðîñòðàíåíèþ ôîíîííûõ ïó÷êîâ, èíæåêòèðîâàí-
íûõ òâåðäîòåëüíûì íàãðåâàòåëåì â ñâåðõòåêó÷èé
4He, íàõîäÿùèéñÿ ïðè òàêîé òåìïåðàòóðå, ÷òî
âçàèìîäåéñòâèåì ôîíîíîâ ïó÷êà ñ òåïëîâûìè ôî-
íîíàìè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Äëÿ òåîðåòè÷åñêîãî
îïèñàíèÿ íàáëþäàåìûõ ÿâëåíèé íåîáõîäèìî ïîñ-
ëåäîâàòåëüíî èçó÷èòü âñå âçàèìîäåéñòâèÿ, îïðå-
äåëÿþùèå äèíàìèêó òàêîé ñèñòåìû. Ðåçóëüòàòû
ïðåäûäóùèõ ðàçäåëîâ ïîçâîëÿþò ïîíÿòü, ÷òî æå
ïðîèñõîäèò ñ ôîíîííûì ïó÷êîì íà íà÷àëüíîì
ýòàïå åãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ â He II.

Ôîíîíû, èñïóñêàåìûå íàãðåâàòåëåì â ñâåðõòå-
êó÷èé 4He, ðàçäåëÿþòñÿ íà äâå ãðóïïû â çàâèñè-
ìîñòè îò êàíàëà èñïóñêàíèÿ. Âî-ïåðâûõ, ýòî ôî-
íîíû, èñïóùåííûå ïî óïðóãîìó êàíàëó è ëåòÿùèå
â óçêîì êîíóñå óãëîâ Ωp , îñü êîòîðîãî íàïðàâ-
ëåíà ïåðïåíäèêóëÿðíî ïîâåðõíîñòè íàãðåâàòåëÿ.
Ýòè ôîíîíû êàê ðàç è îáðàçóþò îñíîâíîé ïó÷îê,
ðàñïðîñòðàíÿþùèéñÿ ê äåòåêòîðó. Âòîðàÿ ãðóïïà
ôîíîíîâ èñïóñêàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè èçîòðîïíî âî
âñå ïîëóïðîñòðàíñòâî. Ýòî òàê íàçûâàåìûå ôîíî-
âûå (background) ôîíîíû. Ñóùåñòâîâàíèå ïåðâîé
ãðóïïû ôîíîíîâ áûëî ïðåäñêàçàíî òåîðåòè÷åñêè
â ðàáîòå [23] è âñêîðå ïîäòâåðæäåíî ýêñïåðèìåí-
òàëüíî [24]. Âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ íåóïðó-
ãîãî êàíàëà òåîðåòè÷åñêè èññëåäîâàëàñü â ðàáîòàõ
[25,26]. Ýòîò êàíàë áûë íåçàâèñèìî îòêðûò â [24,
27] â ýêñïåðèìåíòàõ ïî èçëó÷åíèþ ôîíîíîâ ñêî-
ëîòûìè êðèñòàëëàìè. Èç ýêñïåðèìåíòîâ [28] ñëå-
äóåò, ÷òî ïîëíàÿ ýíåðãèÿ, óíîñèìàÿ ôîíîâûìè
ôîíîíàìè, íà ïîðÿäîê ïðåâûøàåò ýíåðãèþ â ïó÷-
êå, îäíàêî â ñâÿçè ñ ìàëîñòüþ òåëåñíîãî óãëà Ωp
ïëîòíîñòü ýíåðãèè â ïó÷êå çíà÷èòåëüíî áîëüøå,
÷åì â ãàçå ôîíîâûõ ôîíîíîâ. Ýíåðãèÿ èçëó÷åí-
íûõ ôîíîíîâ ðàâíà èëè íèæå òåìïåðàòóðû íàãðå-
âàòåëÿ â çàâèñèìîñòè îò òîãî ÷åðåç óïðóãèé èëè
íåóïðóãèé êàíàë îíè áûëè èñïóùåíû [29]. Â
pàáîòå [15], â êîòîpîé â êà÷åñòâå íàãðåâàòåëÿ
èñïîëüçîâàëàñü çîëîòàÿ ïëåíêà, áûëî îáíàpóæå-
íî, ÷òî ôîíîíû, èñïóùåííûå ÷åðåç óïðóãèé êà-
íàë, ëåòÿò â êîíóñå Ωp = 0,115 ñð. Äëÿ îöåíêè
êîíå÷íîé òåìïåðàòóðû òàêîãî ïó÷êà â ãåëèè (ïîñ-
ëå óñòàíîâëåíèÿ áîçå-ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ýíåðãèÿì)
íåîáõîäèìî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé

gW = 
ΩpπT4

120c2
 , (30)

ãäå g — îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòü ýíåðãèè W, ïîäàâàå-
ìîé íà íàãðåâàòåëü, óõîäÿùàÿ â êîíóñ Ωp ; Ò —

òåìïåðàòóðà òåðìàëèçîâàííîãî ïó÷êà. Ïðè Ωp =
= 0,115 ñp è gW = 0,7 ìÂò/ìì2 ðàâåíñòâî (30)
äàåò T = 0,81 K. Èç ðàñ÷åòîâ ïî ôîðìóëå (20)
ñëåäóåò, ÷òî âåñü ïó÷îê ïðèõîäèò ê ðàâíîâåñíîìó
ðàñïðåäåëåíèþ çà âðåìåíà ïîðÿäêà 10−10 c, ÷òî
áîëåå ÷åì íà òðè ïîðÿäêà ìåíüøå âðåìåíè ïóëüñà-
öèè τp = lp/c (lp — äëèíà ïó÷êà) è âñåõ îñòàëü-
íûõ õàðàêòåðíûõ âðåìåí ýêñïåðèìåíòîâ [14–16].
Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî íà÷àëüíûì ôèçè÷åñêèì
îáúåêòîì â ýòèõ ýêñïåðèìåíòàõ ñëåäóåò ñ÷èòàòü
óæå ïó÷îê ôîíîíîâ ñ áîçå-ðàñïðåäåëåíèåì, õà-
ðàêòåðèçóþùèìñÿ òåìïåðàòóðîé, îïðåäåëåííîé â
ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèåì (30).

Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå èññëåäîâàíû òðåõôîíîííûå ïðîöåññû
â ñâåðõòåêó÷åì 4He. Äëÿ ÷àñòîòû 3PP, èñõîäÿ èç
ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ãàìèëüòîíèàíà Ëàíäàó (3),
ïîëó÷åíî îáùåå âûðàæåíèå (20), ñïðàâåäëèâîå
äëÿ ëþáûõ ôîíîííûõ ýíåðãèé â îáëàñòè ñïåêòðà,
ãäå 3PP ðàçðåøåíû. Â ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ áîëü-
øèõ è ìàëûõ ýíåðãèé ïîëó÷åíû âûðàæåíèÿ (25)
è (29), êîòîðûå ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè (1) è
(2) áîëåå ðàííèõ òåîðèé [8,9,11]. Îáùèé ïîäõîä,
èñïîëüçóåìûé â íàñòîÿùåé ðàáîòå, ïîçâîëèë
óòî÷íèòü îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè èçâåñòíûõ ðàíåå
ïðåäåëüíûõ ôîðìóë (1) è (2). Ïðåäëîæåí ýêñïå-
ðèìåíò, ïîçâîëÿþùèé íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðèòü
ðåçóëüòàòû òåîðèè.

Ïîëó÷åííîå îáùåå âûðàæåíèå (20) ïîçâîëèëî
îïèñàòü íà÷àëüíóþ ýâîëþöèþ ôîíîííîãî ïó÷êà,
èíæåêòèðîâàííîãî â He II íàãðåòûì òâåðäûì òå-
ëîì. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî çà âðåìåíà, ãîðàçäî ìåíü-
øèå õàðàêòåðíûõ âðåìåí ýêñïåðèìåíòîâ ñ ïó÷êà-
ìè [14–16], èñïóùåííûå ôîíîíû óæå ïðèõîäÿò ê
ðàâíîâåñíîé ôîðìå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïî
ýíåðãèÿì.

×àñòü ðåçóëüòàòîâ äàííîé ðàáîòû áûëà äîëî-
æåíà íà XXXI ñîâåùàíèè ïî ôèçèêå íèçêèõ òåì-
ïåðàòóð â Ìîñêâå.

Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü çà ïîääåðæ-
êó äàííîãî ñîâìåñòíîãî èññëåäîâàíèÿ îò EPSRC
ïî ãðàíòàì GR/M/22543 è GR/L/29149, à
òàêæå îò ôîíäà ISEP ïî ãðàíòàì QSU082002
(È. Í. À.), PSU082118 (À. Â. Æ.) è YSU082037
(Ê. Ý. Í.).
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Three-phonon interactions and initial stage of
phonon pulse evolution in He II

M. A. H. Tucker, A. F. G. Wyatt, I. N. Adamenko,
A. V. Zhukov, and K. E. Nemchenko

Starting from the hydrodynamic Landau Hamil-
tonian we derived an expression for the characte-
ristic rate of three-phonon processes in superfluid
4He, which is valid in the whole range of phonon
energies where these processes are allowed. Possible
limiting cases are analized and a comparison with
the results of previous investigations is done. The
three-phonon processes are turned out to govern
completely the initial relaxation of a phonon pulse
injected into He II by a heated solid. This results in an
equilibrium phonon distribution in the anomalous
region of phonon dispersion at times of the order 10−10s.
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