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Ñòàòüÿ ïîñòóïèëà â påäàêöèþ 10 íîÿápÿ 1998 ã.

Ðàññìîòðåíî òå÷åíèå ãàçà êâàçè÷àñòèö ïîä âîçäåéñòâèåì ãðàäèåíòîâ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí
â îáúåìå, çàïîëíåííîì ïîðîøêîì. Íàéäåíî òî÷íîå ðåøåíèå êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, âûðàæåííîå
÷åðåç ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îïåðàòîðà ñòîëêíîâåíèé êâàçè÷àñòèö è ïàðöèàëüíûå ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ
êâàçè÷àñòèö íà ÷àñòèöàõ ïîðîøêà. Îïpåäåëåíî óñëîâèå, îïèñûâàþùåå ñòàöèîíàðíîå íåðàâíîâåñíîå
ñîñòîÿíèå ãàçà êâàçè÷àñòèö, ïîìåùåííîãî â îáúåì, çàíÿòûé ïîðèñòûì ìàòåðèàëîì. Ïîëó÷åííûå
ðåçóëüòàòû ñïðàâåäëèâû äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó ÷àñòîòàìè ñòîëêíîâåíèé êâàçè÷àñ-
òèö ìåæäó ñîáîé è ñ ÷àñòèöàìè ïîðîøêà. Èçó÷åí ýôôåêò Êíóäñåíà â âûðîæäåííîì êâàíòîâîì ãàçå.
Èññëåäîâàí ïåðåõîä îò êíóäñåíîâñêîãî ê ãèäðîäèíàìè÷åñêîìó ðåæèìó òå÷åíèÿ ãàçà êâàçè÷àñòèö.
Èññëåäîâàíî ñòàöèîíàðíîå íåðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå ãàçà ïðèìåñîíîâ ñâåðõòåêó÷åãî ðàñòâîðà
3He−4He â îãðàíè÷åííîé ãåîìåòðèè.

Ðîçãëÿíóòî òå÷iþ ãàçó êâàçi÷àñòèíîê ïiä äiºþ ãðàäiºíòiâ òåðìîäèíàìi÷íèõ âåëè÷èí â îá‘ºìi,
çàïîâíåíîìó ïîpîøêîì. Çíàéäåíî òî÷íå ðiøåííÿ êiíåòè÷íîãî ðiâíÿííÿ, âèðàæåíå ÷åðåç ìàòðè÷íi
åëåìåíòè îïåðàòîðà çiòêíåíü êâàçi÷àñòèíîê òà ïàðöiàëüíi ïåðåðiçè ðîçñiþâàííÿ êâàçi÷àñòèíîê íà
÷àñòèíêàõ ïîðîøêó. Âèçíà÷åíî óìîâó, ùî îïèñóº ñòàöiîíàðíèé íåðiâíîâàæíèé ñòàí ãàçó êâàçi÷àñòè-
íîê, pîçòàøîâàíîìó â îá’ºìi, çàïîâíåíîìó ïîðèñòèì ìàòåðiàëîì. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ñïðàâåäëèâi
äëÿ äîâiëüíèõ ñïiââiäíîøåíü ìiæ ÷àñòîòàìè çiòêíåíü êâàçi÷àñòèíîê ìiæ ñîáîþ òà ç ÷àñòèíêàìè
ïîðîøêó. Âèâ÷åíî åôåêò Êíóäñåíà ó âèðîäæåíîìó êâàíòîâîìó ãàçi. Äîñëiäæåíî ïåðåõiä âiä êíóä-
ñåíiâñüêîãî äî ãiäðîäèíàìi÷íîãî ðåæèìó òå÷i¿ ãàçó êâàçi÷àñòèíîê. Äîñëiäæåíî ñòàöiîíàðíèé íåðiâíî-
âàæíèé ñòàí ãàçó ïpèìåñîíiâ íàäïëèííîãî ðîç÷èíó 3He–4He â îáìåæåíié ãåîìåòði¿.

 PACS: 51.20.+d, 67.80.Mg

Ââåäåíèå

Èçó÷åíèå ïðîöåññà ïåðåíîñà ãàçîâ â ïîðèñòîé
ñðåäå ïîä âîçäåéñòâèåì ãðàäèåíòîâ òåðìîäèíàìè-
÷åñêèõ âåëè÷èí ìîæíî îòíåñòè ê êëàññè÷åñêèì
çàäà÷àì êèíåòè÷åñêîé òåîðèè [1,2]. Èññëåäîâà-
íèÿ ðàçëè÷íûõ ðåæèìîâ òå÷åíèÿ ãàçà ÷åðåç òîí-
êèå òðóáêè è ïîðèñòûé ìàòåðèàë âåäóò îòñ÷åò ñ
ïèîíåðñêèõ ðàáîò Ãðýìà [3], Ëîøìèäòà [4,5] è
Ìàêñâåëëà [6], óâèäåâøèõ ñâåò åùå â ñåðåäèíå
ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ. Óæå òîãäà áûëî îáíàðóæåíî,
÷òî îãðàíè÷åíèå äëèíû ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ÷àñ-
òèö, ñòàëêèâàþùèõñÿ â îñíîâíîì ñî ñòåíêàìè ñî-
äåðæàùåé ãàç åìêîñòè, ïðèâîäèò ê èçìåíåíèÿì â
ïðèâû÷íîé êàðòèíå äèôôóçèè òîãî æå ãàçà â
íåîãðàíè÷åííîé ñðåäå. Ïîçäíåå Ãðýìîì [7] áûëè
óñòàíîâëåíû îñíîâíûå çàêîíîìåðíîñòè ñâîáîäíî-
ìîëåêóëÿðíîãî òå÷åíèÿ ãàçà, ïîëó÷èâøåãî íàçâà-
íèå ýôôóçèè. Òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå çàêîíà

ýôôóçèè Ãðýìà íàøëî ñâîå ïðîäîëæåíèå â ðàáî-
òàõ Ìàêñâåëëà, âïåðâûå ïðåäëîæèâøåãî â 1860 ã.
ìîäåëü «çàïûëåííîãî» ãàçà [6]. Ñóòü ýòîé ïîëó-
ýìïèðè÷åñêîé ìîäåëè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïî-
ðèñòàÿ ñðåäà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê îäèí èç êîìïî-
íåíòîâ ãàçîâîé ñìåñè, ñîñòîÿùèé èç òÿæåëûõ
íåïîäâèæíûõ ÷àñòèö. Ñàì Ìàêñâåëë íå ïîëó÷èë
èç ñâîåé ìîäåëè êîíêðåòíûõ ðåçóëüòàòîâ, îãðàíè-
÷èâøèñü åå îïèñàíèåì â ðàáîòå, ïîñâÿùåííîé òåî-
ðèè ïåðåíîñà ìîëåêóëÿðíûõ ïðèçíàêîâ â ãàçàõ.
Ìîäåëü «çàïûëåííîãî» ãàçà îñòàâàëàñü äîëãîå
âðåìÿ çàáûòîé è áûëà âíîâü èçîáðåòåíà íåçàâèñè-
ìî Äåðÿãèíûì è Áàêàíîâûì [8,9] â 50-õ ãîäàõ
íàøåãî ñòîëåòèÿ. Îíà ïðèìåíÿëàñü ýòèìè àâòîðà-
ìè äëÿ èçó÷åíèÿ ðåæèìà òå÷åíèÿ ãàçà, áëèçêîãî ê
ñâîáîäíîìîëåêóëÿðíîìó. Èçó÷åíèå öåëîãî êðóãà
âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ ïðîöåññîì ïåðåíîñà ÷àñòèö
÷åðåç ðàçíîãî ðîäà ìåìáðàíû, ïðèâåëî ê äàëüíåé-

© È. Í. Àäàìåíêî, Ë. Í. Áîpòíèê, À. È. ×åpâàíåâ, 1999



øåìó ðàçâèòèþ ïîëóýìïèðè÷åñêèõ ìîäåëåé, ýêñ-
ïëóàòèðóþùèõ òå æå èäåè [10–13].

Íåñìîòðÿ íà çíà÷èòåëüíûé ïðîãðåññ, äîñòèãíó-
òûé â ýòîé îáëàñòè, ðÿä âîïðîñîâ, ïîñòàâëåííûõ
ýêñïåðèìåíòîì, íå ïîëó÷èë äîëæíîãî òåîðåòè÷åñ-
êîãî àíàëèçà. Òàê, âî âñåõ èçâåñòíûõ íàì òåîðåòè-
÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ [14,15] ôàêòè÷åñêè íåçàâè-
ñèìî ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî äâà ïðåäåëüíûõ
ðåæèìà òå÷åíèÿ ãàçà â îãðàíè÷åííîé ãåîìåòðèè:
ñâîáîäíîìîëåêóëÿðíûé (êíóäñåíîâñêèé) è ãèäðî-
äèíàìè÷åñêèé. Òàêàÿ èäåàëèçàöèÿ íå îòðàæàåò
àäåêâàòíî ýêñïåðèìåíòàëüíóþ ñèòóàöèþ, ðåàëè-
çóþùóþñÿ, êîãäà ÷àñòîòû ñòîëêíîâåíèé ÷àñòèö
ãàçà ìåæäó ñîáîé è ñî ñòåíêàìè ñîäåðæàùåé ãàç
åìêîñòè ñðàâíèìû ìåæäó ñîáîé.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëîæåí ïîäõîä, ïîçâî-
ëÿþùèé âîñïîëíèòü ýòîò ïðîáåë. Çàäà÷à î ñòàöè-
îíàðíîì òå÷åíèè ãàçà êâàçè÷àñòèö ÷åðåç ïîðèñòóþ
ñðåäó ïîä âîçäåéñòâèåì ãðàäèåíòîâ òåðìîäèíàìè-
÷åñêèõ âåëè÷èí ðåøåíà íàìè òî÷íî, â ðàìêàõ
ñòðîãîãî êèíåòè÷åñêîãî ïîäõîäà. Ðàçâèòàÿ â ðàáî-
òå ìåòîäèêà ïîçâîëèëà èçáåæàòü òðàäèöèîííîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ èíòåãðàëà ñòîëêíîâåíèé, ÷òî îáåñ-
ïå÷èâàåò îáùíîñòü ðåçóëüòàòîâ.

Âñå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñïðàâåäëèâû äëÿ
ëþáîãî, êâàíòîâîãî èëè êëàññè÷åñêîãî, ãàçà ÷àñ-
òèö è ïðèìåíåíû íàìè äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñòàöèî-
íàðíîãî íåðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ êîíêðåòíîé
ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû — ñâåðõòåêó÷åãî ðàñòâîðà
3He−4He.

Ðåøåíèå êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

Äëÿ îïèñàíèÿ ñòàöèîíàðíîãî íåðàâíîâåñíîãî
ñîñòîÿíèÿ ãàçà ïðèìåñîíîâ ñâåðõòåêó÷åãî ðàñòâî-
ðà 3He−4He â îòñóòñòâèå òåïëîâûõ âîçáóæäåíèé
âîñïîëüçóåìñÿ ëèíåàðèçîâàííûì êèíåòè÷åñêèì
óðàâíåíèåì

v 
∂f0
∂r

 = (Î + L̂)g, (1)

ãäå v — ñêîðîñòü ïðèìåñîíà; f0 — ëîêàëüíî-ðàâ-
íîâåñíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ; f0′g ≡ f − f0 —
ìàëàÿ äîáàâêà ê íåé, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ âûçâàâ-
øèì íåðàâíîâåñíîñòü ãðàäèåíòàì òåðìîäèíàìè-
÷åñêèõ âåëè÷èí; Î è L̂ — îïåðàòîðû ñòîëêíîâåíèé
ïðèìåñü—ïðèìåñü è ïðèìåñü—ïîðîøîê ñîîòâåò-
ñòâåííî; øòðèõ îáîçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå
ïî àðãóìåíòó.

Ïðîöåäóðà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) ñîñòîèò
â âûäåëåíèè ñîáñòâåííîãî íóëü-ïðîñòðàíñòâà îïå-
ðàòîðà ñòîëêíîâåíèé è ïîñëåäóþùåì åãî îáðà-
ùåíèè [16,17]. Äëÿ ýòîé öåëè ðàññìîòðèì ãèëü-
áåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé

èìïóëüñà ñ ââåäåííûì â íåì ñêàëÿðíûì ïðîèçâå-
äåíèåì:

〈h(p) | g(p)〉 = ∫f0′hg∗dΓ, (2)

ãäå dΓ — ýëåìåíò îáúåìà ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà
èìïóëüñîâ, p — èìïóëüñ ïðèìåñîíà. Ââåäåì òàê-
æå îïåðàòîð-ïðîåêòîð P̂c âåêòîðîâ ãèëüáåðòîâîãî
ïðîñòðàíñòâà íà ÿäðî îïåðàòîðà ñòîëêíîâåíèé.
Áàçèñ ïîñëåäíåãî ñîñòàâëÿþò ëèíåéíî íåçàâèñè-
ìûå âåêòîðû — ýëåìåíòû ñîáñòâåííîãî ïîäïðî-
ñòðàíñòâà îïåðàòîðà Î + L̂, ñîîòâåòñòâóþùèå íó-
ëåâîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ.

Äëÿ îäíîçíà÷íîé îáðàòèìîñòè îïåðàòîðà ñòîë-
êíîâåíèé â óðàâíåíèè (1) íåîáõîäèìî ñïðîåêòè-
ðîâàòü âñå âõîäÿùèå â íåãî âåêòîðû íà ïîäïðî-
ñòðàíñòâî îðòîãîíàëüíîå ÿäðó. Äëÿ ýòîé öåëè
âîñïîëüçóåìñÿ îïåðàòîðîì ïðîåêòèðîâàíèÿ P̂n ,
îïðåäåëåííûì ðàâåíñòâîì P̂n = Ê − P̂c , ãäå Ê —
òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð. Â èòîãå ïîëó÷àåì ðåøå-
íèå êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (1) â îïåðàòîðíîé
ôîðìå:

g = 

P̂(Î + L̂)P̂n





−1

 P̂n 



v

∂f0
∂r




 . (3)

Ñòàöèîíàðíàÿ ñèòóàöèÿ â ðàññìàòðèâàåìîé
ñèñòåìå ðåàëèçóåòñÿ ïðè îòñóòñòâèè òîêà ãàçà
ïðèìåñîíîâ âäîëü íàïðàâëåíèÿ ãðàäèåíòîâ. Â
íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ òàêîå óñëîâèå ïðåäñòàâèòñÿ
â âèäå

〈vz | g〉 = 0, (4)

èíäåêñ z çäåñü è äàëåå îáîçíà÷àåò ïðîåêöèþ ñîîò-
âåòñòâóþùèõ âåêòîðîâ íà íàïðàâëåíèå ãðàäè-
åíòîâ.

Âîñïîëüçîâàâøèñü âûðàæåíèåì (3) è ñ÷èòàÿ,
÷òî ãðàäèåíòû òåðìîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí íà-
ïðàâëåíû âäîëü îñè 0z, ïðåäñòàâèì óñëîâèå (4) â
âèäå

2 
F1/2

F−1/2
 
∇n
n  〈vz | 




P̂n(Î + L̂)P̂n





−1

P̂n | vz〉 + 

+ 
∇T

T
 



〈vz | 




P̂n(Î + L̂)P̂n





−1

P̂n | 
ε3
T  vz〉 −

− 
 
3 

F1/2

F−1/2
 〈vz | 




P̂n(Î + L̂)P̂n





−1

P̂n | vz〉 









 = 0 ,

(5)
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ãäå n — ÷èñëî ïðèìåñîíîâ â åäèíèöå îáúåìà; T —
òåìïåðàòóðà ðàñòâîðà; H3 = ε0 + ε3 — ãàìèëüòî-
íèàí ïðèìåñîíîâ; ε3 = p2/2m∗;

Fν 




µ3

T




 = 

1

π2h−3∫
0

∞

xνdx

1 + exp (x − µ3/T) (6)

— ôåðìè-ôóíêöèÿ; µ3 — õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë
ïðèìåñîíà â ðàñòâîðå.

Ðàâåíñòâî (5) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîîòíîøå-
íèå ìåæäó ãðàäèåíòàìè êîíöåíòðàöèè è òåìïåðà-
òóðû, îáåñïå÷èâàþùåå ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå
ãàçà ïðèìåñîíîâ. Äëÿ åãî àíàëèçà íåîáõîäèìî
âû÷èñëèòü ñîîòâåòñòâóþùèå ìîìåíòû îïåðàòîðà
(P̂n(Î + L̂)P̂n)−1, îáðàòíîãî îïåðàòîðó ñòîëêíîâå-
íèé. Ïîñëåäíèå îïðåäåëÿþòñÿ õàðàêòåðîì âçàè-
ìîäåéñòâèÿ. Èññëåäîâàíèå ñîîòíîøåíèÿ (5) ñó-
ùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ
ëîðåíöåâñêèì ïðèáëèæåíèåì äëÿ îïåðàòîðà L̂,
îïèñûâàþùåãî ðàññåÿíèå «ëåãêèõ» ïðèìåñîíîâ
íà «òÿæåëûõ» ÷àñòèöàõ ïîðîøêà. Êàê èçâåñò-
íî [1], ÷àñòèöû «ëåãêîãî» ãàçà, äèôôóíäèðóþ-
ùåãî â «òÿæåëoì», èçìåíÿþò ïðè ñòîëêíîâåíèÿõ
ëèøü íàïðàâëåíèå ñâîåãî äâèæåíèÿ, òàê ÷òî èõ
ýíåðãèÿ îñòàåòñÿ ïðè ýòîì íåèçìåííîé. Ñîîòâåò-
ñòâóþùèé îïåðàòîð ñòîëêíîâåíèé ïðèìåñü—-
ïîðîøîê äåéñòâóåò, òàêèì îáðàçîì, òîëüêî íà
ïîëÿðíóþ è àçèìóòàëüíóþ ñîñòàâëÿþùèå ïðîèç-
âîëüíîé ôóíêöèè èìïóëüñà.

Äëÿ îáðàùåíèÿ ïîëíîãî îïåðàòîðà ñòîëêíîâå-
íèé Î + L̂ öåëåñîîáðàçíî ââåñòè îðòîíîðìàëüíóþ
ñèñòåìó ôóíêöèé-âåêòîðîâ ãèëüáåðòîâîãî ïðî-
ñòðàíñòâà

|ψ~nlm 〉 = |ϕn
(l,m) (p~)Ylm(θ, ϑ) 〉, (7)

ãäå Ylm(θ, ϑ) — ñôåðè÷åñêèå [18], à ϕn
(l,m) (p~) —

ñîîòâåòñòâóþùèå ðàäèàëüíûå ôóíêöèè, êîòîðûå
óäîáíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíåé
áåçðàçìåðíîãî èìïóëüñà p~ = p/√2m∗T  â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì

ϕn
(l,m)(p~) = ∑ 

j = 0

∞

cnj
(l,m) p~ j p

~δl
1δ

m
0 δn

0
 . (8)

Êîýôôèöèåíòû cnj
(l,m) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ èç

ñîîòíîøåíèÿ îðòîíîðìàëüíîñòè

〈ψ~nlm | ψ~ ijk〉 = δn
i δl

jδm
k  . (9)

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ | ψ~010〉, îïðåäåëåííàÿ â
ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè (7)–(9), èìååò âèä

| ψ~010〉 = 
pz

√〈pz | pz〉
(10)

è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íîðìèðîâàííîå çíà÷åíèå z-
êîìïîíåíòû èìïóëüñà, êîòîðàÿ ñîõðàíÿåòñÿ ïðè
ñòîëêíîâåíèÿõ ïðèìåñü—ïðèìåñü. Äëÿ òîãî ÷òî-
áû ó÷åñòü çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ÷èñëà ïðèìåñîíîâ è
ýíåðãèè ïðè ñòîëêíîâåíèÿõ ïðèìåñîíîâ ìåæäó
ñîáîé è ñ ÷àñòèöàìè ïîðîøêà, óäîáíî âûáðàòü
ñëåäóþùèé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ âî ââåäåí-
íîì âûøå ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå:

|ψnlm〉 = |ψ~nlm〉 [1 − δm
0 δl

0(δn
1 + δn

2)] +

+ δn
1δm

0 δl
0 [α|ψ~100〉 + β|ψ~200〉] +

+ δn
2δm

0 δl
0 [β|ψ~200〉 − α|ψ~100〉], (11)

ãäå

α = 
〈ϕ1

(0,0) | p~2〉



 4π〈p~2 | p~2 〉 − 〈ϕ1

(0,0) | p~2〉2 


1/2
 ;

β = 







4π 〈p~2 | p~2 〉 − 〈ϕ0
(0,0) | p~2〉2 − 〈ϕ1

(0,0) | p~2〉2

 4π〈p~2 | p~2 〉 − 〈ϕ1
(0,0) | p~2〉2

 







1/2

,

ïðè÷åì

| ϕ0
(0,0)〉 = √4π 

| 1〉
√〈1 | 1〉

;

| ϕ1
(0,0)〉 = √4π 

| p~〉 〈1 | 1〉 − |1〉 〈1 | p~〉

√〈1 | 1〉2 〈p~ | p~〉 − 〈1 | p~〉2 〈1 | 1〉

— ðàäèàëüíûå ôóíêöèè, ïîñòðîåííûå â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì (8) è óñëîâèåì íîðìèðîâêè
(9). Óïîìÿíóòûå âûøå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ÷èñëà
÷àñòèö, ýíåðãèè è z-êîìïîíåíòû èìïóëüñà ïðèìåñî-
íîâ ïðè ñòîëêíîâåíèÿõ âûðàæàþòñÿ ðàâåíñòâàìè

(Î + L̂) | ψ000〉 = (Î + L̂) | ψ100〉 = Î | ψ010〉 = 0 .
(12)

Êðîìå òîãî, ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé




|ψn00〉


n=0

∞
, ñîîòâåòñòâóþùåå íóëåâîé ãàðìîíèêå

Y00(θ, ϑ), îáðàçóåò áàçèñ ÿäðà ëîðåíöåâà îïåðàòî-

ðà ñòîëêíîâåíèé L̂, òàê ÷òî

L̂ | ψn00〉 = 0; n = 0, 1, 2, 3, ... (13)

Ïîëüçóÿñü ââåäåííûì îðòîíîðìèðîâàííûì áà-
çèñîì (11), ìîæíî ïðåäñòàâèòü ðåçóëüòàò äåéñò-
âèÿ îïåðàòîðà ñòîëêíîâåíèé íà íåðàâíîâåñíóþ
äîáàâêó |g〉 â âèäå

Ðàçìåpíûé ýôôåêò â ãàçå ïpèìåñîíîâ ñâåpõòåêó÷åãî pàñòâîpà 3He–4He
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(f0′)−1(Î + L̂)|g〉 =

= − vN∑σt
(l,m)

nlm

(θ, ϑ) | ϕn
(l,m)(p~)〉〈ψnlm | g〉 + 

+ ∑ 
nlm

∑ 
ijk

|ψnlm〉 〈ψnlm | Î |ψijk〉 〈ψijk | g〉, (14)

ãäå N — ÷èñëî ÷àñòèö ïîðîøêà â åäèíèöå îáúåìà;

σt
(l,m) = ∫

−π

π

 dϑ′∫
0

π

[Ylm(cos θ, ϑ) − Ylm(cos α cos θ +

+ sin α sin θ cos (ϑ − ϑ′), ϑ′)]W(p, α) sin α dα
(15)

— ïàðöèàëüíîå òðàíñïîðòíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ
ëîðåíöåâîãî îïåðàòîðà ñòîëêíîâåíèé L̂;
W(p, α) sin α dα — äèôôåðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå
ðàññåÿíèÿ.

Ïîñêîëüêó â ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå ñóùåñò-
âóåò åäèíñòâåííîå âûäåëåííîå ãðàäèåíòàìè íà-
ïðàâëåíèå, íåðàâíîâåñíàÿ äîáàâêà |g〉 íå ìîæåò
çàâèñåòü îò ïîëÿðíîãî óãëà. Â ýòîì ñëó÷àå ôîðìó-
ëû (14),(15) óïðîùàþòñÿ è êèíåòè÷åñêîå óðàâíå-
íèå (1) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

∇3|vz〉 = − p~ ∑ 
nl

νKn
l |ψnl0〉 〈ψnl0 | g〉 + 

+ ∑ 
nl

∑ 
jk

|ψnl0〉 〈ψnl0 | Î |ψjk0〉 〈ψjk0 | g〉, (16)

ãäå

νKn
l  = N 



2T

m∗




1/2

2π ∫
0

π

[1 − Pl(cos α)] W(p, α) sin α dα,

(17)

∇3 = 
∂
∂z





H3 − µ3
T




; à Pl(cos α) — ïîëèíîì Ëåæàíä-

ðà ïîðÿäêà l.
Â ñëó÷àå, åñëè ÷àñòèöû ïîðîøêà ìîæíî ðàñ-

ñìàòðèâàòü êàê òâåðäûå ñôåðû ðàäèóñîì a, ïàð-
öèàëüíûå ÷àñòîòû ñòîëêíîâåíèé ïðèìåñü—ïîðî-
øîê (17) ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå

νKn
l  = N 

πa2

2  


2T

m∗




1/2

 ∫
0

π

[1 − Pl(cos α)]  sin α dα .

(18)

Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (16) ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíî â âèäå ñóììû îáùåãî ðåøåíèÿ ñîîò-
âåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ è êàêîãî-
ëèáî ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ
(16).

Îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, ñîîò-
âåòñòâóþùåãî óðàâíåíèþ (16), îáðàçóåò ïîäïðî-
ñòðàíñòâî, êîòîpîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíóþ
îáîëî÷êó âåêòîðîâ, ñîñòàâëÿþùèõ ÿäðî îïåðàòîðà
ñòîëêíîâåíèé Î + L̂:

|g0〉 = C1|ψ000〉 + C2|ψ000〉, (19)

ãäå C1 , C2 — ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.
Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî

óðàâíåíèÿ (16), ïîñëåäíåå óäîáíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå

− i 




4π
3





1/2

v ∇3 | Y10〉 = ∑ 

l=0

∞

|Yl0〉∑ 

j=0

∞

p~ j ∑ 

m=0

∞

 ∑ 

k=0

∞



〈φjl | Î |ψmk0〉 [1 − δk

0(δm
0  + δm

1 ) − δk
1δm

0 ] −

−  θ(m − j + 1)(1 − δj
0)(1 − δl

0)δl
kνKn

k [(1 − δm
0 δk

1δj
1)cmj−1

(k,0)  + δm
0 δk

1δj
2cmj−2

(k,0) ]


 〈ψmk0 | g〉, (20)

ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ

θ(x) = 




1, åñëè x ≥ 0
0, åñëè x < 0

 ;

|φjl〉 = ∑ 

n=j

∞

cnj
(1,0)|ψnl0〉 [1 − δl

0(δn
0 + δn

1 + δn
2) − δl

1δn
0] +

+ δl
0δn

2[δj
0(βc10

(0,0) − αc20
(0,0)) + δj

1(βc11
(0,0) − αc21

(0,0)) − δj
2αc22

(0,0)] |ψ200〉 . (21)

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ïðåîáðàçîâàíèè óðàâíåíèÿ (16) ê âèäó (20) ó÷òåíû ñâîéñòâà ÿäðà îïåðàòîðà Î,
êîòîðûå âûðàæàþòñÿ ðàâåíñòâàìè, àíàëîãè÷íûìè (12):
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Î | ψ000〉 = Î | ψ100〉 = Î | ψ010〉 = 0. (22)

Ïîñêîëüêó ñèñòåìà ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé




|Yl0〉


l=0

∞
 ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííîé, à ìíîæå-

ñòâî âåêòîðîâ-îäíî÷ëåíîâ 


|p~n〉


n=0

∞
 — ëèíåéíî íå-

çàâèñèìûì, ðàâåíñòâî (20) äîñòèãàåòñÿ ëèøü ïðè

ñîâïàäåíèè âñåõ êîýôôèöèåíòîâ ïðè ïðîèçâåäå-

íèÿõ âèäà p~  j |Yl0〉 â åãî ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ.

Òàêîå óñëîâèå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå
íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíî-

ñèòåëüíî ìîìåíòîâ 


〈ψnl0 | g〉


l,n=0

∞
:

∑ 

m=0

∞

 ∑ 
k=0

∞



〈φjl | Î |ψmk0〉 [1 − δk

0(δm
0  + δm

1 ) − δk
1δm

0 ] − θ(m − j + 1)(1 − δj
0)(1 − δl

0)δl
kνKn

k  ×

×  [(1 − δm
0 δk

1δj
1)cmj−1

(k,0)  + δm
0 δk

1δj
2cmj−2

(k,0) ]


 〈ψmk0 | g〉 = iδl

1



4π
3  

2T

m∗





1/2

 



δj
1∇ 





µ3

T




 + δj

3∇T
T  




 . (23)

Îòìåòèì, ÷òî ñèñòåìà (23) óäîâëåòâîðÿåòñÿ ïðè
ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ìîìåíòîâ 〈ψ000 | g〉, 〈ψ100 | g〉,
÷òî ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì ñëåäñòâèåì ñîîòíîøå-
íèé (12), âûðàæàþùèõ çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ÷èñëà
÷àñòèö è ýíåðãèè ïðè ñòîëêíîâåíèÿõ ïðèìåñîíîâ
äðóã ñ äðóãîì è ñ ÷àñòèöàìè ïîðîøêà. Âåëè÷èíû
〈ψ000 | g〉, 〈ψ100 | g〉 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîýôôè-
öèåíòû ðàçëîæåíèÿ îáùåãî ðåøåíèÿ êèíåòè÷åñêî-
ãî óðàâíåíèÿ ïî áàçèñó ÿäðà îïåðàòîðà ñòîëêíîâå-
íèé 



| ψ000〉, | ψ100〉



.

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà (23) èìååò îáùåå ðåøå-
íèå, êîòîðîå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå
ïðÿìîé ñóììû ïîäïðîñòðàíñòâà — ëèíåéíîé îáî-
ëî÷êè áàçèñà ÿäðà (19) è âåêòîðà-ðåøåíèÿ ñèñòå-
ìû (23), èç êîòîðîé èñêëþ÷åíû ìîìåíòû

〈ψ000 | g〉 è 〈ψ100 | g〉. Òàêîå ðåøåíèå åäèíñòâåííî

â ñèëó òåîðåìû Êðîíåêåðà—Êàïåëëè. Äåéñòâè-
òåëüíî, âñëåäñòâèå òåõ æå çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ

íàáîð ôóíêöèé 


|φj0〉


j=0

∞
(21) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî

çàâèñèìûì, ÷òî ïðèâîäèò ê çàâèñèìîñòè óðàâíå-

íèé ñèñòåìû (23), ñîîòâåòñòâóþùèõ l = 0. Êàê
ëåãêî ïîêàçàòü ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðà-
çîâàíèé ñòðîê ðàñøèðåííîé ìàòðèöû ñèñòåìû,
ëþáûå äâà óðàâíåíèÿ èç óêàçàííîé ñîâîêóïíîñòè
ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì îñòàëüíûõ. Òàêèì îáðàçîì,
â ñèñòåìå (23) èñêëþ÷àþòñÿ íå òîëüêî äâà íåèç-

âåñòíûõ (〈ψ000 | g〉 è 〈ψ100 | g〉), íî è äâà óðàâíå-

íèÿ: ðàíãè ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ è ðàñøèðåí-
íîé ìàòðèöû ñèñòåìû (23) ñîâïàäàþò, ÷òî è
ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì åå ñîâìåñòíîñòè.

Ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ óêàçàííûõ óðàâíåíèé ñèñ-
òåìó (23) ñ íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé êîýôôèöè-
åíòîâ óäîáíåå âñåãî ðåøàòü ìåòîäîì Êðàìåðà.
Ãëàâíûé îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû ïðåäñòàâèì â âèäå

det A = lim
N→∞

   lim
L→∞

 det ANL , (24)

ãäå ANL ≡ (anf)NL  — êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà
L × (N − 2), îáùèé ýëåìåíò êîòîðîé äàåòñÿ âûðà-
æåíèåì

anf = 〈φjl | Î |ψmk0〉 [1 − δk
0(δm

0  + δm
1 ) − δk

1δm
0 ] −

− θ(m − j + 1)(1 − δj
0)(1 − δl

0)δl
kνKn

k [(1 − δm
0 δk

1δj
1)cmj−1

(k,0) + δm
0 δk

1δj
2cmj−2

(k,0) ], (25)

ïðè÷åì èíäåêñû n, f è m, l, j, k ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñîîòíîøåíèÿìè

n = j − 1 + (N + 1)l; l = 




n + 2

N + 1




, j = n + 1 − (N + 1) 





n + 2

N + 1




;   0 ≤ l ≤ L; 2δl

0 ≤ j ≤ N;

f = m − 1 + (N + 1)k; k = 




f + 2

N + 1




, m = f + 1 − (N + 1) 





f + 2

N + 1




;  0 ≤ k ≤ L; 2δk

0 ≤ m ≤ N,

à êâàäðàòíûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà.
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Ñ ïîìîùüþ îïðåäåëèòåëÿ (24) îáùåå ðåøåíèå
ñèñòåìû (23) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

|gH〉 = C1|ψ000〉 + C2|ψ100〉 +

+ 

∑ 

n=0

∞

 ∑ 

l=0

∞

|ψnl0〉 ∆(n,l)[1 − δl
0(δn

0 + δn
1)]

det A
 , (26)

ãäå C1 , C2 — ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå;

∆(n,l) = lim
N→∞

   lim
L→∞

 det ANL
(n,l) (27)

— îïðåäåëèòåëè ìàòðèö, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç
ìàòðèöû ANL çàìåíîé åå n − 1 + (N + 1)l ñòîëáöà
ñòîëáöîì ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ (dnl)NL  ñ îáùèì ýëå-
ìåíòîì

(dnl)NL  = i 




4π
3

 
2T

m∗





1/2

 






δn
N+1 ∇ 








µ3

T







 + δn

N+3 
∇T

T







 .

(28)
Ðåçóëüòàò (26) óäîáíî ïðåäñòàâèòü â áîëåå êîì-
ïàêòíîé ôîðìå

|gH〉 = |ψ000〉〈ψ000|g
H〉 + |ψ100〉〈ψ100|g

H〉 − 


det B

det A
 〉 ,

(29)
ãäå det B ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îïðåäåëèòåëü áåñêî-
íå÷íîìåðíîé ìàòðèöû, ýëåìåíòû ïåðâîé ñòðîêè
êîòîðîé, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî, ñîâïàäàþò ñ ôóíê-
öèÿìè |ψnl0〉, âõîäÿùèìè â òðåòüå ñëàãàåìîå ñóì-
ìû (26) è óïîðÿäî÷åííûìè ïî âîçðàñòàíèþ èí-
äåêñà n ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè èíäåêñà l,
êîãäà ïîñëåäíèé èçìåíÿåòñÿ îò íóëÿ äî áåñêîíå÷-
íîñòè; ýëåìåíòû ïåðâîãî ñòîëáöà îïðåäåëÿþòñÿ
ñîãëàñíî ïðàâèëó

bnl = i 




4π
3

 
2T

m∗





1/2

 






δn
N+2 ∇ 





µ3

T




 + δn

N+4 
∇T

T







 ,

(30)

à îñòàëüíûå ýëåìåíòû, îñòàþùèåñÿ ïîñëå óäàëå-
íèÿ èç ìàòðèöû Â ïåðâîé ñòðîêè è ïåðâîãî ñòîëá-
öà, îáðàçóþò ìàòðèöó, òîæäåñòâåííóþ ìàòðèöå A
(ò.å. ìàòðèöå ANL ïðè N → ∞ è L → ∞).

Â ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ, êîãäà âñþ êèíåòèêó
ãàçà ôàêòè÷åñêè îïðåäåëÿåò òîëüêî îäèí òèï
ñòîëêíîâåíèé, ôîðìóëà (29) òðåáóåò óòî÷íåíèÿ.
Òàê, åñëè âêëàäîì ñòîëêíîâåíèé ïðèìåñü—ïîðî-
øîê ìîæíî ïðåíåáðå÷ü (ãèäðîäèíàìè÷åñêèé ïðå-
äåë), òî νKn

l  = 0 è ðåøåíèå êèíåòè÷åñêîãî óðàâíå-
íèÿ (16) îïðåäåëåíî ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíîé

êîìáèíàöèè èíâàðèàíòîâ ñòîëêíîâåíèé îïåðàòîðà
Î, âêëþ÷àÿ | ψ010〉. Ïî ýòîé ïðè÷èíå êîýôôèöèåíò
ïðè | ψ010〉 â ðàçëîæåíèè (26) îñòàåòñÿ íåîïðåäå-
ëåííûì, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò âûðîæäåíèþ N-ãî
ñòîëáöà ìàòðèöû ANL  (25). Ôîðìàëüíî â ðåøå-
íèè (26) èçìåíÿåòñÿ ïðè ýòîì ëèøü àëãåáðàè÷åñ-
êîå äîïîëíåíèå ê ýëåìåíòó ïåðâîé ñòðîêè | ψ010〉,
êîòîðîå ñëåäóåò òåïåðü çàïèñàòü â îáùåì âèäå:
〈ψ010 | g〉.

Â îáðàòíîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå, êîãäà îòñóòñò-
âóþò ñòîëêíîâåíèÿ ïðèìåñü—ïðèìåñü (ëîðåíöåâ
ïðåäåë), â ìàòðèöå ANL âûðîæäàåòñÿ N-ÿ ñòðîêà
— óñëîâèå ðàâåíñòâà ÷ëåíîâ óðàâíåíèÿ (23), ñî-
îòâåòñòâóþùèõ ãàðìîíèêå | Y10〉 è íå ñîäåðæàùèõ
p~, îáðàùàåòñÿ â òîæäåñòâî. Ðåøåíèå ñèñòåìû (23)
ìåòîäîì Êðàìåðà ïðèâîäèò â ðàññìàòðèâàåìîì
ïðåäåëå ê òðèâèàëüíîìó ðåçóëüòàòó:

|g〉 = − i 




4π
3

 
2T

m∗




1/2

 
1

νKn
1  ∇3 |Y10〉 . (31)

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ðåçóëüòàò (29) â ñî÷åòàíèè ñ
îáùåé ôîðìóëîé (5) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ÿâíûå âû-
ðàæåíèÿ äëÿ ñðåäíèõ îò îïåðàòîðà (P̂n(Î + L̂)P̂n)−1,
îáðàòíîãî îïåðàòîðó ñòîëêíîâåíèé. Â ÷àñòíîñòè,
äëÿ ìîìåíòîâ, âõîäÿùèõ â ôîðìóëó (5):

〈vz|(P̂n(Î + L̂)P̂n)−1P̂n|vz〉 = − i 




4π
3

 
2T

m∗




1/2

 
∆1

(0,1)

det A
 ,

  (32)

〈vz|(P̂n(Î + L̂)P̂n)−1P̂n| 
ε3

T
 vz〉 = − i 





4π
3

 
2T

m∗





1/2

 
∆2

(0,1)

det A
 ,

(33)

ãäå

∆1
(0,1) = lim

N→∞
   lim

L→∞
 (A2N

(0,1))NL , (34)

∆2
(0,1) = lim

N→∞
   lim

L→∞
 (A4N

(0,1))NL  (35)

— àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ê íåíóëåâûì
ýëåìåíòàì ñòîëáöà ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ îïðåäåëèòå-
ëÿ ∆(0,1).

Ñóììèðóÿ îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíå-
íèÿ (19) è ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ
(29), ïîëó÷àåì îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî êèíåòè-
÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (1), âûðàæåííîå ÷åðåç ìàòðè÷-
íûå ýëåìåíòû îïåðàòîðà ñòîëêíîâåíèé ïðèìåñü—
ïðèìåñü è ëîðåíöåâû ïàðöèàëüíûå ÷àñòîòû
ñòîëêíîâåíèé νKn

l  (18):

È. Í. Àäàìåíêî, Ë. Í. Áîpòíèê, À. È. ×åpâàíåâ
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|g〉 = C1|ψ000〉 + C2|ψ100〉 − |det B
det A

〉 , (36)

ãäå C1 è C2 — ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.
Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå êèíåòè÷åñêîé çàäà÷è ÿâ-

ëÿåòñÿ òî÷íûì è â ñî÷åòàíèè ñ óñëîâèåì (4)
ïîçâîëÿåò ïðîàíàëèçèðîâàòü ñîîòíîøåíèå ìåæäó
ãðàäèåíòàìè (5), îáåñïå÷èâàþùåå ñòàöèîíàðíîå
ñîñòîÿíèå ãàçà êâàçè÷àñòèö ñ ïðîèçâîëüíûì õà-
ðàêòåðîì âçàèìîäåéñòâèÿ.

Ñðàâíèâàÿ ôîðìóëû (10), (11), (26), (29),
(36), ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ ñðåäíåé ñêîðîñòè
ïðèìåñîíîâ â íàïðàâëåíèè ∇T:

V ≡ 
〈vz|g〉

n
 = 

√〈vz|vz〉

n
 
∆(0,1)

det A
 . (37)

Êàê âèäíî, ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü (37) ñîâïàäàåò, ñ
òî÷íîñòüþ äî íèãäå íå îáðàùàþùåãîñÿ â íóëü
ìíîæèòåëÿ, ñ àëãåáðàè÷åñêèì äîïîëíåíèåì ê ýëå-
ìåíòó | ψ010〉 îïðåäåëèòåëÿ det B (ñð. c (26)).
Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè (4) ìî-
æåò áûòü âûðàæåíî ðàâåíñòâîì

∆(0,1) = 0 . (38)

Ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå ìîæåò áûòü ïðîàíà-
ëèçèðîâàíî ñ ëþáîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè ïóòåì ðàñ-
÷åòà ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ îïå-
ðàòîðà ñòîëêíîâåíèé.

Ìîäåëüíîå ïðåäñòàâëåíèå îïåðàòîðà
ñòîëêíîâåíèé ïðèìåñü—ïðèìåñü è
äàëüíåéøèé àíàëèç ñòàöèîíàðíîãî

íåðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ ãàçà ïðèìåñîíîâ

Òî÷íîå ðåøåíèå êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (36)
ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ðàçëè÷íûå ïðèáëèæåíèÿ, ó÷è-
òûâàþùèå òå èëè èíûå ñâîéñòâà îïåðàòîðà ñòîëê-
íîâåíèé, õàðàêòåðíûå äëÿ äàííîé ôèçè÷åñêîé
ñèñòåìû. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ àíàëèçà óñëîâèÿ ñòàöè-
îíàðíîñòè (4) ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ïðîñòåéøèì
ìîäåëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì îïåðàòîðà ñòîëêíîâå-
íèé ïðèìåñü—ïðèìåñü, ñ÷èòàÿ, ÷òî åãî ñïåêòð
ñîñòîèò âñåãî èç äâóõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé:
λ1 = 0 ñ ïðèíàäëåæàùèì åìó ÿäðîì èñòèííîãî
îïåðàòîðà Î è λ2 = −ν ñ ïðèíàäëåæàùèì åìó îðòî-
ãîíàëüíûì ÿäðó ïîäïðîñòðàíñòâîì ñîáñòâåííûõ
âåêòîðîâ. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî
óïðîñòèòü âûðàæåíèå äëÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ
îïåðàòîðà ñòîëêíîâåíèé ïðèìåñü—ïðèìåñü, âîç-
äåéñòâèå êîòîðîãî íà ëþáîé âåêòîð, íå ïðèíàäëå-
æàùèé ÿäðó, ñâîäèòñÿ òåïåðü ê óìíîæåíèþ íà
÷àñòîòó ñòîëêíîâåíèé −ν:

〈ψmk0|I ̂|ψnl0〉 = − νδn
mδl

k(1 − δn
0(δl

0 + δl
1) − δl

0δn
1) .

(39)
Ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû (23) òàêæå ñó-
ùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ ïîñëå ïîäñòàíîâêè âûðà-
æåíèÿ (39) â îïðåäåëåíèå ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà
(25):

anf = − δk
l  



ν 


θ(m − j)cmj

(l,0)(1 − δk
1δm

0  − δk
0δm

2 ) + δk
0δm

2  [δj
0(βc10

(0,0) − αc20
(0,0)) + δj

1 (βc11
(0,0) − αc21

(0,0)) − αδj
2c22

(0,0)]

  +

 + νKn
k  θ(m − j + 1)(1 − δl

0)(1 − δj
0) [(1 − δm

0 δk
1δj

1) cmj−1
(k,0) + δm

0 δk
1δj

2cmj−2
(k,0)]



 , (40)

ãäå ïðèíÿòà òà æå ñèñòåìà îáîçíà÷åíèé, ÷òî è â
ôîðìóëå (25). Êàê âèäíî èç ôîðìóëû (40), ìàò-
ðèöà ANL  èìååò òåïåðü áëî÷íî-äèàãîíàëüíûé âèä.
Åå íåíóëåâûå ýëåìåíòû îáðàçóþò êâàäðàòíûå
ïîäìàòðèöû-áëîêè ðàçìåðíîñòÿìè N − 1 äëÿ
l = 0 è N + 1 äëÿ l ≠ 0, ðàñïîëîæåííûå ïî ãëàâíîé
äèàãîíàëè ANL . Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ðàñùåïëåíèþ
ñèñòåìû (23) íà íåçàâèñèìûå ïîäñèñòåìû, êàæ-
äàÿ èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò ñâîåìó çíà÷åíèþ
èíäåêñà l. Âñå ïîäñèñòåìû, çà èñêëþ÷åíèåì ñîîò-
âåòñòâóþùåé çíà÷åíèþ l = 1, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
îäíîðîäíûå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ íåâû-
ðîæäåííîé ìàòðèöåé êîýôôèöèåíòîâ, à çíà÷èò,
èìåþò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå:

〈ψmk0 | g〉 = 0  äëÿ k ≠ 1 . (41)

Íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå èìååò ëèøü íåîäíî-
ðîäíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ñ íåâûðîæäåííîé ìàò-
ðèöåé êîýôôèöèåíòîâ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ l = 1. Ñ
ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ýòà ïîñ-
ëåäíÿÿ ìîæåò áûòü óïðîùåíà è ïðåäñòàâëåíà â
âèäå

∑ 

f=1

∞

anf
(0) 〈ψf10 | g〉 = bn1

(0) , (42)

ãäå

anf
(0) = δf

1(−1)n+1c00 γ
 2−n + θ(n − f) c

 f−1 n−1 ,   (43)
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dn1
(0) = 

(−1)n+1i

ν
 




4π
3

 
2T

m∗





1/2

 γ 2−n ×

× 



θ(n − 2) ∇





µ3

T




 + γ2θ(n − 4) 

∇T
T




 , (44)

γ = ν/νKn, à èíäåêñû l = 1 è m = 0 ó êîýôôèöèeí-
òîâ cij

(l,m) è ÷àñòîòû νKn
l  äëÿ óäîáñòâà îïóùåíû.

Îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (42) ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíî â ôîðìå, àíàëîãè÷íîé òðåòüåìó ñëàãàå-
ìîìó â ôîðìóëå (36):

| g′〉 = ∑ 

n=0

∞

| ψn10〉 〈ψn10 | g′〉 = − 




det B(0)

det A(0)
 〉 ,  (45)

ãäå det A(0) — îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû (43), à
det B(0) — îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû B(0), ýëåìåíòû
ïåðâîé ñòðîêè êîòîðîé, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî, ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé ôóíêöèè | ψn10〉, óïîðÿäî÷åííûå
ïî âîçðàñòàíèþ èíäåêñà n; ýëåìåíòû ïåðâîãî
ñòîëáöà îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâîì

bn1
(0) = (1 − δn

1) d(n−1)1
(0)  , (46)

à îñòàëüíûå ýëåìåíòû, îñòàþùèåñÿ ïîñëå óäàëå-
íèÿ èç ìàòðèöû B(0) ïåðâîé ñòðîêè è ïåðâîãî
ñòîëáöà, îáðàçóþò ìàòðèöó, òîæäåñòâåííóþ A(0).
Ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñòðîê
îïðåäåëèòåëü det B(0) ìîæåò áûòü ïðèâåäåí ê
òîæäåñòâåííîìó îïðåäåëèòåëþ, ïåðâàÿ ñòðîêà êî-
òîðîãî èìååò âñåãî äâà íåíóëåâûõ ýëåìåíòà:

b1n
(0) = − δn

1 
∇3 | vz〉

ν + νKn p
~ + δn

2 
| ψ010〉

1 + γ −1p~
 , (47)

à ýëåìåíòû îñòàëüíûõ ñòðîê îñòàþòñÿ áåç èçìå-
íåíèé.

Îáðàùàÿ âíèìàíèå íà òî, ÷òî àëãåáðàè÷åñêèì
äîïîëíåíèåì ê ïåðâîìó ýëåìåíòó ñòðîêè (47) ÿâ-
ëÿåòñÿ îïðåäåëèòåëü det A(0), à êî âòîðîìó —
âåëè÷èíà 〈ψ010 | g〉 (ñð. ñ (45)), è ðàçëàãàÿ
det B(0) ïî ïåðâîé ñòðîêå, èç ôîðìóëû (45) ïîëó-
÷àåì

| g′〉 = − 
∇3 | vz〉

ν + νKn p
~ + 

| ψ010〉 〈ψ010 | g′〉

1 + γ−1p~
 .   (48)

Îòìåòèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷åííûé èç
îáùåãî ðåøåíèÿ (36) ðåçóëüòàò (48) ñîîòâåòñò-
âóåò ïðèáëèæåíèþ Áõàòíàãàðà–Ãðîññà–Êðóêà
(ÁÃÊ)[14] ñ èñêóññòâåííî ââåäåííûì èíòåãðàëîì
ñòîëêíîâåíèé

I ̂BGK = − (ν + νKn p
~) + ν 

| pz〉 〈pz |

〈pz | pz〉
 . (49)

Òàêèì îápàçîì, ïðèáëèæåíèå (49) ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê ñëåäñòâèå îïèñàííîãî âûøå äîïó-
ùåíèÿ î âûðîæäåíèè ñïåêòðà îïåðàòîðà ñòîëêíî-
âåíèé ïðèìåñü—ïðèìåñü äî äâóõ ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé: 0 è −ν.

Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòðóêòóðîé îáùåãî ðåøåíèÿ
êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (36), ê ðåøåíèþ (48)
ñëåäóåò äîáàâèòü âåêòîðû ëèíåéíîé îáîëî÷êè áà-
çèñà ÿäðà îïåðàòîðà ñòîëêíîâåíèé Î + L̂ (19):

| g〉 = | ψ000〉 〈ψ000 | g〉 + | ψ100〉 〈ψ100 | g〉 +

+ 
| ψ010〉 〈ψ010 |g〉

1 + γ −1p~
 − 

∇3 | vz〉 

ν + νKn p
~ . (50)

Óìíîæàÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñêàëÿðíî íà âåêòîð
〈ψ010| è âûðàæàÿ èç ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ
〈ψ010 | g〉, ïîëó÷àåì

〈ψ010 | g〉 = − 
1

νKn

 

〈ψ010 




∇3

γ + p~




 vz〉

〈ψ010 




p~

γ + p~



 ψ010〉

 .    (51)

Âûpàæåíèå (51) ÿâëÿåòñÿ òàêæå àëãåáðàè÷åñêèì
äîïîëíåíèåì êî âòîðîìó ýëåìåíòó ïåðâîé ñòðîêè
îïðåäåëèòåëÿ det B(0) è ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî íå-
çàâèñèìî ïóòåì ðàñ÷åòà ñîîòâåòñòâóþùåãî îïðåäå-
ëèòåëÿ. Îíî ïîçâîëÿåò íàéòè ÿâíîå âûðàæåíèå
äëÿ íåðàâíîâåñíîé äîáàâêè |g〉 â ðàññìàòðèâàåìîì
ïðèáëèæåíèè:

| g〉 = C1 | ψ000 〉 + C2 | ψ100 〉 −

− 
| vz〉

ν + νKn p
~ 













∇3 + 

〈pz 




∇3

1 + γ−1p~




 pz〉

〈pz 




γ−1p~

1 + γ−1p~



 pz〉













 ,  (52)

ãäå C1 è C2 — ïðîèçâîëüíûå âåëè÷èíû, íå çàâè-
ñÿùèå îò èìïóëüñà.

Âûðàæåíèå (37) äëÿ ñðåäíåé ñêîðîñòè ãàçà
ïðèìåñîíîâ òàêæå ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ:

V = − 
〈vz | vz〉

nνKn
 

〈ψ010 




∇3

γ + p~




 ψ010〉

〈ψ010 




p~

γ + p~



 ψ010〉

 . (53)
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Ðåøåíèå (52) ïîçâîëÿåò àíàëèçèðîâàòü ðàçëè÷-
íûå êèíåòè÷åñêèå ñâîéñòâà ãàçà ïðèìåñîíîâ
ñâåðõòåêó÷åãî ðàñòâîðà 3He−4He â ðàññìàòðèâàå-
ìîé ôèçè÷åñêîé ñèòóàöèè, â ÷àñòíîñòè èññëåäî-
âàòü óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè (4), (38). Îïèñàí-
íûì âûøå ñïîñîáîì ïîñëåäíåå ñâîäèòñÿ ê
ñîîòíîøåíèþ

∫ 
∂f0
∂z

 
vz pz

ν + νKn p
~ dΓ = 0 . (54)

Â ãèäðîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå, êîãäà âêëàäîì
ñòîëêíîâåíèé ïðèìåñü—ïîðîøîê ìîæíî ïðåíå-
áðå÷ü, ñîîòíîøåíèå (54) ïðåâðàùàåòñÿ â îáû÷íîå
ãàçîêèíåòè÷åñêîå óñëîâèå ìåõàíè÷åñêîãî ðàâíî-
âåñèÿ â ñèñòåìå: äàâëåíèå ãàçà ïðèìåñîíîâ âî
âñåì îáúåìå ðàñòâîðà äîëæíî áûòü ïîñòîÿííûì.
Â ïðîòèâîïîëîæíîì, êíóäñåíîâñêîì ïðåäåëå,
êîãäà íåñóùåñòâåí âêëàä âçàèìíûõ ñòîëêíîâåíèé
ïðèìåñîíîâ è âñÿ êèíåòèêà îïðåäåëÿåòñÿ ñòîëêíî-
âåíèÿìè ïðèìåñü—ïîðîøîê, â êëàññè÷åñêîé îá-
ëàñòè òåìïåðàòóð ñîîòíîøåíèå (54) èìååò âèä
èçâåñòíîãî óñëîâèÿ Êíóäñåíà:

n √T = const . (55)

Â êëàññè÷åñêîé îáëàñòè òåìïåðàòóð T >> TF
âûðàæåíèå (53) äëÿ ñðåäíåé ñêîðîñòè ïðèìåñîíîâ
ïðèîáðåòàåò âèä

V = − 
T

νKn m
∗
 



h(γ) 

∇n

n
 + w(γ) 

∇T

T



 , (56)

ãäå

h(γ) = 

∫
0

∞

 
y3/2 e−y

γ + √y
 dy

∫
0

∞

 
y2 e−y

γ + √y
 dy

 , (57)

w(γ) = 

∫
0

∞

 
y5/2 e−y

γ + √y
 dy

∫
0

∞

 
y2 e−y

γ + √y
 dy

 − 
3

2
 h(γ) . (58)

Ñîîòíîøåíèå (54), ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé òðå-
áîâàíèå îáðàùåíèÿ ñðåäíåé ñêîðîñòè ïðèìåñîíîâ
(56) â íóëü, óäîáíî ïðåäñòàâèòü â âèäå óñëîâèÿ
íåçàâèñèìîñòè íåêîòîðîé áåçðàçìåðíîé ôóíêöèè

êîíöåíòðàöèè è òåìïåðàòóðû îò êîîðäèíàò. Äëÿ
ýòîãî íåîáõîäèìî ïðîèíòåãðèðîâàòü äèôôåðåíöè-
àëüíûé ìíîæèòåëü â âûðàæåíèè (56). Ðåçóëüòàò
òàêîãî èíòåãðèðîâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êîíêðåòíûì
âèäîì çàâèñèìîñòè âåëè÷èíû γ îò êîíöåíòðàöèè è
òåìïåðàòóðû. Òàê, íàïðèìåð, ñ÷èòàÿ, ÷òî
γ ~ nkT(l − 1/2), ïîëó÷àåì

V = − 
T

νKn m
∗
 

h(γ) − 

2k

2l − 1
 w(γ)


 ∇(ln Ψ) ,    (59)

ãäå

Ψ = x exp 






∫

γ

 
Φ(t)
t  dt









 , (60)

Φ(γ) = 2w(γ)/[(2l − 1)h(γ) − 2kw(γ)] ; x = n/n40 —
îòíîøåíèå ÷èñëà ïðèìåñîíîâ â åäèíèöå îáúåìà ê
÷èñëó ÷àñòèö â åäèíèöå îáúåìà ÷èñòîãî ãåëèÿ ïðè
T = 0.

Ñîîòíîøåíèå (51), îïèñûâàþùåå ñòàöèîíàðíîå
ñîñòîÿíèå ãàçà ïðèìåñîíîâ, ñîîòâåòñòâåííî ïpè-
îápåòàåò âèä

∇Ψ = 0 . (61)

Åñëè ñòîëêíîâåíèÿ ïðèìåñü—ïîðîøîê ïðåîá-
ëàäàþò ïî ñðàâíåíèþ ñî âçàèìíûìè ñòîëêíîâå-
íèÿìè ïðèìåñîíîâ, òî â ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå
ðåàëèçóåòñÿ êíóäñåíîâñêèé ðåæèì, òàê ÷òî ôóíê-
öèÿ Ψ (60) îòëè÷àåòñÿ îò x√T ëèøü â ìåðó ìàëî-
ñòè îòíîøåíèÿ γ ≡ ν/νKn .

Ïîñêîëüêó çíà÷åíèÿ êîíöåíòðàöèè è òåìïåðà-
òóðû îêàçûâàþòñÿ ñâÿçàííûìè óñëîâèåì, áëèç-
êèì ê êíóäñåíîâñêîìó, ÷àñòîòà ñòîëêíîâåíèé ïðè-
ìåñü—ïðèìåñü ν ~xkTm ðàçëè÷íà â ðàçíûõ òî÷êàõ
ðàñòâîðà. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïðèâîäèò ê äîïîë-
íèòåëüíîé çàâèñèìîñòè ñðåäíåé ñêîðîñòè ïðèìå-
ñîíîâ îò êîîðäèíàò è îòðàæàåòñÿ, â ñâîþ î÷åðåäü,
íà óñëîâèè ñòàöèîíàðíîñòè (61). Òàêèì îáðàçîì,
ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî âåëè÷èíà ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé ïîïðàâêè ê ÷èñòî êíóäñåíîâñêîìó âûðà-
æåíèþ äëÿ ôóíêöèè Ψ (ΨKn = (x√T )[2l/(2l−k)] )
îïðåäåëÿåòñÿ õàðàêòåðîì çàâèñèìîñòè ÷àñòîòû
ñòîëêíîâåíèé ïðèìåñü—ïðèìåñü îò êîíöåíòðàöèè
è òåìïåðàòóðû. Èñêëþ÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé
ν ~ xT, êîãäà âåëè÷èíà γ ïðàêòè÷åñêè îäèíàêîâà
âî âñåõ òî÷êàõ ðàñòâîðà, è ñpåäíÿÿ ñêîpîñòü ïpè-
ìåñîíîâ ïpàêòè÷åñêè íå çàâèñèò îò êîîpäèíàò.

Äëÿ êîëè÷åñòâåííîãî àíàëèçà îòêëîíåíèÿ óñ-
ëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè (61) îò èçâåñòíîãî ñîîòíî-
øåíèÿ Êíóäñåíà äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàç-
ëîæåíèåì ôóíêöèè Ψ ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó γ. Â
èòîãå ðàâåíñòâî (61) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó
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∇ 



x √T  




1 + 

γ √π
2(2l − k − 1)

 + ...







 = 0 . (62)

Îòìåòèì, ÷òî ôîðìóëà (62) ïðèãîäíà ëèøü
ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ γ/(2l − k − 1) << 1, êî-
òîðîå íàðóøàåòñÿ â ðàññìîòðåííîì âûøå âûäå-
ëåííîì ñëó÷àå l = (k + 1)/2, êîãäà ðåàëèçóåòñÿ
çàâèñèìîñòü γ(n√T  ). Òîãäà pàçëîæåíèå ôóíêöèè
Ψ (60) è ïîäñòàíîâêà åå â ñîîòíîøåíèå (62)
ïðèâîäÿò ê óñëîâèþ

∇ 



x √T  




1 + γ 



4

√π
 ln γ − 

n √π
2  ln x











 = 0 .    (63)

Ôîðìóëû (62), (63) îïèñûâàþò ñòàöèîíàðíîå
ñîñòîÿíèå ãàçà ïðèìåñîíîâ â ïðåäåëå γ << 1 è
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îáû÷íîå óñëîâèå Êíóäñåíà
ñ ó÷åòîì ìàëîé ïîïðàâêè, ó÷èòûâàþùåé âêëàä
ñòîëêíîâåíèé ïðèìåñü—ïðèìåñü. Çíàê ïîïpàâêè
îêàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì ïðè óñëîâèè 2l − 1 >
> k è îòðèöàòåëüíûì â ñëó÷àå 2l − 1 ≤ k. Òàêîå
ðàçëè÷èå ìîæíî îáúÿñíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî â êíóäñåíîâñêîì ðåæèìå âåëè-
÷èíà x√T  îêàçûâàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè ïîñòîÿííîé âî
âñåõ òî÷êàõ ðàñòâîðà, ïàðàìåòð γ(xkTl−1/2) ≡
≡ γ((x √T) T(2l−k−1)/2k ôàêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ ôóíê-
öèåé òåìïåðàòóðû: âîçðàñòàþùåé ïðè 2l − 1 > k,
óáûâàþùåé ïðè 2l − 1 < k è ïîñòîÿííîé ïðè
2l − 1 = k. Â èòîãå, áëàãîäàðÿ óêàçàííîé âûøå
ñìåíå çíàêîâ, ìíîæèòåëè â ñêîáêàõ â ôîðìóëàõ
(62), (63) âñåãäà ÿâëÿþòñÿ âîçðàñòàþùèìè ôóíê-
öèÿìè êîîðäèíàòû z. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñêîìïåíñè-
ðîâàòü èõ ðîñò, ìíîæèòåëü x√T  äîëæåí, íàïðî-
òèâ, ìåäëåííî óáûâàòü, îáåñïå÷èâàÿ òåì ñàìûì
ïîñòîÿíñòâî âñåãî ïðîèçâåäåíèÿ â öåëîì. Òàêèì
îáðàçîì, â ðàñòâîðå ðåàëèçóåòñÿ åñòåñòâåííàÿ ñè-
òóàöèÿ, êîãäà ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû êîìïåíñèðóåò-
ñÿ ìàëûì, â ìåðó âåëè÷èíû γ, ïðîòèâîïîëîæíî
íàïðàâëåííûì ãðàäèåíòîì êíóäñåíîâñêîãî ïàðàìåò-
ðà [∇(x √T )]/(x √T ) ~ − γ (∇T/T). Â âûäåëåííîì
ñëó÷àå γ ~ xkTk/2 ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ñëåäî-
âàëî áû ïåðåïèñàòü â âèäå ∇γ/γ2 ~ − ∇T/T, ÷òî è
îáúÿñíÿåò ïîÿâëåíèå ëîãàðèôìè÷åñêîãî ÷ëåíà

~ ln T â òî÷íîì ðàçëîæåíèè (63). Òàêèì îáðàçîì,
ñîäåðæàùèé γ ìíîæèòåëü â ñêîáêàõ â ôîðìóëå
(62) èçìåíÿåòñÿ ïî ñòåïåííîìó çàêîíó, â òî âðåìÿ
êàê àíàëîãè÷íûé ìíîæèòåëü â ôîðìóëå (63) âîç-
ðàñòàåò êàê ln T. Òàêàÿ îñîáåííîñòü ïðèâîäèò ê
íåñêîëüêî îòëè÷àþùèìñÿ ñòåïåíÿì çàâèñèìîñòè
êíóäñåíîâñêîãî ïàðàìåòðà x√T  îò êîîðäèíàò â
ñëó÷àÿõ 2l − 1 = k (ñì. (63)) è 2l − 1 ≠ k (ñì.
(62)). Ýòî îòëè÷èå òåì áîëåå çàìåòíî, ÷åì áîëüøå
âåëè÷èíà 2l − k − 1 îòêëîíÿåòñÿ îò 0. Îïèñàííîå
îáñòîÿòåëüñòâî ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ èñòèííîé çàâèñè-

ìîñòè ÷àñòîòû ñòîëêíîâåíèé ïðèìåñü—ïðèìåñü îò
ïëîòíîñòè ïðèìåñîíîâ è òåìïåðàòóðû. Êàê èç-
âåñòíî [19], íàáëþäàåìûå ýêñïåðèìåíòàëüíî çà-
âèñèìîñòè ν(n, T) õîðîøî îïèñûâàþòñÿ ýìïè-
ðè÷åñêèì çàêîíîì ν ~ nTl, ãäå âåëè÷èíà l â
çàâèñèìîñòè îò ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè òåìïåðà-
òóð ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ 1 è 1/2. Ïåðâûé
ñëó÷àé ñ l = 1 â òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâóåò ðàññìîò-
ðåííîé âûøå âûäåëåííîé çàâèñèìîñòè γ ( x√T  ) è
ìîæåò áûòü îïðåäåëåí ïî õàðàêòåðíîé ëîãàðèô-
ìè÷åñêîé çàâèñèìîñòè âåëè÷èíû ïîïðàâêè ~ γ îò
òåìïåðàòóðû.

Ôîðìóëû (62), (63) ìîãóò ñëóæèòü îñíîâîé
äëÿ îáðàáîòêè ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèé ñòàöèî-
íàðíîãî íåðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ ñâåðõòåêó÷åãî
ðàñòâîðà 3He−4He, çàïîëíÿþùåãî ïîðèñòóþ
ñðåäó [20]. Òðàäèöèîííàÿ óñòàíîâêà, èñïîëüçóå-
ìàÿ îáû÷íî äëÿ èçìåðåíèé îñìîòè÷åñêîãî äàâëå-
íèÿ, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâà ñîñóäà, çàïîëíåííûõ
ñâåðõòåêó÷èì ðàñòâîðîì è ñîåäèíåííûõ ñâåðõùå-
ëüþ, ñîäåðæàùåé ïîðèñòûé ìàòåðèàë. Êîíòåéíå-
ðû ïðè ýòîì ïîääåðæèâàþòñÿ ïðè ïîñòîÿííûõ,
íî îòëè÷àþùèõñÿ òåìïåðàòóðàõ, òàê ÷òî â ñèñòåìå
âîçíèêàþò íåñáàëàíñèðîâàííûå ãðàäèåíòû òåð-
ìîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí, ïðèâîäÿùèå ê ïåðåòå-
êàíèþ ðàñòâîðà ÷åðåç ñâåðõùåëü. Òàê, äëÿ íå
èñïûòûâàþùåé ñîïðîòèâëåíèÿ ñâåðõòåêó÷åé êîì-
ïîíåíòû ðàñòâîðà áûñòðî (çà íåñêîëüêî ñåêóíä)
óñòàíàâëèâàåòñÿ ðåæèì, ïðè êîòîðîì õèìè÷åñêèé
ïîòåíöèàë 4He â ðàñòâîðå îêàçûâàåòñÿ ïîñòîÿí-
íûì âî âñåõ åãî òî÷êàõ ( µ4(z) = const ). Íà ýòîì
ýòàïå, â îòñóòñòâèå òåïëîâûõ âîçáóæäåíèé, äàâëå-
íèÿ â êîíòåéíåðàõ îòëè÷àþòñÿ òî÷íî íà âåëè÷èíó
îñìîòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ ïðèìåñîíîâ, ïîìåùåí-
íûõ ïåðâîíà÷àëüíî â îäèí èç íèõ [21]. Óêà-
çàííàÿ ðàçíèöà äàâëåíèé è ñëóæèò ïðåäìåòîì
èññëåäîâàíèÿ â ýêñïåðèìåíòàõ [20]. Óñòàíàâ-
ëèâàþùèéñÿ ïðàêòè÷åñêè ìãíîâåííî ðåæèì ñ
µ4(z) = const íå ÿâëÿåòñÿ, îäíàêî, ñòàöèîíàðíûì.
Â ñèñòåìå ïðîäîëæàåòñÿ ìåäëåííîå ïåðåòåêàíèå
ïðèìåñîíîâ, èíäóöèðîâàííîå íåñáàëàíñèðîâàííû-
ìè ãðàäèåíòàìè êîíöåíòðàöèè è òåìïåðàòóðû.
Èñòèííîå ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå óñòàíàâëèâàåò-
ñÿ ëèøü òîãäà, êîãäà ãðàäèåíò êîíöåíòðàöèè
óðàâíîâåøèâàåò ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû òàêèì îá-
ðàçîì, ÷òî ïîëíûé äèôôóçèîííûé ïîòîê ïðèìå-
ñîíîâ ðàâåí íóëþ. Ñîãëàñíî îöåíêàì, îñíîâàí-
íûì íà àíàëèçå ýêñïåðèìåíòîâ, îïèñàííûõ â [20],
âðåìÿ óñòàíîâëåíèÿ òàêîãî ðåæèìà ìîæåò ñîñòàâ-
ëÿòü íåñêîëüêî ÷àñîâ. Çàìåòèì, ÷òî ýòî âðåìÿ
ìîæíî èçìåíÿòü âàpüèpîâàíèåì ýêñïåðèìåíòàëü-
íûõ óñëîâèé. Òàêèì îáðàçîì, óâåëè÷åíèå âðåìåíè
îæèäàíèÿ â ýêñïåðèìåíòàõ, àíàëîãè÷íûõ [20],
ïîçâîëèëî áû èçó÷èòü êíóäñåíîâñêèé ìåõàíèçì
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óñòàíîâëåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà â ðàññìàòðè-
âàåìîé ñèñòåìå.

Â ãèäðîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå, êîãäà ñòîëê-
íîâåíèÿ ïðèìåñü—ïðèìåñü ïðåîáëàäàþò íàä
ñòîëêíîâåíèÿìè ïðèìåñü—ïîðîøîê, ìåõàíè÷åñ-
êîå ðàâíîâåñèå â ñèñòåìå äîñòèãàåòñÿ ïóòåì âû-
ðàâíèâàíèÿ äàâëåíèÿ ðàñòâîðà. Ìàëûé âêëàä

ñòîëêíîâåíèé ïðèìåñü—ïîðîøîê â óñòàíîâëåíèå
ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà â ýòîì ïðåäåëå ìîæíî
ó÷åñòü ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè Ψ (60) ïî
ìàëîìó ïàðàìåòðó γ −1 è ïîäñòàíîâêè ðåçóëüòàòà â
ñîîòíîøåíèå ñòàöèîíàðíîñòè (61). Â èòîãå ïî-
ëó÷èì

∇ 

xT 


1 + 

8

3γ √π
 

1

2(l − k) − 1
  + ...






 = 0 .     (64)

Ôîðìóëà (64) àíàëîãè÷íà ïî ñòðóêòóðå ðå-
çóëüòàòó (62), ïîëó÷åííîìó ïðè èññëåäîâàíèè
êíóäñåíîâñêîãî ðåæèìà. Ïðèìåíèìîñòü (64) îãðà-
íè÷åíà íåðàâåíñòâîì 2γ −1/[2(l − k) − 1] << 1.
Ðîëü âûäåëåííîãî ñëó÷àÿ èãðàåò çäåñü çàâèñèìîñòü
γ −1(xT), îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì l − 1/2 = k. Ïî-
ñêîëüêó îñìîòè÷åñêîå äàâëåíèå ïðèìåñîíîâ â ãèä-
ðîäèíàìè÷åñêîì ðåæèìå îêàçûâàåòñÿ ïðàêòè-
÷åñêè ïîñòîÿííûì â êàæäîé òî÷êå ðàñòâîðà,
âåëè÷èíà γ −1 â ýòîì ñëó÷àå òàêæå ôàêòè÷åñêè íå
çàâèñèò îò êîîðäèíàò. Íå ïîâòîðÿÿ âñåõ ðàññóæ-
äåíèé, îòíîñÿùèõñÿ ê ñðàâíåíèþ ôîðìóë (62) è
(63), ïðèâåäåì ðåçóëüòàò, ñîîòâåòñòâóþùèé ïðå-
äåëó γ −1 << 1 â ñëó÷àå l − 1/2 = k:

∇ 



xT 




1 + 

4k

3 √π
 γ −1 ln x − 

15π − 32

8 √π
 γ −1 ln γ −1 + ...








 = 0 . (65)

Äëÿ áîëåå äåòàëüíîãî àíàëèçà óñëîâèÿ ñòàöèî-
íàðíîñòè (61) â ïðîìåæóòî÷íîé îáëàñòè ñ ïðîèç-
âîëüíûìè çíà÷åíèÿìè γ ïðåäñòàâèì åãî â âèäå

∇n
n  + G(γ) 

∇T
T  = 0 , (66)

ãäå G(γ) ≡ w(γ)/h(γ) — ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ
ôóíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèå 1/2 â êíóäñå-
íîâñêîì ïðåäåëå γ = 0 è çíà÷åíèå 1 â ãèäðîäèíà-
ìè÷åñêîì ïðåäåëå γ → ∞. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî
àíàëèçà ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè G(γ) äëÿ ïðîìå-
æóòî÷íûõ çíà÷åíèé γ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 1. Êàê
âèäíî, ôóíêöèÿ G(γ) ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðî äî-
ñòèãàåò çíà÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî ãèäðîäèíà-
ìè÷åñêîìó ïðåäåëó. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ÷àñòîòà
ñòîëêíîâåíèé ïðèìåñü—ïðèìåñü âñåãî â íåñêîëü-
êî ðàç ïðåâûøàåò ÷àñòîòó ñòîëêíîâåíèé ïðè-
ìåñü—ïîðîøîê, òî â ãàçå ïðèìåñîíîâ ôàêòè÷åñêè
ðåàëèçóåòñÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ ñèòóàöèÿ.

Â îáëàñòè âûðîæäåíèÿ T << TF ÷àñòîòà ñòîëê-
íîâåíèé ïðèìåñü—ïðèìåñü âûðàæàåòñÿ çàâèñè-
ìîñòüþ [19]

ν = A−1T2 



1 − B 

T2

TF
2




 , (67)

ãäå À è Â — êîýôôèöèåíòû, çàâèñÿùèå îò êîí-
öåíòðàöèè ïðèìåñîíîâ. Äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà
ôîðìóëó (67) óäîáíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

ν = νF 
T2

TF
2  f(TF) 




1 − B 

T2

TF
2




 , (68)

ãäå νF — ïîñòîÿííàÿ, ñîâïàäàþùàÿ ïî ïîðÿäêó
âåëè÷èíû ñ ÷àñòîòîé ñòîëêíîâåíèé ν è èìåþùàÿ
òó æå ðàçìåðíîñòü; f(TF) ≡ (A−1TF

2 )/νF — áåçðàç-
ìåðíàÿ ôóíêöèÿ òåìïåðàòóðû Ôåðìè, îòðàæàþ-
ùàÿ çàâèñèìîñòü ν îò êîíöåíòðàöèè ïðèìåñîíîâ.

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (68) â ñîîòíîøåíèå
(54) è îãðàíè÷èâàÿñü ÷ëåíàìè ~ T2/TF

2  , ìîæíî
ïðåäñòàâèòü óñëîâèå, îáåñïå÷èâàþùåå ñòàöèîíàð-
íîå ñîñòîÿíèå ãàçà ïðèìåñîíîâ, â âèäå

Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà ïðîïîðöèîíàëüíîñòè G
ìåæäó ãðàäèåíòàìè òåìïåðàòóðû è êîíöåíòðàöèè îò ïàðàìåò-
ðà γ â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå.

Ðàçìåpíûé ýôôåêò â ãàçå ïpèìåñîíîâ ñâåpõòåêó÷åãî pàñòâîpà 3He–4He
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∇ 











∫
0

   T
F

 t exp (−γF u(t))dt + 
π2

12 T2 exp (−γF u(TF))











 = 0,

(69)

ãäå γF = νF/νKn
F  , νKn

F  = Nσ(1,0) √2TF/m∗  ,

u(t) ≡ 
12

π2 ∫
0

t

 
f(y)
y  dy .

Â êíóäñåíîâñêîì ïðåäåëå γF << 1 ñîîòíîøåíèå
(69) óäîáíî âûðàçèòü â âèäå óñëîâèÿ ïîñòîÿíñòâà
âî âñåõ òî÷êàõ ðàñòâîðà ôóíêöèè òåìïåðàòóðû è
äàâëåíèÿ ãàçà ïðèìåñîíîâ:

PF 










1 − 

15

π2 γF ∫
0

1

 
f(yTF)

y  (1 − y2) dy −

 

− 
5π2

24  
T2

TF
2  










1 + 

12

π2  γF ∫
0

1

 
f(yTF)

y  dy




















 = const ,    (70)

ãäå PF = 
2
5
 nTF 




1 + 

5π2

12
 
T2

TF
2




  — äàâëåíèå ãàçà

ïðèìåñîíîâ ïðè T << TF . Êàê âèäíî èç ôîðìóëû

(70), óñëîâèå ìåõàíè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ ãàçà, ñïðà-

âåäëèâîå â íåîãðàíè÷åííîé ñðåäå (PF = const), íå-

ïðèìåíèìî, êîãäà îñíîâíîé âêëàä â åãî óñòàíîâ-
ëåíèå âíîñÿò ñòîëêíîâåíèÿ ïðèìåñü—ïîðîøîê.
Çäåñü, êàê è â ñëó÷àå êëàññè÷åñêîãî ýôôåêòà Êíóä-
ñåíà, óñòàíàâëèâàåòñÿ ãðàäèåíò äàâëåíèÿ, íàïðàâ-
ëåííûé òàê æå, êàê è ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ýôôåêò Êíóäñåíà â
âûðîæäåííîì êâàíòîâîì ãàçå ÿâëÿåòñÿ óíèêàëü-
íûì, ýêñïåpèìåíòàëüíî íå èçó÷åííûì ôèçè-
÷åñêèì ÿâëåíèåì. Ãàç ïðèìåñîíîâ ñâåðõòåêó÷åãî
ðàñòâîðà 3He−4He — ôàêòè÷åñêè åäèíñòâåííàÿ
èçâåñòíàÿ ôèçè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ãäå ýòîò ýôôåêò
ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí â ÷èñòîì âèäå. Ïðèâåäåí-
íûå íàìè òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü
èñïîëüçîâàíû äëÿ àíàëèçà ïðåäëîæåííîãî âûøå
ýêñïåðèìåíòà ïî èçó÷åíèþ ñòàöèîíàðíîãî íåðàâ-
íîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ ãàçà ïðèìåñîíîâ â îáëàñòè
íèçêèõ òåìïåðàòóð.

Çàêëþ÷åíèå

Ðåøåíà çàäà÷à î òå÷åíèè ãàçà êâàçè÷àñòèö ïîä
âîçäåéñòâèåì ãðàäèåíòîâ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ âå-
ëè÷èí â îáúåìå, çàïîëíåííîì ïîðîøêîì. Ïîëó÷å-

íî òî÷íîå ðåøåíèå (36) êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
(1), âûðàæåííîå ÷åðåç ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îïå-
ðàòîðà âçàèìíûõ ñòîëêíîâåíèé êâàçè÷àñòèö è
ïàðöèàëüíûå ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ êâàçè÷àñòèö íà
÷àñòèöàõ ïîpîøêà. Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ïîçâî-
ëÿåò èññëåäîâàòü ïðîöåññû ïåðåíîñà ãàçà êâàçè-
÷àñòèö ÷åðåç ïîðèñòóþ ñðåäó áåç ïðèâëå÷åíèÿ
êàêèõ-ëèáî ìîäåëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé î õàðàêòå-
ðå âçàèìîäåéñòâèÿ êâàçè÷àñòèö ìåæäó ñîáîé. Èç
òî÷íîãî ðåøåíèÿ (36) íàéäåíî âûðàæåíèå (37)
äëÿ ñðåäíåé ñêîðîñòè ôèëüòðàöèè ãàçà êâàçè÷àñ-
òèö ÷åðåç ïîðèñòóþ ñðåäó. Ïîëó÷åíî óñëîâèå (4),
(5), (38), îïèñûâàþùåå ñòàöèîíàðíîå, òåðìîäè-
íàìè÷åñêè íåðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå ãàçà êâàçè-
÷àñòèö, ïîìåùåííîãî â îáúåì, çàíÿòûé ïîðèñòûì
ìàòåðèàëîì. Âñå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñïðàâåä-
ëèâû êàê äëÿ êëàññè÷åñêîãî, òàê è äëÿ âûðîæäåí-
íîãî ãàçà êâàçè÷àñòèö.

Ïîêàçàíî, ÷òî òî÷íîå âûðàæåíèå (14), ïðåä-
ñòàâëÿþùåå ðåçóëüòàò âîçäåéñòâèÿ îïåðàòîðà
ñòîëêíîâåíèé íà ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ èìïóëü-
ñà, ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðàç-
ëè÷íûõ ïðèáëèæåíèé. Â ÷àñòíîñòè, èññëåäîâàíà
ìîäåëü, â êîòîðîé äåéñòâèå ìåæ÷àñòè÷íîãî îïåðà-
òîðà ñòîëêíîâåíèé íà ëþáóþ ôóíêöèþ, íå ïðè-
íàäëåæàùóþ åãî ÿäðó, ñâîäèòñÿ ê óìíîæåíèþ íà
ôåíîìåíîëîãè÷åñêèé ïàðàìåòð — ÷àñòîòó ñòîëê-
íîâåíèé. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëèë ïîñëåäîâàòåëüíî
ïîëó÷èòü âûðàæåíèå (49) äëÿ ìîäåëüíîãî èíòåã-
ðàëà ñòîëêíîâåíèé, èñêóññòâåííî ââåäåííîãî â
òåîðèè ÁÃÊ. Ìîäåëüíîå ïðåäñòàâëåíèå èíòåãðàëà
ñòîëêíîâåíèé ïîçâîëèëî óïðîñòèòü âñå ïîëó÷åí-
íûå â îáùåì âèäå ðåçóëüòàòû. Òàê, â ðàìêàõ
ðàññìàòðèâàåìîãî ïðèáëèæåíèÿ ïîëó÷åíî ÿâíîå
âûðàæåíèå äëÿ ñðåäíåé ñêîðîñòè ôèëüòðàöèè
(53), (56) ãàçà êâàçè÷àñòèö è âûâåäåíî ñîîòíîøå-
íèå (54), îáåñïå÷èâàþùåå åãî ñòàöèîíàðíîå ñîñòî-
ÿíèå. Óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè (38) ïðèâåäåíî ê
âèäó ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ãðàäèåíòàìè òåìïåðà-
òóðû è ïëîòíîñòè ãàçà è äåòàëüíî èññëåäîâàíî
â îáëàñòè âûñîêèõ (T >> TF) (66) è íèçêèõ
(T << TF) (69) òåìïåðàòóð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëü-
òàòû ñïðàâåäëèâû äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ñîîòíîøå-
íèé ìåæäó ÷àñòîòàìè ñòîëêíîâåíèé êâàçè÷àñòèö
ìåæäó ñîáîé ν ñ ÷àñòèöàìè ïîðîøêà νKn . Ñîîòíî-
øåíèå ñòàöèîíàðíîñòè (54) äåòàëüíî èçó÷åíî â
ãèäðîäèíàìè÷åñêîì (ν >> νKn) (64), (65) è êíóä-
ñåíîâñêîì (ν << νKn) (62), (63) ïðåäåëüíûõ ñëó-
÷àÿõ. Äëÿ ïðîìåæóòî÷íîé îáëàñòè ν ~ νKn óñ-
ëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè (66) ïðîàíàëèçèðîâàíî
÷èñëåííî. Èññëåäîâàí íåïðåðûâíûé ïåðåõîä îò
êíóäñåíîâñêîãî ê ãèäðîäèíàìè÷åñêîìó ðåæèìó
òå÷åíèÿ ãàçà êâàçè÷àñòèö. Èçó÷åí ýôôåêò Êíóä-
ñåíà â âûðîæäåííîì êâàíòîâîì ãàçå (70).
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Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíû äëÿ èññëå-
äîâàíèÿ ñòàöèîíàðíîãî íåðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ
ãàçà ïðèìåñîíîâ ñâåðõòåêó÷åãî ðàñòâîðà 3He−4He
â îãðàíè÷åííîé ãåîìåòðèè. Îáíàðóæåíû è èññëå-
äîâàíû äâà ýòàïà â óñòàíîâëåíèè òàêîãî ñîñòîÿ-
íèÿ. Ïðåäëîæåíû ýêñïåðèìåíòû ïî îïðåäåëåíèþ
òåìïåðàòóðíîé è êîíöåíòðàöèîííîé çàâèñèìîñòåé
÷àñòîòû ñòîëêíîâåíèé ïðèìåñü—ïðèìåñü.
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Dimension effect in impuriton gas of 3He–4He
superfluid mixture

I. N. Adamenko, L. N. Bortnik, and
A. I. Chervanyov

The flow of quasiparticle gas forced by the gra-
dients of thermodynamical values in the volume
filled with a powder is considered. The exact solu-
tion of the kinetic equation is obtained. It is ex-
pressed in terms of matrix elements of the collision
integral and partial scattering cross-sections of qua-
siparticles at the powder. The condition describing
the steady non-equilibrium state of the quasiparticles
gas in the volume filled with a porous material is
obtained. The results obtained are valid for arbitrary
relations of frequencies of quasiparticle-quasiparticle
and quasiparticle-powder collisions. The transitions
from the Knudsen regime of quasiparticle gas flow
to the hydrodynamic one is investigated. The Knud-
sen effect in degenerated quantum gas is studied.
The steady non-equilibrium state of 3He–4He super-
fluid mixture impuriton gas is studied in confined
geometry.
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