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Застосовуючи метод послідовних наближень та теорію збудження однорідних хвилеводів, побудовано 

схему знаходження електромагнітного поля в неоднорідних діафрагмових хвилеводах з повільно змінними 

розмірами.  
 

ВСТУП  

З часу винайдення та розробки хвилеводу, наван-

таженого дисками (ХНД), з постійним градієнтом на 

типі коливання 2/3 для Стенфордського лінійного 

електрон-позитронного ВЧ-прискорювача S-діапазо-

ну (2856 МГц) [1] діафрагмові хвилеводи з повільно 

змінною геометрією знайшли широке застосовуван-

ня в резонансних прискорювачах електронів різно-

манітного призначення [2, 3]. Як виявилося, вони 

зручні для ВЧ-налаштування [4, 5] та ВЧ-

тренування. У порівнянні з однорідними (з постій-

ним імпедансом) ці структури забезпечують більшу 

ефективність прискорення та завдяки деструктивній 

інтерференції дипольних паразитних хвиль, довжи-

на яких міняється зі зміною геометрії хвилеводу, 

мають значно вищі порогові струми виникнення 

поперечної нестійкості пучка. Нова хвиля інтересу 

до таких структур, але в Х-діапазоні частот (11,4; 

12; 30 ГГц), обумовлена розробкою проектів ліній-

них електрон-позитронних резонансних колайдерів 

наступного покоління – тераелектронвольтного діа-

пазону енергій [6]. У зв’язку з цим отримали пода-

льший розвиток аналітичних методів розрахунку 

перехідних процесів у прискорюючих структурах з 

довільним профілем неоднорідності [7], методи 

компенсації енергетичного розкиду, зумовленого 

ефектом навантаження структури пучком [8 - 10], та 

методи ВЧ-налаштування [11 - 13].  

Загальними для цих підходів є такі припущення: 

і) в основній смузі неоднорідної структури поле 

може бути представлено у вигляді суперпозиції 

прямої та зворотної хвиль, що біжать; 

іі) у межах поточної чарунки структура поля в 

неоднорідному хвилеводі відповідає структурі поля 

в однорідному періодичному, що має розміри цієї 

поточної чарунки; 

ііі) уздовж узгодженої з ВЧ-джерелом неоднорі-

дної структури потік ВЧ-енергії змінюється за раху-

нок поглинання її в стінках хвилеводу та обміну з 

пучком.  

Проте, якщо для структур з постійним градієн-

том, де геометричні розміри дисків повільно зміню-

ються (у порівнянні з довжиною окремої чарунки) 

уздовж секції, такий підхід є досить очевидним, то 

для хвилеводів зі зростаючим градієнтом (напри-

клад, майже в 1,6 рази) [12] потребує обґрунтування. 

Виникає питання – до якого мінімального рівня ло-

кальних коефіцієнтів відбиття можна узгодити ХНД 

з довільною неоднорідністю [14]. У роботах [15] був 

започаткований новий підхід для розрахунку елект-

родинамічних характеристик ХНД на основі моделі 

зв’язаних резонаторів, що дало можливість подиви-

тися на властивості неоднорідних ХНД більш гли-

боко [16, 17]. Проте такий підхід потребує чисель-

ного моделюванням конкретної неоднорідної струк-

тури для знаходження коефіцієнтів зв’язку між сусі-

дніми чарунками-резонаторами [18].  

Спроба відмовитися від феноменологічного під-

ходу шляхом розширення теорії збудження періоди-

чних хвилеводів [19] на неперіодичні – з повільно 

змінною геометрією, була зроблена в [20]. Припус-

калось, що поле в слабо неоднорідному хвилеводі 

можна представити у вигляді розкладу по власним 

хвилям, структура поля яких визначається поточни-

ми розмірами хвилеводу і співпадає зі структурою 

власних хвиль періодичного хвилеводу з геометрі-

єю, що відповідає цим поточним розмірам. Як ре-

зультат, було виведено рівняння для амплітуди поля 

в основній частотній смузі, яке співпадає з раніше 

одержаними на основі закону зберігання потоку ВЧ-

енергії. Попри це, недоліком такого підходу є неви-

значеність меж неоднорідності, за якими таке приб-

лиження перестає бути достовірним.  

Мета цієї статті полягає у визначенні малого па-

раметра для діафрагмового хвилеводу з повільно-

змінними розмірами і застосуванні методу послідо-

вних наближень при розв’язанні неоднорідних рів-

нянь Максвелла, для того щоб мати кількісний кри-

терій точності знайденого приближення.  

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ  

Хай напівнескінчений періодичний ХНД з гео-

метричними розмірами чарунки, позначених векто-

ром  0 0q q , переходить, повільно змінюючи 

геометричні розміри уздовж осі z  q z  на відрізку 

довжиною L, у періодичний напівнескінчений хви-

левід з розмірами  Lq q L , як показано на 

Рис. 1. Як приклад, на Рис. 2 і 3 показано сімейство 

повільно змінних розмірів    , ,q n a b D  та їх 

відносних різниць    , ,q n a a b b D D      на 

періоді в залежності від номера чарунки секції при-

скорювача, що проектується в ННЦ ХФТІ [21].  
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Рис. 1. Схематичне зображення круглого ХНД  

з повільно змінними розмірами    , ,q z a b D   

на відрізку довжиною L 
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Рис. 2. Залежності геометричних розмірів 

   , ,q n a b D  від номера чарунки n 
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Рис. 3. Залежності відносних різниць геометричних 

розмірів    , ,q n a a b b D D       

від номера чарунки n 

Тут означено:  1n n na a a a a   ; 

 1n n nb b b b b   ;  1n n nD D D D D   . 

Під повільно змінними геометричними розміра-

ми  q z  будемо розуміти такі розміри, що мало 

змінюються на довжині чарунки D: 

  
1,k k

k

k k

D zq dq

q q dz



    (1) 

де 
kq  – один із розмірів, що міняється (компонента 

вектора q ).  

Хай зліва направо по однорідній частині струк-

тури (z<0) біжить власна електромагнітна хвиля iз 

заданою амплітудою  0

0C  і частотою , що лежить у 

найнижчій (основній) смузі з індексом 0: 

 

     

     

0

0

0

0 0 0

0

0 0 0

, ,

, .

s

s

ih q z

ih q z

C E q r e

C H q r e

  (2) 

Відмітимо, що власні хвилі в однорідних части-

нах ХНД (z<0 і z>L) задовольняють наступним умо-

вам ортогональності [19]: 

 
 0

,
t

s r r s z s r s

S q

E H E H e dS N     
.  (3) 

Необхідно знайти поля ,E H  у неоднорідному 

відрізку хвилеводу для 0<z<L. 

2. МЕТОД ПОСЛІДОВНИХ НАБЛИЖЕНЬ 

Будемо шукати поля в неоднорідному відрізку 

хвилеводу в наступному вигляді: 

     , , ,E q z r H q z r . Підставивши їх у рівняння 

Максвелла (без джерела струму), можна переписати 

останні, на відрізку хвилеводу 0<z<L, у формі неод-

норідних укорочених рівнянь Максвелла: 

 
     
     

,

,

, , ,

, , ,

q

H

q

E

rot E q r i H q r J

rot H q r i E q r J









 

  

  (4) 

де 
,HJ 

 та 
,EJ 

 – поперечні компоненти еквівалент-

ної щільності магнітного та електричного струмів, 

відповідно, що виникають внаслідок наявності не-

однорідності структури, є джерелами вторинних 

хвиль і мають вид: 

 ,

,

,

.

H z

E z

dq
J E e

dz q

dq
J H e

dz q

 

 


  




 



  (5) 

Відмітимо, що в (4) диференційний укорочений 

оператор діє тільки на явну залежність поля від ко-

ординат      , , .
q

q const
rot E q r rotE q r


 . 

Обмежимося класом структур, для яких 

    1kD z q z , 1k kdq dz  . За цих обставин, 

щоб розв’язати Рів. (4), скористаємося методом пос-

лідовних наближень. Шукатимемо поле у вигляді 

розкладу в ряд по ступенях малого параметра:  

    

   

( )

0

( )

0

, , ,

, , ,

m

m

m

m

E q r E q r

H q r H q r

















  (6) 

де поля:     ( ) ( ), , ,m m mE q r H q r  , задовольня-

ють укороченим рівняння Максвелла (4): 

i) нульовий порядок 

 
     
     

(0) (0)

(0) (0)

, , ,

, , ;

q

q

rot E q r i H q r

rot H q r i E q r







 

  (7) 

ii) m-ий порядок для m=1,2,… 
       

       

( ) ( )

,

( ) ( )

,

, , ,

, , ;

q mm m

H

q mm m

E

rot E q r i H q r J

rot H q r i E q r J









 

  

  (8) 

де  
,

m

HJ 
 і  

,

m

EJ 
 – поперечні компоненти еквівалент-

ної щільності магнітного та електричного струмів 

m-го порядку: 

 
   

   

1

,

1

,

,

.

m m

H z

m m

E z

dq
J E e

dz q

dq
J H e

dz q



 



 


  




 



  (9) 

Так як укорочений оператор  q
rot  діє тільки на 

координати, від яких поле залежить явно, то рішен-

(с
м
) 
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ням однорідної частини укорочених рівнянь Макс-

велла (7) та (8) може бути повний набір власних 

хвиль періодичного хвилеводу, взятого з довільною 

залежністю  q z : 

  
 

 
 

0 0, , , ,

z z

p pi h q dz i h q dz

p pE q r e H q r e
  

 

 
  (10) 

які, за визначенням, задовольняють умові ортогона-

льності 

 
 

  , .
t

s p p s z s p s

S q z

E H E H e dS N q z  

  

      
 (11) 

Далі використаємо теорію збудження періодич-

них хвилеводів Вайнштейна [19], згідно якої ми мо-

жемо поля m-го порядку, що входять у (8), розклас-

ти в ряд по власних хвилях (10) зі змінними по z 

коефіцієнтами  m

pC : 
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p
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  (12) 
де  m

pC  задовольняють рівнянням: 
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  (13) 

Таким чином, побудований вище алгоритм дає 

можливість знайти поле в неоднорідній частині хви-

леводу з будь-якою заданою точністю.  

3. ПОЛЕ НУЛЬОВОГО ПОРЯДКУ 

Поле нульового порядку малості, що задовольняє 

рівнянню (7), може бути представлено лінійною 

комбінацією власних хвиль (10) з постійними амплі-

тудами. Задовольнивши граничній умові при z=0, 

одержимо поле нульового порядку малості в області 

0<z<L: 
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  (14) 

У цьому наближенні в однорідній структурі лі-

воруч (z<0) зворотна хвиля відсутня –  0

0 0C  , а 

праворуч (z>L) амплітуда хвилі, що пройшла, стано-

вить    
 0

0
0

0 0

L

i h q dz
L

C C e


 .  

4. ПОЛЕ ПЕРШОГО ПОРЯДКУ 

Підставимо поле нульового порядку (14) у вира-

зи для еквівалентної щільності магнітного та елект-

ричного струмів (9) 
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  (15) 

Можна бачити, що величини  1
,HJ 

 і  1
,EJ 

 являють 

собою хвилі, що біжать уздовж неоднорідної части-

ни хвилеводу синхронно з полем прямої хвилі з ін-

дексом 0 (14). Підставивши (15) у (13) та виконавши 

інтегрування, одержимо коефіцієнти розкладу 
   1

pC z  для поля першого порядку малості при 

0<z<L: 

   

   

 
 

   

   

 
 

0

0

0

0

1 0

0 ,0

0

1 0

0 ,0

,

.

z

p

z

p

i h q h q dz
z

p p

p

i h q h q dz
L

p p

pz

e dq
C C dz f z

N q dz

e dq
C C dz f z

N q dz

   



   















  (16) 

де  ,0pf z
 – коефіцієнти чутливості поля до зміни 

геометрії структури: 

 
 

0 0
,0 .p p p z

S q

H E
f z E H e dS

q q
  

  
    

  


  (17) 

Таким чином, підставивши (16) в (12) для m=1, 

одержимо добавку першого порядку малості до поля 

в неоднорідній частині хвилеводу: 

         
 

   
 

   
 

   
 

0

0

0

0

0 0

1 0

0,0 0

0,0 0

,0 ,0

, ,

,

, , ,

z

z

z z

p p

i h q dz

s

i h q dz

q dz q dz

p p p p

p s

E q r C z E q r e

z E q r e

z E q r e z E q r e
 





 









 

 






 




 


  

 





  (18) 
де введено наступні нормовані амплітуди: 

 
 

 0,0 0,0

00

,

z
dz dq

z f z
N q dz

  
  (19) 

 

 

 
 

0

0

2

0,0 0,0

0

,

z

i h q dz
L

z

e dq
z dz f z

N q dz




    (20) 

 

   

 
 

0

0

,0 ,0

0

,

z

pi h q i q dz
z

p p

p

e dq
z dz f z

N q dz





   

 



 
  (21) 

 

   

 
 

0

0

,0 ,0 .

z

pi h q i q dz
L

p p

pz

e dq
z dz f z

N q dz





   

 
  (22) 

Видно, що в першому порядку малості крім ре-

зонансного уточнення до поля прямої хвилі, що бі-

жить з індексом 0 (перший доданок у (18)), 

з’являєтеся нерезонансний вклад зворотної хвилі, 

яка належить цій смузі «0» (другий доданок у рів-
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нянні (18)), а також вклад закритичних коливань із 

вищих смуг з p0, для яких постійна розповсю-

дження хвилі є уявна:
p p

h i


  . Аналогічно мож-

на представити добавку до магнітного поля 
   1

,H q r . 

5. ОЦІНКА ВКЛАДУ НЕРЕЗОНАНСНОГО 

ПОЛЯ  

Розглянемо структуру поля в неоднорідній час-

тині хвилеводу. Приймаючи до уваги (14) і (18), об-

межимося приближенням з квадратичною точністю 

по малому параметру: 

       

     
 

   
 

   
 

   
 

0

0

0

0

0 0

(0) (1) 2

0

0 0, 0 0

0,0 0

0, 0,

0

, , ,

1 ,

,

, , .

z

z

z z

p p

i h q dz

i h q dz

q dz q dz

p p p p

p

E q r E q r E q r O

C z E q r e

z E q r e

z E q r e z E q r e
 







 









 

 



  




   




 


  

 





 (23) 
Оцінимо за порядком величини внесок у поле 

нерезонансних поправок (20-22) відносно резонанс-

ної (19). Коефіцієнти чутливості поля (17) можуть 

бути представлені, як сума повільно та швидко 

змінних частин. Для оцінки амплітуд (20-22) доста-

тньо обмежитися вкладом повільно змінної частини 

(
,0pf

, р=0,1,…), оскільки вона вносить основний 

вклад в інтеграли по z. Застосовуючи асимптотич-

ний метод інтегрування комплексної функції з пові-

льно змінної амплітудою (як показано в Додатку 

(Д7)), можемо одержати такі оцінки: 

 
 0,0 0,0

00

,

z
dz dq

z f
N q dz

  
  (24) 

  

 

   

0

0

2

0,0 0,0

0 0

,
2

z

i h q dz

ie dq
z f

N q h q dz





  (25) 

 
   

 

       

0 0

0

0

,0 ,0

0

,0 ,0

0 0 0

,

.

z z

p p

z

q dz q dz
ev

p p p p

p

i h q dz
p p p p

p p p

E q r E e E e

f E f Edq
ie

dz h q i q h q i q

 

 

 

 

 




 



 
  

 
  
         





  

(26) 
Розділивши (24) на (25), отримаємо відносний 

вклад зворотної хвилі в порівнянні з резонансною 

поправкою прямої хвилі  

0,0

0,0 0 0

1 1
,

2 2h L M



 


  (27) 

де М – кількість резонаторів-чарунок у секції, 
0  – 

зсув фази на періоді. Так, для секції, що складається 

із більше ніж М=24 чарунок з зсувом фази 

0 2 3  , модуль нерезонансної амплітуди зворот-

ної хвилі становить менше 1% від модуля резонанс-

ної поправки (24).  

Для зручності, оцінку вкладу поля закритичних 

коливань ми проведемо для круглого діафрагмового 

хвилеводу. Розглянемо збудження аксіально-

симетричних хвиль [22]. Тоді із (26) можна одержа-

ти повздовжню компоненту електричного поля на 

осі 

 
     

 

0

0

0

,0

0 1

1
, 2 .

z

i h q dz
ev

z

p p p

H bc dq
E q z e

dz q bJ b



  





 
 




 (28) 

Розділивши модуль останнього на модуль амплі-

туди (24), одержимо оцінку за порядком величини 

вкладу поля закритичних коливань відносно попра-

вки до резонансного поля 

 

 0,0 1 1 1

1
1.

2

ev

zE a

L bJ b  

  (29) 

Крім того, розділивши (28) на модуль амплітуди 

нерезонансного поля зворотної хвилі (25), одержимо 

відношення 

 

 
0 0

0,0 1 1 1 1

2 1,
ev

zE h a h a a

bJ b b    


  (30) 

яке показує, що вкладом закритичних коливань у 

приближенні першого порядку малості можна знех-

тувати.  

6. ХАРАКТЕРИСТИКИ ХВИЛЕВОДУ 

Нехтуючи вкладом закритичних коливань у (23), 

представимо поля як: 

       
 

   
 
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   
 
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0
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0
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, , , ,

, , , .

z z

z z

i h q dz i h q dz

i h q dz i h q dz

E q r C Т z E q r e R z E q r e

H q r C Т z H q r e R z H q r e

 

  

 

  

 
 

  
 
  

 
 

  
 
  

  (31) 
Тут введені такі величини:  

– коефіцієнт проходження прямої хвилі від z=0 

до поточної координати z 

       0 0 0 0 0,01 ln ImT z N q N q i z      (32) 

(можна показати, що  

     0,0 0 0 0Re lnz N q N q  )  

локальний коефіцієнт відбиття    0 0,0R z z  .  

Із визначення (20) слідує, що локальний коефіці-

єнт відбиття має вид: 

 

 

   

0

0

0

2

0, 0, 0ln ,

z

i h q dz
L

k
z

ks kz S q

R z

e dq
dz E H Z e dS

N q dz q





 




 

  
 

 

(33) 

де 
0 0, 0,Z E H   – хвильовий імпеданс. Із остан-

нього випливає, що для узгодження неоднорідної 

структури важливо мати не менше двох розмірів 

1, 2q q , що змінюються так, що можна було б задо-

вольнити умові компенсації відбивання: 
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 
0, 0, 0ln 0.k

k kS q

dq
E H Z dS

dz q
 


 


 

  (34) 

Із визначень (19) і (20) слідує, що коефіцієнт 

проходження хвилі в приближенні першого порядку 

(32) дається формулою  

 
 
 

 0,0Im0 0

0

0

,
i zN q

T z e
N q


    (35) 

яка вірна з квадратичною точністю 

      
2 2

0 0 0 0,0ln ImN q N q z , що забезпечує 

збереження потоку ВЧ-потужності впродовж неод-

норідного хвилеводу 

   
    

 

   

2 20

0 0

0 0

2
0 0 0

0

Re , ,
2

.
4

tS q

C Т z
P E q r H q r dS

N q
C

  



  (36)

 

Слід зазначити, що поява в коефіцієнті прохо-

дження (35) фазового співмножника 

 0,0exp Imi z
  

, де  

 

   

0,0

0, 0, 0

00
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Im ln ,

z

k

k kS q

z

dz dq
E H Z dS

N q dz q





 







 

 (37)

 

як наслідок неузгодженості хвилеводу, призводить 

до збурення фазової швидкості прямої хвилі.  

ВИСНОВКИ 

Методом послідовних наближень у загальному 

вигляді побудовано асимптотичну теорію збуджен-

ня хвилеводів з повільно змінними розмірами. Аси-

мптотичний підхід дає можливість знайти з будь-

якою заданою точністю поле, що збуджується в ос-

новній смузі хвилеводу з повільно змінними розмі-

рами. Показано, що у хвилеводі внаслідок наявності 

неоднорідності виникають поперечні компоненти 

еквівалентної щільності магнітного 
,HJ 

та електри-

чного струмів 
,EJ 

, які є джерелами вторинних 

хвиль, починаючи з першого порядку малості. Ці 

еквівалентні щільності струмів у першому порядку 

малості являють собою хвилю синхронну з прямою 

хвилею, що призводить як до резонансної поправки 

прямої хвилі, так і до появи зворотної хвилі, внаслі-

док нерезонансної взаємодії еквівалентних струмів 

зі структурою. Оцінки показали, що вкладом поля 

закритичних коливань у першому порядку малості 

можна знехтувати. Крім того, з квадратичною точні-

стю по малому параметру, зберігається потік ВЧ-

потужності впродовж неоднорідного хвилеводу.  

Автор висловлює подяку О.С. Мазманішвілі, 

В.Ф. Жиглу та К.В. Ільєнку за інтерес до статті і 

корисні критичні зауваження та поради.  

Ця робота частково підтримана Відділенням 

НАТО «Виникаючих безпекових проблем» у рамках 

програми «Наука заради миру та безпеки» (грант 

№ G5195).  

ДОДАТОК  

АСИМПТОТИЧНИЙ МЕТОД ІНТЕГРУВАННЯ 

КОМПЛЕКСНО-ЗНАЧНОЇ ФУНКЦІЇ  

З ПОВІЛЬНО ЗМІННОЮ АМПЛІТУДОЮ 

Хай потрібно знайти інтеграл від комплексно-

значної функції виду    i t
G t e

 : 

     

0

t
i t

I t G t e dt
 

   ,  (Д1) 

де  G z  – повільно змінна функція, що задовольняє 

умові 

 
1

0 0, 1.
d G

G
dG dt

dt



 
 

  
 
 

.  (Д2) 

Проведемо заміну змінних в  (Д1) 

   
 

0

t

iI t F t e d



 
     ,  (Д3) 

де  

   
 

 t t

d t
F t G t

dt







  
.  (Д4) 

Далі візьмемо інтеграл (Д4) по частинах  

     

 
 

 
0

F t

i

i t

e dF t

I t F t ie
iF t




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 

   
   
 
 
  

 .  (Д5) 

Другий доданок у квадратних дужках є не що 

інше, як середнє значення функції 
 i t F

e
    на інтер-

валі  0, F t  
. Для швидко змінної функції 

 i t F
e
    

можна одержати хорошу апроксимацію середнього 

значення, яка не залежить від функції  F z : 
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Підставивши останнє в (Д5) та враховуючи замі-

ну (Д4), знайдемо асимптотичне рішення інтеграла 

(Д1):  
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ASYMPTOTIC METHOD IN THE EXCITATION THEORY OF WEAKLY INHOMOGENEOUS DISK 

LOADED WAVEGUIDES 

A.N. Opanasenko  

The scheme calculating the electromagnetic field in weakly inhomogeneous waveguides is built up by applying 

the method of successive approximations and the excitation theory of homogeneous waveguides. This makes enable 

to generalize Vainshtein's excitation theory onto inhomogeneous waveguides to calculate approximate fields. 

АСИМПТОТИЧЕСКИЙ МЕТОД В ТЕОРИИ ВОЗБУЖДЕНИЯ НЕОДНОРОДНЫХ 

ДИАФРАГМИРОВАННЫХ ВОЛНОВОДОВ С МЕДЛЕННО МЕНЯЮЩИМИСЯ РАЗМЕРАМИ 

А.Н. Опанасенко 

С помощью метода последовательных приближений и теории возбуждения однородных волноводов по-

строена схема нахождения электромагнитного поля в неоднородных диафрагмированных волноводах с мед-

ленно-меняющимися размерами. 
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