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Ìåòîäîì ÿêîáèåâûõ ìàòðèö ïîëó÷åíû òî÷íûå àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèé Ãðèíà
öåïî÷å÷íûõ ñòðóêòóð ñ äåôåêòàìè, íàõîäÿùèõñÿ âî âíåøíåì ïåðèîäè÷åñêîì ïîëå. Ðàññìîòðåíû
äâóõàòîìíàÿ ïðèìåñíàÿ ìîëåêóëà â îäíoàòîìíîé öåïî÷êå è àäñîðáèðîâàííûå öåïî÷êè ñ îäíî- è
äâóõàòîìíîé ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêîé. Èññëåäîâàíû óñëîâèÿ âîçíèêíîâåíèÿ è õàðàêòåðèñòèêè ëîêàëü-
íûõ è ùåëåâûõ êîëåáàíèé. Èçó÷åíà ýâîëþöèÿ ïîðîãîâûõ çíà÷åíèé äåôåêòà ìàññû äëÿ îáðàçîâàíèÿ
ëîêàëèçîâàííûõ êîëåáàíèé äâóìÿ èçîòîïè÷åñêèìè ïðèìåñÿìè ñ èçìåíåíèåì ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè.

Ìåòîäîì ÿêîáiºâèõ ìàòðèöü îäåðæàíî òî÷íi àíàëiòè÷íi âèðàçè äëÿ ôóíêöié Ãðiíà ëàíöþæêîâèõ
ñòðóêòóð ç äåôåêòàìè, ùî çíàõîäÿòüñÿ â çîâíiøíüîìó ïåðiîäè÷íîìó ïîëi. Ðîçãëÿíóòî äâîõàòîìíó
äîìiøêîâó ìîëåêóëó â îäíîàòîìíîìó ëàíöþæêó òà àäñîðáîâàíi ëàíöþæêè ç îäíî- òà äâîõàòîìíîþ
åëåìåíòàðíîþ êîìiðêîþ. Äîñëiäæåíî óìîâè âèíèêíåííÿ òà õàðàêòåðèñòèêè ëîêàëüíèõ òà ùiëèííèõ
êîëèâàíü. Âèâ÷åíî åâîëþöiþ ïîðîãîâèõ çíà÷åíü äåôåêòó ìàñè äëÿ óòâîðåííÿ ëîêàëiçîâàíèõ êîëè-
âàíü äâîìà içîòîïi÷íèìè äîìiøêàìè ïðè çìiíi âiäñòàíi ìiæ íèìè.

   PACS: 61.72.–y, 63.20.–e
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Èíòåðåñ ê èññëåäîâàíèþ äèíàìè÷åñêèõ õà-
ðàêòåðèñòèê íèçêîðàçìåðíûõ è êâàçèíèçêîðàç-
ìåðíûõ ñòðóêòóð ñ äåôåêòàìè âûçâàí, ñ îäíîé
ñòîðîíû, äîñòèãíóòûìè â ïîñëåäíåå âðåìÿ ñóùå-
ñòâåííûìè óñïåõàìè â ñèíòåçå òàêèõ ñîåäèíåíèé
è èõ ïðèìåíåíèè â ñîâðåìåííûõ âûñîêèõ òåõíî-
ëîãèÿõ, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, ëþáîïûòíûìè ôè-
çè÷åñêèìè îñîáåííîñòÿìè äàííûõ ñîåäèíåíèé.
Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî óñëîâèÿ îáðàçîâàíèÿ è
ñâîéñòâà ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé â ñèñòåìàõ ñ äå-
ôåêòàìè êà÷åñòâåííî çàâèñÿò êàê îò ðàçìåðíîñòè
ñèñòåìû, òàê è îò ðàçìåðíîñòè äåôåêòà. Â ðà-
áîòå [1] íàìè ñôîðìóëèðîâàí îáùèé êðèòåðèé
ïîëó÷åíèÿ òî÷íûõ ðåøåíèé (íà îñíîâå ìåòîäà
ÿêîáèåâûõ ìàòðèö [2–4]) äëÿ êîëåáàòåëüíûõ õà-
ðàêòåðèñòèê ëèíåéíûõ îäíîìåðíûõ ñèñòåì ñ äå-
ôåêòàìè. Íàñòîÿùåå ñîîáùåíèå ïîñâÿùåíî èçó-
÷åíèþ èçìåíåíèé, ïðîèñõîäÿùèõ â ôîíîííîì
ñïåêòðå òàêèõ ñèñòåì ïðè íàëè÷èè ðàçëè÷íûõ
äåôåêòîâ, à òàêæå â ïåðèîäè÷åñêîì âíåøíåì
ïîëå. Âíåøíåå (äëÿ öåïî÷êè) ïåðèîäè÷åñêîå ïîëå

óñòðàíÿåò õàðàêòåðíóþ äëÿ îäíîìåðíûõ ðåøåòîê
ðàñõîäèìîñòü ñðåäíåêâàäðàòè÷íûõ ñìåùåíèé, è
ðàññìàòðèâàåìàÿ òî÷íî ðåøàåìàÿ çàäà÷à ìîæåò
áûòü íåïîñðåäñòâåííî ïðèìåíåíà ê ðåàëüíûì îáú-
åêòàì. Èññëåäîâàíû ìîäåëè îäíî- è äâóõàòîìíûõ
öåïî÷åê, ñîäåðæàùèõ êàê ïðèìåñè, îòëè÷àþ-
ùèåñÿ îò àòîìîâ ìàòðèöû ìàññîé è ñèëîâûìè
ïîñòîÿííûìè âçàèìîäåéñòâèÿ ñ áëèæàéøèìè ñî-
ñåäÿìè, òàê è ïðèìåñíûå êëàñòåðû, îáëàäàþùèå
âíóòðåííåé ñòðóêòóðîé, íàïðèìåð äâóõàòîìíàÿ
ïðèìåñíàÿ ìîëåêóëà â îäíîàòîìíîé öåïî÷êå. Ðàñ-
ñìîòðåíèå ïðîâåäåíî äëÿ áåñêîíå÷íîé è ïîëóáåñ-
êîíå÷íîé öåïî÷åê.

1. Äâóõàòîìíàÿ ïðèìåñíàÿ ìîëåêóëà
â îäíîàòîìíîé ëèíåéíîé öåïî÷êå,

íàõîäÿùåéñÿ â ïåðèîäè÷åñêîì âíåøíåì ïîëå

Ðàññìîòðèì íàõîäÿùóþñÿ â ïåðèîäè÷åñêîì
âíåøíåì ïîëå îäíîìåðíóþ îäíîàòîìíóþ ðåøåòêó
ñ äåôåêòîì, ïðåäñòàâëÿþùèì ñîáîé äâà ïðèìåñ-
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íûõ àòîìà ñ ìàññàìè m′, ïîñòîÿííàÿ ñâÿçè α′
ìåæäó êîòîðûìè îòëè÷àåòñÿ îò ïîñòîÿííîé ñâÿçè
α ìåæäó àòîìàìè ìàòðèöû, ìàññû êîòîðûõ îáî-
çíà÷èì ÷åðåç m (ðèñ. 1).

Èç ñèììåòðèè çàäà÷è î÷åâèäíî, ÷òî â äàííîì
ñëó÷àå ñóùåñòâóåò äâà òèïà íåçàâèñèìûõ êîëåáà-
íèé àòîìîâ öåïî÷êè, ê ïåðâîìó èç êîòîðûõ ïðè-
íàäëåæàò êîëåáàíèÿ èçîòîïîâ â ïðîòèâîôàçå, à êî
âòîðîìó — èõ ñèíôàçíûå êîëåáàíèÿ. Ñïåêòðàëü-
íûå õàðàêòåðèñòèêè ýòèõ äâóõ òèïîâ êîëåáàíèé â
äàëüíåéøåì áóäóò èìåòü èíäåêñ (−) ëèáî (+) ñîîò-
âåòñòâåííî. Â òåðìèíàõ ìåòîäà J-ìàòðèö ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî âñå ïðîñòðàíñòâî ñìåùåíèé àòîìîâ ðå-
øåòêè H ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé
ïîäïðîñòðàíñòâ H = H(−) + H(+), êàæäîå èç êîòî-
ðûõ ïîðîæäàåòñÿ (+)- èëè (−)-ñìåùåíèåì àòîìîâ
äåôåêòà.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè òàêîì ðàçäåëåíèè
(−)-êîëåáàíèÿ «÷óâñòâóþò» èñêàæåíèå êàê ñâÿçè,
òàê è ìàññû, â òî âðåìÿ êàê (+) — òîëüêî äåôåêò
ìàññû.

Äëÿ èäåàëüíîé öåïî÷êè, íàõîäÿùåéñÿ âî âíåø-
íåì ïîëå, äèíàìè÷åñêèé îïåðàòîð ñèñòåìû L ^ ,
îïðåäåëÿåìûé êàê

L ^ (n, n′) = 
α(n, n′)

√mn mn′
 ,

ãäå α(n, n′) — ñèëîâàÿ êîíñòàíòà, êîòîpàÿ îïèñû-
âàåò âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó àòîìàìè, íàõîäÿùè-
ìèñÿ â óçëàõ n è n′, à mn è mn′ — ìàññû ýòèõ
àòîìîâ, ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå

L ^ (n, n′) = 















λm + λ0
2  ,

− 
λm − λ0

4  ,

0 ,

   

|n − n′| = 0 ,

|n − n′| = 1 ,

|n − n′| > 1 ,

(1)

ãäå (λm − λ0)/4 = α/m; n, n′ = 0, ±1, ±2, ... Çäåñü
λ0 — êâàäðàò «àêòèâàöèîííîé ÷àñòîòû», îáóñëîâ-
ëåííoé âíåøíèì ïåðèîäè÷åñêèì ïîëåì; λm —
êâàäðàò ìàêñèìàëüíîé ÷àñòîòû êîëåáàíèé öå-
ïî÷êè. Òàêèì îáðàçîì, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ
îïåðàòîðà L ^  ïðèíàäëåæàò èíòåðâàëó [λ0 , λm],
áëàãîäàðÿ ÷åìó è ñíèìàåòñÿ ðàñõîäèìîñòü ñðåäíå-
êâàäðàòè÷íûõ ñìåùåíèé. Ïàðàìåòð λ0 ìîæåò âîç-
íèêàòü åñòåñòâåííûì îáðàçîì. Òàê, ïðè ðàññìîò-
ðåíèè ñêàëÿðíîé ìîäåëè ïðîñòîé êóáè÷åñêîé
ðåøåòêè ñ ó÷åòîì âçàèìîäåéñòâèÿ áëèæàéøèõ ñî-
ñåäåé λ0 = (2α/m)(2 − cos kx − cos ky), ãäå kx , ky
— êîìïîíåíòû äâóìåðíîãî âîëíîâîãî âåêòîðà â
ïëîñêîñòè (x, y).

Äàííûé äåôåêò ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî êîëåáà-
íèÿ ðåøåòêè îïèñûâàþòñÿ îïåðàòîðîì L ^  + Λ̂, ãäå
îïåðàòîð âîçìóùåíèÿ Λ̂ ðàâåí

Λ̂(n, n′) = 
η(λm − λ0) − 2ε(λm + λ0)

4(ε + 1)
 (δn,1 δn′,1 + δn,−1 δn′,−1) − 

λm − λ0

4  




η − ε
ε + 1




 (δn,1 δn′,−1 + δn,−1 δn′,1) −

− 
λm − λ0

4  


1

√ε + 1
 − 1



 (δn,1 δn′,2 + δn,2 δn′,1 + δn,−1 δn′,−2 + δn,−2 δn′,−1) , (2)

ãäå η ≡ (α′ − α)/α; ε ≡ (m′ − m)/m — áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû, îïèñûâàþùèå ëîêàëüíîå èçìåíåíèå
ñâÿçè è ìàññû. Òîãäà â ïîäïðîñòðàíñòâàõ H(+) è H(−) îïåðàòîð L ^  ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå J-ìàòðèö ñ
ýëåìåíòàìè

a0
(−)(η, ε) = 

(λm − λ0)(2η + 3) + 4λ0

4(ε + 1)
 ;  b0

(−)(η, ε) = 
λm − λ0

4√ε + 1
 ;

a0
(+)(ε) = 

λm + 3λ0

4(ε + 1)
 ;  b0

(+)(ε) = 
λm − λ0

4√ε + 1
 ; (3)

an>0
(−)  = an>0

(+)  = 
λm + λ0

2  ;  bn>0
(−)  = bn>0

(+)  = 
λm − λ0

4  ;

Ðèñ. 1. Ñõåìàòè÷åñêîå èçîápàæåíèå ìîäåëè äâóõàòîìíîé
ïpèìåñíîé ìîëåêóëû â îäíîàòîìíîé öåïî÷êå.
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ãäå an
(±) — äèàãîíàëüíûå, bn

(±) — íåäèàãîíàëüíûå
ýëåìåíòû J-ìàòðèöû îïåðàòîðîâ L ^ (±); n = 1, 2, ...
Ôóíêöèÿ Ãðèíà (ò.å. ïåðâûé äèàãîíàëüíûé ýëå-
ìåíò îïåðàòîðà G ^  = (λI  ^ − L ^ )−1, ãäå λ — êâàäðàò
÷àñòîòû) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå [3,4]

G00(λ) = 
Qn+1(λ) − bn Qn(λ)K∞(λ)

Pn+1(λ) − bn Pn(λ)K∞(λ)
 , (4)

ãäå K∞(λ) — íåïðåðûâíàÿ (öåïíàÿ) äðîáü, âñå
ýëåìåíòû êîòîðîé ðàâíû ñâîèì ïðåäåëüíûì çíà-
÷åíèÿì a ≡ an = (λm + λ0)/2; b ≡ bn = (λm − λ0)/4
(ñì. (3) ïðè n ≥ 1). Ôóíêöèÿ K∞(λ) ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà â âèäå

K∞(λ) = 
8

(λm − λ0)2
 ×

× 



λ − 

λm + λ0

2  + √|(λ − λ0)(λ − λm)|  



 . (5)

Pn(λ, η, ε) — ïîëèíîìû n-é ñòåïåíè ïî λ, âû÷èñ-
ëåííûå ïî ýëåìåíòàì J-ìàòðèöû îïåðàòîðà L ^

(âåëè÷èíàì an(η, ε) è bn(η, ε)) ñ ïîìîùüþ ðåêóð-
ðåíòíîé ôîðìóëû

bn(η, ε)Pn+1(λ, η, ε) =

= [λ − an(η, ε)]Pn(λ, η, ε) − bn−1(η, ε)Pn−1(λ, η, ε)

(6)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè P−1 = 0, P0 = 1. Ïîëèíî-
ìû Qn(λ) îïðåäåëÿþòñÿ òåì æå ñîîòíîøåíèåì (6)
ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ Q0 = 0, Q1 = 1/b0 .

Ïîýòîìó äëÿ öèêëè÷åñêèõ ïîäïðîñòðàíñòâ
H(−) è H(+) ñîîòâåòñòâåííî ïîëó÷èì

G 00
(−)(λ, λ0 , ε, η) = 

2(ε + 1)

R(−)(λ, λ0 , ε, η)
 [λ(2ε + 1) −

− (λm(1 + η) − λ0 η) + Z1(λ) √|(λ − λm)(λ − λ0)| ] ;

(7)

G 00
(+)(λ, λ0 , ε) = 

2(ε + 1)

R(+)(λ, λ0 , ε)
 ×

× [λ(2ε + 1) − λ0 + Z1(λ) √|(λ − λm)(λ − λ0)|  ] ,

(8)

ãäå

R(−)(λ, λ0 , ε, η) = 4ε(ε + 1)λ2 −

− λ{(λm − λ0)(2η + 1) + 4ε[λm(1 + η) − λ0 η]} +

+ (λm − λ0)[λm(1 + η)2 − η2λ0] ; (9)

R(+)(λ, λ0 , ε) = 4ε(ε + 1)λ2 +

+ λ [(λm − λ0) − 4ελ0] − λ0(λm − λ0) ; (10)

Z1(λ) = Θ(λ)(λ0 − λ) +

+ iΘ(λ − λ0) Θ(λm − λ) − Θ(λ − λm) (11)

(Θ(x) — ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà). Ñëå-
äîâàòåëüíî, ñïåêòðàëüíûå ïëîòíîñòè (−)- è (+)-êî-
ëåáàíèé, îïðåäåëåííûå â ïîëîñå [λ0 , λm] êàê
ρ(±)(λ, λ0 , η, ε) = 1⁄π Im G 00

(±)(λ, λ0 , η, ε), pàâíû

ρ(−)(λ, λ0 , ε, η) = 
2(ε + 1) √|(λ − λm)(λ − λ0)|

πR(−)(λ, λ0 , ε, η)
 ,

(12)

ρ(+)(λ, λ0 , ε) = 
2(ε + 1) √|(λ − λm)(λ − λ0)|

πR(+)(λ, λ0 , ε)
 .

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî âíåøíåå ïîëå íå
èçìåíÿåò êà÷åñòâåííî âèä ñïåêòðàëüíûõ ïëîòíîñ-
òåé â ïîëîñå ñïëîøíîãî ñïåêòðà: êàê è â ñëó÷àå,
êîãäà âíåøíåå ïîëå îòñóòñòâóåò (ò.å. λ0 = 0),
ρ(−)(λ, λ0 , 0, 0) îáðàùàåòñÿ â íóëü íà ëåâîì
(λ = λ0) è â áåñêîíå÷íîñòü íà ïðàâîì (λ = λm)
êðàÿõ ñïåêòðà, à ρ(+)(λ, λ0 , 0) ðàâíà íóëþ íà
ìàêñèìàëüíîé ÷àñòîòå ñïëîøíîãî ñïåêòðà λ = λm
è îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü ïðè λ = λ0 .

Òàêèì îáðàçîì, â îáëàñòü [0, λ0] äèñêðåòíûå
÷àñòîòû (+)-êîëåáàíèé äîëæíû îòùåïëÿòüñÿ áåç
ïîðîãà, â òî âðåìÿ êàê äëÿ ëîêàëèçàöèè â ýòîé
îáëàñòè (−)-êîëåáàíèé äîëæåí ñóùåñòâîâàòü
ïîðîã. Îòùåïëåíèå äèñêðåòíûõ ÷àñòîò îò âåðõíåé
ãðàíèöû ñïëîøíîãî ñïåêòðà λm äîëæíî ïðîèñõî-
äèòü ïîðîãîâûì îáðàçîì äëÿ (+)-êîëåáàíèé è áåç
ïîðîãà äëÿ (−)-êîëåáàíèé â òîì ÷àñòíîì ñëó÷àå,
êîãäà èìååòñÿ ëèáî ÷èñòî èçîòîïè÷åñêèé äåôåêò,
ëèáî òîëüêî èñêàæåíèå ñèëîâîé ïîñòîÿííîé ñâÿçè
ìåæäó äâóìÿ àòîìàìè.

Ïîëþñà ôóíêöèé Ãðèíà G 00
(−)(λ, λ0 , ε, η) è

G 00
(+)(λ, λ0 , ε), îïðåäåëÿþùèå êâàäðàòû äèñêðåò-

íûõ ÷àñòîò (+)- è (−)-êîëåáàíèé öåïî÷êè êàê
ôóíêöèè ïàðàìåòðîâ äåôåêòà, èìåþò âèä
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λg,l
(−) = 

1
8ε(ε + 1)

 


(λm − λ0)(2η + 1) + 4ε [λm(1 + η) − λ0 η] ±

 ± √(λm − λ0)2(2η + 1)2 − 8ε(λm − λ0)[λm(1 + η) + λ0 η] + 16ε2λm λ0   



 ; (13)

λg,l
(+) = 

1

8ε(ε + 1)
 



4ε λ0 − (λm − λ0) ±  √(λm − λ0)2 + 8ε λ0 [λm(2ε + 1) − λ0]  




 .   (14)

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ äèñêðåòíûõ ñîñòîÿíèé äëÿ (−)-êîëåáàíèé. Èíòåíñèâíîñòü
äèñêðåòíîãî ñîñòîÿíèÿ åñòü âû÷åò ôóíêöèè G00(λ) â ñîîòâåòñòâóþùåì ïîëþñå [3,5]. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ
(−)-êîëåáàíèé ïîëó÷àåì

µg
(−) = 

4(ε + 1){λg(2ε + 1) − [λm(1 + η) − λ0 η]}Θ(ε − (λm − λ0)(1 + η)/2λ0)

√(λm − λ0)2(2η + 1)2 − 8ε(λm − λ0)[λm(1 + η) + λ0 η] + 16ε2λm λ0

 ;

(15)

µl
(−) = 

−4(ε + 1)[ λl (2ε + 1) − (λm(1 + η) − λ0 η)] Θ((λm − λ0)η/(2λm) − ε)

√(λm − λ0)2(2η + 1)2 − 8ε(λm − λ0)[λm(1 + η) + λ0 η] + 16ε2λm λ0

 .

Èç âûðàæåíèé äëÿ λg,l
(−) è µg,l

(−) íåòðóäíî âèäåòü,
÷òî êîëåáàíèÿ àòîìîâ äåôåêòa â ïðîòèâîôàçå
äàþò îáðàçîâàíèå äèñêðåòíûõ êîëåáàíèé êàê â
îáëàñòè «ùåëè» (0, λ0) (ñ êâàäðàòîì «ùåëåâîé»
÷àñòîòû λg

(−) (çíàê «+» ïåðåä ðàäèêàëîì) è èíòåí-
ñèâíîñòüþ µg

(−)), òàê è â îáëàñòè (λm , ∞) (ñ êâàä-
ðàòîì ëîêàëüíîé ÷àñòîòû λl

(−) (çíàê «−» ïåðåä
ðàäèêàëîì) è èíòåíñèâíîñòüþ µl

(−)). Äëÿ îòùåïëå-
íèÿ ùåëåâîãî êîëåáàíèÿ ìàññà èçîòîïîâ äîëæíà
ïðåâûñèòü ïîðîãîâîå çíà÷åíèå, îïðåäåëÿåìîå ñî-
îòíîøåíèåì

ε ≥ εg ≡ 
λm − λ0

2λ0
 (1 + η) . (16)

Ðàâåíñòâî â (16) ñîîòâåòñòâóåò «ãðàíè÷íîìó»
ñëó÷àþ λ = λ0 , ÷òî îçíà÷àåò ïîÿâëåíèå êîð-
íåâîé îñîáåííîñòè ó ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè
ρ(−)(λ → λ0) ~ 1/√|λ − λ0|  → ∞. Îòìåòèì, ÷òî ýòîò
ïîðîã ïîëîæèòåëåí äëÿ âñåõ çíà÷åíèé η çà èñê-
ëþ÷åíèåì η = −1 (ðàçðûâ ñâÿçè ìåæäó äâóìÿ
èçîòîïàìè). Ñ ðîñòîì ε èíòåíñèâíîñòü ùåëåâîãî
êîëåáàíèÿ óâåëè÷èâàåòñÿ îò íóëÿ ïðè ε = εg
(λg

(−)(εg) = λ0) äî åäèíèöû â ïðåäåëå ε → +∞:

lim
ε → +∞

  λg
(−) = 0 ,  lim

ε → +∞
  µg

(−) = 1 .

Îòùåïëåíèå ëîêàëüíîãî êîëåáàíèÿ ïðîèñõîäèò
â òîì ñëó÷àå, êîãäà äëÿ ìàññû èçîòîïîâ è ñâÿçè
ìåæäó íèìè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

ε ≤ εl ≡ 
λm − λ0

2λm

 η . (17)

Âèäíî, ÷òî â ïðèñóòñòâèè òîëüêî îäíîãî òèïà
äåôåêòà (ò.å. ïðè ε = 0 ëèáî η = 0) îáðàçîâàíèå
ëîêàëüíîãî êîëåáàíèÿ ïðîèñõîäèò áåç ïîðîãà.
Êàê è ùåëåâîå, ëîêàëüíîå êîëåáàíèå âîçíèêàåò ñ
íóëåâîé èíòåíñèâíîñòüþ:

µl
(−)(εl) = 0 ;  λl

(−)(εl) = λm ,

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïîÿâëåíèþ îñîáåííîñòè
ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ρ(−)(λ → λm) ~
 ~ 1/√|λ − λm| → ∞. Äëÿ ïðåäåëüíî ëåãêèõ èçîòî-
ïîâ (ε → −1) èìååì

lim
ε → −1

  λl
(−) = ∞ ,  lim

ε → −1
  µl

(−) = 1 .

Ýâîëþöèÿ ñïåêòðàëüíûõ ïëîòíîñòåé
ρ(−)(λ, λ0 , η, ε) ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 2 (êðèâûå
6–10). Äèñêðåòíûå (+)-êîëåáàíèÿ öåïî÷êè, êàê
áûëî îòìå÷åíî âûøå, îòùåïëÿþòñÿ áåç ïîðîãà îò
íèæíåé ãðàíèöû ïîëîñû íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà, â
òî âðåìÿ êàê äëÿ èõ îòùåïëåíèÿ îò âåðõíåé ãðà-
íèöû ñïåêòðà ñóùåñòâóåò ïîðîã. Êâàäðàòû ÷àñòîò
äèñêðåòíûõ (+)-êîëåáàíèé îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæå-
íèåì (14), ãäå «ùåëåâîìó» êîëåáàíèþ ñîîòâåòñò-
âóåò èíäåêñ g è çíàê «+» ïåðåä êîðíåì, ëîêàëüíî-
ìó êîëåáàíèþ — èíäåêñ l è çíàê «−».

×àñòîòà ùåëåâîãî êîëåáàíèÿ λg
(+) ñîâïàäàåò ñ

íèæíåé ãðàíèöåé ïîëîñû ñïëîøíîãî ñïåêòðà ïðè
m′ → m (ε → +0) è ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè óâåëè-
÷åíèè ìàññû èçîòîïîâ (ε → +∞). Èíòåíñèâíîñòü
ýòîãî äèñêðåòíîãî êîëåáàíèÿ µg

(+) ðàñòåò îò íóëÿ
ïðè ε → +0 äî åäèíèöû ïðè ε → +∞ è îïèñûâàåò-
ñÿ âûðàæåíèåì

Âëèÿíèå ëîêàëüíûõ äåôåêòîâ íà êîëåáàòåëüíûå õàðàêòåðèñòèêè îäíîìåðíûõ ñòðóêòóð
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µg
(+) = 

4(ε + 1)[λg(2ε + 1) − λ0]

√(λm − λ0)2 + 8ελ0 [λm(2ε + 1) − λ0]
 Θ(ε) .

(18)

×àñòîòà ëîêàëüíîãî êîëåáàíèÿ ñîâïàäàåò ñ
âåðõíåé ãðàíèöåé ïîëîñû ñïëîøíîãî ñïåêòðà ïðè
ïîðîãîâîì çíà÷åíèè ìàññû èçîòîïîâ, ÷òî ñîîòâåò-
ñòâóåò εl = −(λm − λ0)/2λm , è ñòðåìèòñÿ ê áåñ-
êîíå÷íîñòè â ñëó÷àå, êîãäà ìàññà èçîòîïîâ ïðå-
äåëüíî ìàëà, ò.å. ïðè ε → −1. Èíòåíñèâíîñòü
ëîêàëüíîãî êîëåáàíèÿ èìååò âèä

µl
(+) = − 

4(ε + 1)[λl(2ε + 1) − λ0]

√(λm − λ0)2 + 8ελ0 [λm(2ε + 1) − λ0]
 ×

× Θ 







λm − λ0

2λm

 + ε







(19)

è ðàñòåò îò íóëÿ ïðè ïîðîãîâîì çíà÷åíèè ìàññû
èçîòîïîâ (µl

(+)(εl) = 0) äî åäèíèöû â ñëó÷àå, êîãäà
èõ ìàññà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ 

lim
ε → −1

  µl
(+) = 1 . 

Ýâîëþöèÿ ñïåêòðàëüíûõ ïëîòíîñòåé ρ(+)(λ, λ0 , ε)
ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ.  2 (êðèâûå 1–5).

Îòìåòèì, ÷òî ïðåäñòàâëåííûå ðåçóëüòàòû â
ñëó÷àå ε = 0, λ0 = 0, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ìîäåëè
îäíîàòîìíîé öåïî÷êè ñ èçìåíåííîé ïîñòîÿííîé
ñâÿçè ìåæäó îäíîé ïðîèçâîëüíîé ïàðîé àòîìîâ
áåç ó÷åòà âëèÿíèÿ âíåøíåãî ïîëÿ, ïåðåõîäÿò â
ðåçóëüòàòû, ïðèâåäåííûå â ðàáîòå [5].

Ñëó÷àé η = −1 ïðè λ0 > 0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ìîäåëü ïîëóáåñêîíå÷íîé îäíîàòîìíîé öåïî÷êè,
íàõîäÿùåéñÿ âî âíåøíåì ïîëå, ñ èçîòîïè÷åñêîé
ïðèìåñüþ íà êîíöå. Î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå
ïîäïðîñòðàíñòâà H(+) è H(−) ñîâïàäàþò êàê äðóã ñ
äðóãîì, òàê è ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì ñìåùåíèé
àòîìîâ öåïî÷êè. Ïîñêîëüêó ñïåêòðàëüíûå õàðàê-
òåðèñòèêè â ïîäïðîñòðàíñòâå H(+) íå çàâèñÿò îò
ïàðàìåòðà ñâÿçè η, êîëåáàíèÿ äàííîé ïîëóáåñ-
êîíå÷íîé öåïî÷êè ñ èçîòîïè÷åñêîé ïðèìåñüþ
áóäóò îïèñûâàòüñÿ âûðàæåíèÿìè, ïîëó÷åííûìè
äëÿ (+)-êîëåáàíèé áåñêîíå÷íîé öåïî÷êè ñ óæå ðàñ-
ñìîòðåííûì äåôåêòîì.

Â çàêëþ÷åíèå ðàçäåëà èçëîæèì ðåçóëüòàòû
áîëåå îáùåãî õàðàêòåðà, ïîëó÷åííûå äëÿ ñèñòåì,
íàõîäÿùèõñÿ â ïåðèîäè÷åñêîì âíåøíåì ïîëå è
ñîäåðæàùèõ ÷èñòî èçîòîïè÷åñêèå äåôåêòû. Ïóñòü
â áåñêîíå÷íîé ñèììåòðè÷íîé öåïî÷êå àòîìîâ ìàñ-
ñîé m èìååòñÿ äâå ïðèìåñè çàìåùåíèÿ îäèíàêîâîé
ìàññû m′, ðàçäåëåííûå íåêîòîðîé «ïðîñëîéêîé»

Ðèñ. 2. Ñïåêòðàëüíûå ïëîòíîñòè â ïîäïðîñòðàíñòâàõ H(+)

(1–5) è H(−) (6–10), ïîðîæäåííûõ ñîîòâåòñòâåííî ñèíôàç-
íûìè è ïðîòèâîôàçíûìè ñìåùåíèÿìè äâóõàòîìíîé ïðèìåñ-
íîé ìîëåêóëû â íàõîäÿùåéñÿ âî âíåøíåì ïåðèîäè÷åñêîì
ïîëå îäíîàòîìíîé ëèíåéíîé öåïî÷êè: 1, 6 — íàëè÷èå â ñèñ-
òåìå ëîêàëüíîãî êîëåáàíèÿ ∫λ

0

λ
m ρ(±)(λ) dλ = 1 − µl

(±); 2, 7 —
ïîðîãîâûå çíà÷åíèÿ äëÿ îáðàçîâàíèÿ ëîêàëüíûõ êîëåáàíèé
(êîðíåâàÿ îñîáåííîñòü ïðè λ = λm); 3, 8 — ñïåêòðàëüíûå
ïëîòíîñòè ρ(±)(λ) èäåàëüíîé ëèíåéíîé öåïî÷êè (êîðíåâàÿ
îñîáåííîñòü ïðè λ = λ0 ó ρ(+)(λ) è ïpè λ = λm ó ρ(−)(λ); 4, 9
— ïîðîãîâûå çíà÷åíèÿ äëÿ îáðàçîâàíèÿ ùåëåâûõ êîëåáà-
íèé (êîðíåâàÿ îñîáåííîñòü ïðè λ = λ0); 5, 10 — íàëè÷èå â
ñèñòåìå ùåëåâîãî êîëåáàíèÿ ∫λ

0

λ
m ρ(±)(λ) dλ = 1 − µg

(±).

à

á
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èç k àòîìîâ ìàòðèöû. Â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà
àòîìîâ â ýòîé «ïðîñëîéêå» äîëæíî èçìåíÿòüñÿ
ïîðîãîâîå çíà÷åíèå ìàññû èçîòîïîâ, íåîáõîäèìîå
äëÿ âîçíèêíîâåíèÿ äèñêðåòíûõ ñîñòîÿíèé íà ÷àñ-
òîòàõ êàê âûøå, òàê è íèæå ïîëîñû íåïðåðûâíîãî
ñïåêòðà. ßñíî, ÷òî ñëó÷àé k = 0 äîëæåí ñîîòâåòñò-
âîâàòü ðåçóëüòàòàì ïðåäûäóùåé çàäà÷è î ñïåêò-
ðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèêàõ äâóõàòîìíîé ïðèìåñ-
íîé ìîëåêóëû â îäíîàòîìíîé öåïî÷êå ïðè η ≡ 0,
êîãäà ïîñòîÿííàÿ ñâÿçè ìåæäó ïðèìåñÿìè ðàâíà
ïîñòîÿííîé ñâÿçè ìåæäó àòîìàìè ìàòðèöû.

Èç (4)–(6) ñëåäóåò, ÷òî ïîðîãîâûå çíà÷åíèÿ ε,
ïðèâîäÿùèå ê îòùåïëåíèþ äèñêðåòíûõ êîëåáà-
íèé îò ãðàíèö ñïëîøíîãî ñïåêòðà, åñòü ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ

R(λ, ε) ≡ Pn+1(λb , ε) − bn Pn(λb , ε)K∞(λb) = 0 ,

(20)

ãäå ÷åðåç λb îáîçíà÷åíà îäíà èç ãðàíèö: [λ0 , λm].
Â èäåàëüíîé áåñêîíå÷íîé öåïî÷êå àòîìîâ

öåíòð ñèììåòðèè ñèñòåìû ìîæåò áûòü ïîìåùåí
ëèáî â òî÷êó ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ êàêîãî-ëèáî
àòîìà, ëèáî â òî÷êó, íàõîäÿùóþñÿ ïîñåpåäèíå
ìåæàòîìíîãî ðàññòîÿíèÿ. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïðî-
ñòðàíñòâî ñìåùåíèé àòîìîâ ðåøåòêè H ìîæåò
áûòü ðàçáèòî íà äâà âçàèìíî îðòîãîíàëüíûõ ïîä-
ïðîñòðàíñòâà, ïðÿìàÿ ñóììà êîòîðûõ äàåò âñå
ïðîñòðàíñòâî ñìåùåíèé. Ïåðâîìó âàðèàíòó âûáî-
ðà ñîîòâåòñòâóåò ïðÿìàÿ ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ
H(0), ïîðîæäåííîãî ñìåùåíèåì àòîìà, íàõîäÿùå-
ãîñÿ â öåíòðå ñèììåòðèè, è äàëåå ñèíôàçíûìè
ñìåùåíèÿìè åãî áëèæàéøèõ ñîñåäåé, è H(±), ïî-
ðîæäåííîãî ïðîòèâîôàçíûìè ñìåùåíèÿìè áëè-
æàéøèõ ñîñåäåé àòîìà — öåíòðà ñèììåòðèè. Óæå
ðàññìîòðåííîìó â äàííîé ðàáîòå âòîðîìó âàðèàí-
òó âûáîðà ïîëîæåíèÿ öåíòðà ñèììåòðèè ñîîòâåò-
ñòâóåò ïðÿìàÿ ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ H(+) è H(−).
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âî âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ ïîä-
ïðîñòðàíñòâàõ ïîëèíîìû Pn(λ) íà êðàÿõ ïîëîñû
íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà λb èìåþò ïðîñòóþ çàâèñè-
ìîñòü îò íîìåðà n:

Pn
(0)(λ0) = (−1)n √2 ,  Pn

(0)(λm) = √2 ;

Pn
(±1)(λ0) = (−1)n(n + 1) ,  Pn

(±1)(λm) = (n + 1) ;

(21)
Pn

(+)(λ0) = (−1)n ,  Pn
(+)(λm) = 2n + 1 ;

Pn
(−)(λ0) = (−1)n(2n + 1) ,  Pn

(−)(λm) = 1 .

Íàëè÷èå ïðèìåñåé èçìåíÿåò çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñò-
âóþùèõ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ an , bn (n ≥ 1) äè-
íàìè÷åñêîãî îïåðàòîðà:

an = 
a

ε + 1
 ,  bn−1 = bn = 

b

√ε + 1
 , (22)

ãäå n = (k − 1)/2, åñëè ÷èñëî àòîìîâ k ìåæäó
èçîòîïàìè íå÷åòíîå, n = k/2, åñëè k — ÷åòíîå.
Èñõîäÿ èç ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé (6) äëÿ
ïîëèíîìîâ Pn(λ) è âèäà ìàòðèöû îïåðàòîðà L äëÿ
ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû, ñîäåðæàùåé äâå èçîòî-
ïè÷åñêèå ïðèìåñè íà ðàññòîÿíèè k àòîìîâ äðóã îò
äðóãà, ïîëó÷àåì çàâèñèìîñòü ôóíêöèé Pn(λ, ε) îò
ïàðàìåòðà ìàññû ïðèìåñè:

Pn−1(λ, ε) = Pn−1(λ) ,

Pn(λ, ε) = √ε + 1  Pn(λ) , (23)

Pn+1(λ, ε) = 
λε
b  Pn(λ) + Pn+1(λ) .

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèñóòñòâèå äàííîãî äåôåêòà
ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ â çíàìåíàòåëå ôóíêöèè
Ãðèíà (4) äîïîëíèòåëüíîãî ñëàãàåìîãî

R(λ, ε) = λε
b  Pn(λ) + R(λ) , (24)

ãäå R(λ) ≡ R(λ, 0). Íà ãðàíèöàõ ïîëîñû íåïðå-
ðûâíîãî ñïåêòðà R(λ) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

R(λ) = 
1
2 [Pn−1(λb) − Pn+1(λb)] , (25)

÷òî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïîðîãîâîå çíà÷åíèå ïàðà-
ìåòðà ìàññû äåôåêòà êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(20):

εb = 
b

λb

 
[Pn−1(λb) − Pn+1(λb)]

2Pn(λb)
 . (26)

Îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò äàåò ïîäñòàíîâêà â
(26) ïîëèíîìîâ Pn(λb) (21), îòâå÷àþùèõ îïðåäå-
ëåííîìó ((+) èëè (−)) òèïó íåçàâèñèìûõ êîëåáà-
íèé öåïî÷êè, ò.å. îïðåäåëåííîìó ïîäïðîñòðàíñò-
âó, ãäå (+)-êîëåáàíèÿ îïèñûâàþòñÿ H(0) äëÿ
íå÷åòíûõ k, H(+) — äëÿ ÷åòíûõ, à (−)-êîëåáàíèÿì
ñîîòâåòñòâóþò H(±1) ïðè íå÷åòíûõ k è H(−) — ïðè
÷åòíûõ.

Òàêèì îáðàçîì, â ìîäåëè öåïî÷êè, ñîäåðæàùåé
äâå èçîòîïè÷åñêèå ïðèìåñè îäèíàêîâîé ìàññû íà
ðàññòîÿíèè k àòîìîâ äðóã îò äðóãà, êðèòè÷åñêèé
äåôåêò ìàññû äëÿ îáðàçîâàíèÿ ëîêàëüíîãî äèñ-
êðåòíîãî ñîñòîÿíèÿ, ïîðîæäåííîãî ñèíôàçíûìè
ñìåùåíèÿìè èçîòîïîâ (äèñêðåòíûå (+)-êîëåáà-
íèÿ), ðàâåí

εl
(+) = − 

1
2(k + 1)

 
λm − λ0

λm
 < 0 . (27)
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Ïðè ýòîì êâàäpàò ÷àñòîòû, ñîîòâåòñòâóþùèé «ùå-
ëåâîìó» (+)-êîëåáàíèþ, îòùåïëÿåòñÿ â îáëàñòü
[0, λ0] áåç ïîðîãà.

Äëÿ (−)-êîëåáàíèé «ùåëåâîå» äèñêðåòíîå ñî-
ñòîÿíèå îáðàçóåòñÿ ïîðîãîâûì îáðàçîì, â òî
âðåìÿ êàê îòùåïëåíèå ëîêàëüíîãî ïðîèñõîäèò
ïðè ε < 0, ò.å. áåç ïîðîãà. Îòâå÷àþùåå «ùåëåâî-
ìó» êîëåáàíèþ ïîðîãîâîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà
ìàññû äåôåêòà ðàâíî

εg
(−) = 

1

2(k + 1)
 
λm − λ0

λ0

 > 0 . (28)

Åñòåñòâåííî, ÷òî ïðè k → ∞ ïîðîãîâûå çíà÷å-
íèÿ εl

(+) → εl
(−) ≡ −0 è εg

(−) → εg(+) ≡ +0, à êâàäðàòû
äèñêðåòíûõ ÷àñòîò λd

(+) → λd
(−).

2. Àäñîðáèðîâàííàÿ îäíîàòîìíàÿ öåïî÷êà â
ïåðèîäè÷åñêîì âíåøíåì ïîëå

Ðàññìîòðèì ìîäåëü àäñîðáèðîâàííîé îäíî-
àòîìíîé öåïî÷êè àòîìîâ ñ ó÷åòîì âëèÿíèÿ ïåðèî-
äè÷åñêîãî âíåøíåãî ïîëÿ. Êðàéíèé àòîì öåïî÷êè
ñâÿçàí ñ íåêîòîðîé «ñòåíêîé» (ìàññó êîòîðîé ñ÷è-
òàåì áåñêîíå÷íîé). Ñèëîâóþ ïîñòîÿííóþ, õàðàê-
òåðèçóþùóþ ýòó ñâÿçü, îáîçíà÷èì ÷åðåç α′
(ðèñ. 3). Êàê è â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, îáîçíà÷èì
η ≡ (α′ − α)/α. Îïåðàòîð âîçìóùåíèÿ Λ̂af(n, n′)
äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû ðàâåí

Λ̂af(n, n′) = 
η(λm − λ0)

4  δn,0 δn′,0 −

− L ^ (n, n′) Θ(−n) Θ(−n′) , (29)

ãäå L ^ (n, n′) îïðåäåëÿåòñÿ (1).
Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû an , bn äèíàìè÷åñêîãî

îïåðàòîðà L ^  + Λ̂af ñîâïàäàþò ñ àíàëîãè÷íûìè
ýëåìåíòàìè èç (3) ïðè n ≥ 1, ÷òî åñòåñòâåííî,
ïîñêîëüêó äàííûå ýëåìåíòû îïèñûâàþò âçàèìî-
äåéñòâèå ìåæäó àòîìàìè öåïî÷êè, óäàëåííûìè îò
äåôåêòà íà ðàññòîÿíèÿ, ïðåâûøàþùèå ìåæàòîì-
íîå. Ýëåìåíòû a0 , b0 , îïðåäåëÿþùèå èçìåíåíèÿ,
âîçíèêàþùèå â ñïåêòðå öåïî÷êè èç-çà ðàçðûâà è
ñîçäàíèÿ äîïîëíèòåëüíîé ñâÿçè, ðàâíû

a0
af = 

λm − λ0

4  (η + 2) + λ0 ,  b0
af = 

λm − λ0

4  .

(30)

Ôóíêöèÿ Ãðèíà äàííîé ìîäåëè èìååò âèä

G 00
af(λ, λ0 , η) = 

2

η(λm − λ0)(λl
af − λ)

 ×

× 



λ − 

λm(η+ 1) − λ0(η− 1)
2  + Z1(λ)√|(λ− λm)(λ− λ0)|




,

(31)

ãäå

λl
af = 

λm(η + 1)2 − λ0(η − 1)2

4η
 . (32)

Cîîòâåòñòâóþùàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü îï-
ðåäåëåíà â ïîëîñå ñïëîøíîãî ñïåêòðà [λ0 , λm]
êàê ρaf(λ, λ0 , η) = 1⁄π Im G 00

af(λ, λ0 , η) è ðàâíà

ρaf(λ, λ0 , η) = 
2 √(λm − λ)(λ − λ0)
πη(λm − λ0)(λl

af − λ)
 . (33)

Ýâîëþöèÿ ýòèõ ñïåêòðàëüíûõ ïëîòíîñòåé ñ ðîñ-
òîì ïàðàìåòðà η ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 4. Íåòðóä-
íî âèäåòü, ÷òî (33) îáðàùàåòñÿ â íóëü íà îáåèõ
ãðàíèöàõ íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà. Òàêîå ïîâåäåíèå
ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè õàðàêòåðíî äëÿ îäíîìåð-
íûõ ñèñòåì, â êîòîðûõ èìååòñÿ äåôåêò «ïîâåðõ-
íîñòü ïëþñ äîïîëíèòåëüíàÿ ñâÿçü» è êîòîðûå

Ðèñ. 3. Ñõåìàòè÷åñêîå èçîápàæåíèå ìîäåëè îäíîàòîìíîé
öåïî÷êè, àäñîpáèpîâàííîé íà ïîâåpõíîñòè íåïîäâèæíîãî
òâåpäîãî òåëà.

Ðèñ. 4. Ñïåêòðàëüíûå ïëîòíîñòè êîíöåâîãî àòîìà àäñîðáè-
ðîâàííîé ïîëóîãðàíè÷åííîé ëèíåéíîé öåïî÷êè: 1 — ñâî-
áîäíûé êîíåö (êîðíåâàÿ îñîáåííîñòü ïðè λ = λ0); 2 — ïî-
ðîãîâîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ñâÿçè äëÿ îáðàçîâàíèÿ ëîêàëü-
íîãî êîëåáàíèÿ (êîðíåâûå îñîáåííîñòè íà îáåèõ ãðàíèöàõ
ïîëîñû íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà); 3 — íàëè÷èå â ñèñòåìå ëî-
êàëüíîãî êîëåáàíèÿ.

Ì. À. Ìàìàëóé, Å. Ñ. Ñûðêèí, Ñ. Á. Ôåîäîñüåâ
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ìîæíî óñëîâíî íàçâàòü àäñîðáèðîâàííûìè öåïî÷-
êàìè. Ïîëþñ Ãðèíà (31) λl

af åñòü êâàäðàò ëîêàëü-
íîé ÷àñòîòû, êîòîðàÿ îòùåïëÿåòñÿ â îáëàñòü
(λm , +∞) ïðè η ≥ 1 ñ èíòåíñèâíîñòüþ

µl
af = 

η2 − 1

η2  Θ(η − 1) . (34)

Îòìåòèì, ÷òî çíà÷åíèÿ ëîêàëüíîé ÷àñòîòû λl
af

(32) ìîãóò ïîïàäàòü è â èíòåðâàë [0, λ0], íî ïðè
ýòîì èíòåíñèâíîñòü òîæäåñòâåííî îáðàùàåòñÿ â
íóëü. Òàêèì îáðàçîì, êàê áû íè áûëà ìàëà ïîñòî-
ÿííàÿ ñâÿçè α′ öåïî÷êè ñ íåêîòîðîé àäñîðáèðóþ-
ùåé ïîâåðõíîñòüþ, ýòî íå ïðèâåäåò ê îòùåïëåíèþ
äèñêðåòíîãî êîëåáàíèÿ îò íèæíåé ãðàíèöû ïîëî-
ñû ñïëîøíîãî ñïåêòðà. Â òî æå âðåìÿ ñ îñëàáëå-
íèåì ñâÿçè α′ ïðîèñõîäèò «ïåðåêà÷êà» ôîíîíîâ â
îáëàñòü êâàäðàòîâ ÷àñòîò âáëèçè äíà àêóñòè÷åñ-
êîé çîíû, ïðè÷åì â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå íåâîçìó-
ùåííîé ïîëóáåñêîíå÷íîé öåïî÷êè ñïåêòðàëüíàÿ
ïëîòíîñòü êîëåáàíèé ìîäåëè ïðèîáðåòàåò êîðíå-
âóþ îñîáåííîñòü [6].

3. Àäñîðáèðîâàííàÿ öåïî÷êà ñ äâóõàòîìíîé
ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêîé

Ðàññìîòðèì ïîëóáåñêîíå÷íóþ öåïî÷êó ñ äâóõ-
àòîìíîé ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêîé, àäñîðáèðîâàííóþ
íà ïîâåðõíîñòè òâåðäîãî òåëà ïîñðåäñòâîì ñâîåãî
êðàéíåãî àòîìà. Ìàññû àòîìîâ pàâíû m1 è m2 .
Êðàéíèé àòîì öåïî÷êè (ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñ-
òè åãî ìàññà ðàâíà m1), êàê è â ïðåäûäóùåì
ðàçäåëå, ñâÿçàí ñ íåêîòîðîé «ñòåíêîé», è õà-
ðàêòåðèçóþùàÿ ýòó ñâÿçü ñèëîâàÿ êîícòàíòà —
α′ ≡ α(1 + η) (ðèñ. 5).

Îïåðàòîð âîçìóùåíèÿ (îïðåäåëåííûé àíàëî-
ãè÷íî îïåðàòîðó (29) ïðåäûäóùåé çàäà÷è) â ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé ñèñòåìå èìååò âèä

Λ̂(n, n′) = − L ^ (n, n′) Θ(−n) Θ(−n′) −

− 
λ1 − λ∗

2  δn,0 δn′,0 , (35)

ãäå L ^ (n, n′) — äèíàìè÷åñêèé îïåðàòîð, îïèñû-
âàþùèé êîëåáàíèÿ èäåàëüíîé áåñêîíå÷íîé äâóõ-
àòîìíîé öåïî÷êè [1]; λ∗ = 2α′/m1 ; λi = 2α/mi ,
i = 1, 2. Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû J-ìàòðèöû îïåðà-
òîðà L ^  + Λ̂ äàííîé ñèñòåìû ðàâíû

a0 = 
λ1 + λ∗

2  ;  a2(n+1) = λ1 ;  a2n+1 = λ2 ;   

(36)

bn = 
√λ1 λ2

2  ;  n = 0, 1, 2, ...

è ôóíêöèÿ Ãðèíà èìååò âèä

G00(λ, λ∗) = 
2

R(λ, λ∗)
 

(λ − λ∗)(λ − λ2) +

 + Z2(λ) √|λ(λ − λ1)(λ − λ2)(λ − λ1 − λ2)|  

 ,   (37)

ãäå

Z2(λ) = i [Θ(λ) Θ(λ1− λ) + Θ(λ− λ2) Θ(λ1+ λ2− λ)] +

+ Θ(λ − λ1) Θ(λ2 − λ) − Θ(λ − λ1 − λ2) ;

R(λ, λ∗) = 2λ2(λ1 − λ∗) −

− λ[(λ1 + λ∗)(λ1 − λ∗) − λ2(2λ∗ − λ1)] − λ2 λ∗
2 .

Èç (37) ñëåäóåò, ÷òî íåïðåðûâíûé ñïåêòð êîëåáà-
íèé ñèñòåìû ñîñòîèò èç äâóõ ïîëîñ ðàâíîé øèðè-
íû: [0, {λ1 , λ2}min] è [{λ1 , λ2}max , λm = λ1 + λ2],
ðàçäåëåííûõ ùåëüþ ∆ = |λ1 − λ2|.

Òàêèì îáðàçîì, âèäíî, ÷òî cïåêòðàëüíàÿ ïëîò-
íîñòü êîëåáàíèé äâóõàòîìíîé àäñîðáèðîâàííîé
öåïî÷êè îáðàùàåòñÿ â íóëü íà êàæäîé èç ãðàíèö
íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà. Ïðè ýòîì cïåêòðàëüíàÿ
ïëîòíîñòü â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå ñâîáîäíîé (íåñâÿ-
çàííîé, íåâîçìóùåííîé) ïîëóáåñêîíå÷íîé öåïî÷-
êè (λ∗ ≡ 0) ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè λ = 0
ïðîïîðöèîíàëüíî 1/√λ  (÷òî îáóñëîâëèâàåò ðàñ-
õîäèìîñòü ñðåäíåêâàäðàòè÷íûõ ñìåùåíèé â òàêîé
ñèñòåìå). Ðàññìàòðèâàåìîå âîçìóùåíèå ïðè
λ∗ > 0 ëèêâèäèðóåò ýòó îñîáåííîñòü.

Ôóíêöèÿ R(λ, λ∗) èìååò ñëåäóþùèå êîðíè
λg,l :

λg,l = 
1

4(λ1 − λ∗)
 

(λ1 + λ∗)(λ1 − λ∗) − λ2(2λ∗ − λ1) ±

 ± √[(λ1 + λ∗)(λ1 − λ∗) + λ2(2λ∗ − λ1)]2 + 2λ1 λ2(λ1 − λ∗)2   , (38)

Ðèñ. 5. Ñõåìàòè÷åñêîå èçîápàæåíèå ìîäåëè äâóõàòîìíîé
öåïî÷êè, àäñîpáèpîâàííîé íà ïîâåpõíîñòè íåïîäâèæíîãî
òâåpäîãî òåëà.
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êîòîðûå îïðåäåëÿþò ïîëþñà ôóêöèè Ãðèíà
(37) — çíà÷åíèÿ êâàäðàòîâ ÷àñòîò ùåëåâîãî è
ëîêàëüíîãî êîëåáàíèé (ñîîòâåòñòâåííî çíàêè «+»
è «−» ïåðåä ðàäèêàëîì). Ïðîöåññ îòùåïëåíèÿ
äèñêðåòíûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé â ñëó÷àå λ∗ > 0 íå
îòëè÷àåòñÿ ïðèíöèïèàëüíî îò òåõ ñèñòåì, ãäå
ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü íà îäíîé èç ãðàíèö
ñïëîøíîãî ñïåêòðà îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü, è
ïðîèñõîäèò òàê æå, êàê è îòùåïëåíèå äèñêðåòíîé
÷àñòîòû îò òîãî êðàÿ ñïåêòðà, íà êîòîðîì ïëîò-
íîñòü êîëåáàíèé ðàâíà íóëþ. Íåòðóäíî ïîêàçàòü,
÷òî ïðè λ∗ → λ1 ïîëþñ (37) λg ñòðåìèòñÿ ê îäíîé
èç ãðàíèö ùåëè λ1 :

lim
λ∗ → λ

1
 ±0

    λg = λ1 .

Àíàëîãè÷íî, ïðè λ∗ = λmax äðóãîé êîðåíü çíà-
ìåíàòåëÿ ôóíêöèè Ãðèíà λl ñîâïàäàåò ñ êâàäðàòîì
ìàêñèìàëüíîé ÷àñòîòû ñïåêòðà. Âèäíî, ÷òî ïðè

îïðåäåëåííîì íåíóëåâîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà
ñâÿçè λ∗ ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ïðèîáðåòàåò êîð-
íåâóþ îñîáåííîñòü íà òîé ãðàíèöå ñïëîøíîãî
ñïåêòðà, îò êîòîðîé îòùåïëÿåòñÿ äèñêðåòíàÿ ÷àñ-
òîòà. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îáðàçîâàíèÿ êàê ùå-
ëåâîãî, òàê è ëîêàëüíîãî ñîñòîÿíèé â äàííîé
ñèñòåìå ñóùåñòâóåò ïîðîã, ÷òî è ñëåäîâàëî ïðåä-
ïîëàãàòü èñõîäÿ èç âèäà ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè
êîëåáàíèé íåñâÿçàííîé ïîëóáåñêîíå÷íîé öå-
ïî÷êè.

ßñíî, ÷òî êðàéíèé àòîì öåïî÷êè ìîæåò ïðè-
íàäëåæàòü êàê ëåãêîé, òàê è òÿæåëîé ïîäðåøåòêå.
Ýòè äâå ñèòóàöèè ìû ðàññìîòðèì îòäåëüíî.

Åñëè êðàéíèé àòîì öåïî÷êè m1 ëåãêèé (ñì.
ðèñ. 6, êðèâûå 1–5), òî âåðõíåé ãðàíèöåé àêóñòè-
÷åñêîé çîíû ÿâëÿåòñÿ λ2 , à íèæíåé ãðàíèöåé
îïòè÷åñêîé — λ1 . Èíòåíñèâíîñòè äèñêðåòíûõ êî-
ëåáàíèé â ýòîì ñëó÷àå ðàâíû

µg(λ∗) = 
4(λg − λ∗)(λg − λ2) Θ(λ∗) Θ(λ1 − λ∗)

√[(λ1 + λ∗)(λ1 − λ∗) + λ2(2λ∗ − λ1)]2 + 2λ1 λ2(λ1 − λ∗)2
 , (39)

µl(λ∗) = − 
4(λl − λ∗)(λl − λ2) Θ(λ1 + λ2 − λ∗)

 √[(λ1 + λ∗)(λ1 − λ∗) + λ2(2λ∗ − λ1)]2 + 2λ1 λ2(λ1 − λ∗)2
 . (40)

Àíàëèç âûðàæåíèé äëÿ ùåëåâîé ÷àñòîòû λg
(38) è åå âåñà (39) ïîêàçûâàåò, ÷òî â ïðåäåëüíîì

ñëó÷àå ðàçðûâà ñâÿçè λ∗ = 0 ñóùåñòâóåò äèñêðåò-
íîå ùåëåâîå ñîñòîÿíèå

Ðèñ. 6. Ñïåêòðàëüíûå ïëîòíîñòè êîíöåâîãî àòîìà àäñîðáèðîâàííîé ïîëóîãðàíè÷åííîé ëèíåéíîé öåïî÷êè ñ äâóõàòîìíîé ýëåìåí-
òàðíîé ÿ÷åéêîé.
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λg(0) = 
λ1 + λ2

2  ,  µg(0) = 
λ1 − λ2

λ1

 , (41)

÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè [1,7]. Óñèëåíèå
ñâÿçè â äèàïàçîíå λ∗ ∈ [0, λ1] ïðèâîäèò ê ðîñòó
ùåëåâîãî êîðíÿ λg äî çíà÷åíèÿ λg = λ1 (ò.å. äî
íèæíåé ãðàíèöû îïòè÷åñêîé çîíû) è ñîïðîâîæäà-
åòñÿ ìîíîòîííûì óìåíüøåíèåì µg äî íóëÿ. 

Çàìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèå λ∗ = λ1 îçíà÷àåò ðà-
âåíñòâî ñèëîâîé ïîñòîÿííîé âçàèìîäåéñòâèÿ
êðàéíåãî àòîìà öåïî÷êè ñ ïîâåðõíîñòüþ òâåðäîãî
òåëà α′ è ïîñòîÿííîé ñâÿçè ìåæäó îñòàëüíûìè
àòîìàìè öåïî÷êè α. Ïðè äàëüíåéøåì ðîñòå ïàðà-
ìåòðà ñâÿçè λ∗ ó ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè êîëåáà-
íèé ôîðìèðóåòñÿ ìàêñèìóì âáëèçè âåðõíåé ãðà-
íèöû îïòè÷åñêîé çîíû, à âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà
λ∗ > λmax (ò.å. α′ > α(1 + m1 /m2)) ïðèâîäèò ê
îáðàçîâàíèþ ëîêàëüíîãî êîëåáàíèÿ ñ êâàäðàòîì
÷àñòîòû λl (38). Âåñ ýòîãî êîëåáàíèÿ µl (40) ìî-
íîòîííî óâåëè÷èâàåòñÿ îò íóëÿ ïðè λ∗ = λmax äî
åäèíèöû â ñëó÷àå λ∗ → ∞ .

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñèòóàöèþ, êîãäà öåïî÷êà
ñâÿçàíà ñ àäñîðáèðóþùåé ïîâåðõíîñòüþ ïîñðåäñò-
âîì òÿæåëîãî àòîìà (ñì. ðèñ. 6, êðèâûå 6–10).
Ùåëåâîå êîëåáàíèå îòùåïëÿåòñÿ îò âåðõíåé ãðà-
íèöû àêóñòè÷åñêîé çîíû, åñëè λ∗ ïðåâûøàåò ïî-
ðîãîâîå çíà÷åíèå (λ∗ ≥ λ1).

Äàëüíåéøåå óñèëåíèå ñâÿçè ïðèâîäèò ê îòùåï-
ëåíèþ ëîêàëüíîãî êîëåáàíèÿ îò âåðõíåé ãðàíèöû
ñïåêòðà àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ m1 < m2 ñ òåì æå
ïîðîãîì: λ∗ ≥ λmax . Â ïðåäåëå λ∗ → ∞ ùåëåâîå
ñîñòîÿíèå àñèìïòîòè÷åñêè ïðèáëèæàåòñÿ ê íèæ-
íåé ãðàíèöå îïòè÷åñêîé çîíû, à ÷àñòîòà ëîêàëüíî-
ãî ñîñòîÿíèÿ ïðè ýòîì ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè:

lim
λ∗ → ∞

  λg = λ2 ;   lim
λ∗ → ∞

  λl = ∞ .

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå äîñòàòî÷íî ñèëüíîãî âçà-
èìîäåéñòâèÿ òÿæåëîãî êðàéíåãî àòîìà öåïî÷êè ñ
ïîâåðõíîñòüþ òâåðäîãî òåëà (α′ > α(1 + m1 /m2))
â ñïåêòðå ïðèñóòñòâóþò è ëîêàëüíîå êîëåáàíèå ñ
êâàäðàòîì ÷àñòîòû λl , è ùåëåâîå êîëåáàíèå λg .

Èíòåíñèâíîñòü ùåëåâîãî ñîñòîÿíèÿ

µg = 
4(λg − λ∗)(λg − λ2) Θ(λ∗ − λ1)

√[(λ1 + λ∗)(λ1 − λ∗) + λ2(2λ∗ − λ1)]2 + 2λ1 λ2(λ1 − λ∗)2
(42)

èìååò íåìîíîòîííóþ çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðà
λ∗ . Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî µg îáðàùàåòñÿ â íóëü
êàê ïðè λ∗ = λ1 , òàê è ïðè λ∗ → ∞. Â òî æå âðåìÿ
èíòåíñèâíîñòü ëîêàëüíîãî ñîñòîÿíèÿ µl (40) ìî-
íîòîííî âîçðàñòàåò ñ óñèëåíèåì ñâÿçè öåïî÷êè ñ
àäñîðáèðóþùåé ïîâåðõíîñòüþ. Çàòóõàíèå äèñ-
êðåòíîãî ñîñòîÿíèÿ ïî ìåðå óäàëåíèÿ îò äåôåêòà
ïðîèñõîäèò â ñîîòâåòñòâèè ñ [1,6], ãäå ïîêàçàíî,
÷òî â ëèíåéíîé öåïî÷êå c âçàèìîäåéñòâèåì áëè-
æàéøèõ ñîñåäåé èíòåíñèâíîñòü äèñêðåòíîãî êîëå-
áàíèÿ àòîìà ñ íîìåðîì n, îáóñëîâëåííîãî íàõîäÿ-
ùèìñÿ â íà÷àëå îòñ÷åòà ëîêàëüíûì äåôåêòîì,
ïðîïîðöèîíàëüíà Pn

2(λd), à ïîëèíîìû Pn(λd) âíå
äåôåêòíîãî êëàñòåðà îáðàçóþò óáûâàþùóþ ãåî-
ìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ. Òàêèì îáðàçîì, ñòåïåíü
ëîêàëèçàöèè ùåëåâîãî êîëåáàíèÿ ñ êâàäðàòîì
÷àñòîòû λg ∈ [λ1 , λ2] ìåíüøå, ÷åì ëîêàëüíîãî
êîëåáàíèÿ, êâàäðàò ÷àñòîòû êîòîðîãî λl > λm .

Îòìåòèì, ÷òî ïîäîáíàÿ ìîäåëü áûëà ðàññìîò-
ðåíà â [7]. Â îòëè÷èå îò èñïîëüçîâàííîãî òàì
ïîäõîäà ââåäåíèå âåëè÷èíû µg,l — èíòåíñèâíîñòè
ëîêàëèçîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ êàê âû÷åòà ôóíêöèè
G00(λ, λ∗) â ñîîòâåòñòâóþùåì ïîëþñå — ïîçâîëÿ-
åò îòáèðàòü òå ïîëþñà, êîòîðûå îòâå÷àþò èñòèí-
íûì äèñêðåòíûì êîëåáàíèÿì. Íàïðèìåð, ó äâóõ-

àòîìíîé ïîëóîãðàíè÷åííîé ëèíåéíîé öåïî÷êè ñî
ñâîáîäíûì êîíöîì ùåëåâîé óðîâåíü íå âîçíèêàåò,
åñëè êðàéíèé àòîì öåïî÷êè òÿæåëûé, ïîñêîëüêó
µg â ýòîì ñëó÷àå ðàâåí íóëþ. Â òî æå âðåìÿ àòîì
ëåãêîé ïîäðåøåòêè íà êîíöå öåïî÷êè ïðèâîäèò ê
âîçíèêíîâåíèþ ùåëåâîãî ñîñòîÿíèÿ (41).

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçî-
âàíû è äëÿ àíàëèçà äðóãèõ êâàçè÷àñòè÷íûõ âîç-
áóæäåíèé â îäíîìåðíûõ ñèñòåìàõ. Â ýòîé ñâÿçè
ëþáîïûòíî îòìåòèòü, ÷òî â íàñòîÿùåå âðåìÿ â
îäíîìåðíûõ âûðîæäåííûõ ýëåêòðîííûõ ñèñòåìàõ
èíòåíñèâíî èçó÷àþòñÿ (â òîì ÷èñëå è ýêñïåðèìåí-
òàëüíî) ðàçëè÷íûå õàðàêòåðèñòèêè, âêëþ÷àÿ
òðàíñïîðòíûå [8] è îïòè÷åñêèå ñâîéñòâà [9], ðåçî-
íàíñíîå òóííåëèðîâàíèå [10], ìíîãî÷àñòè÷íûå
ýôôåêòû è ïëàçìîííûå âîçáóæäåíèÿ [11], ðîëü
ïðèìåñåé [12], îñîáåííîñòè ýëåêòðîí-ôîíîííîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ [13], ñïåêòð êîëëåêòèâíûõ êîëå-
áàíèé îäíîìåðíîé ñèñòåìû ýëåêòðîíîâ íàä æèä-
êèì ãåëèåì [14,15] è ò.ä.

Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü À. Ì. Êîñå-
âè÷ó çà ïîëåçíîå îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ.
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Effect of local defects on vibrational
characteristics of infinite and semi-infinite

one-dimensional structures in external
periodic field

M. A. Mamalui, E. S. Syrkin, and S. B. Feodosyev

Exact analytic expressions are obtained for
Green’s functions of chain-like structures with de-
fects which are exposed to external periodic field.
The two-atomic impurity molecule in the one-atomic
chain and the adsorbed chains with a one-atomic and
a diatomic unit cell are considered. The conditions
for the formation and the peculiar features of local
and gap vibrations are investigated. The evolution of
the treshold values of masses of two isotopic impuri-
ties responsible for the formation of localized states
is analyzed depending on the distance between the
impurities. 
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