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Âûïîëíåíî êàëèáðîâî÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñâåðõòåêó÷åñòè è
ñâåðõïðîâîäèìîñòè. Îïðåäåëåíû ïëîòíîñòè âèõðåâîãî è òåïëîâîãî èìïóëüñîâ è âûâåäåíû äëÿ íèõ
óðàâíåíèÿ ýâîëþöèè. Àíàëèçèðóåòñÿ ôèçè÷åñêèé ñìûñë ýòèõ âåëè÷èí. Âûâåäåíû ëàãðàíæåâûå
èíâàðèàíòû, êîòîpûå ïîäîáíû èíâàðèàíòàì Õîëëìàíà â êëàññè÷åñêîé ãèäðîäèíàìèêå.

Âèêîíàíî êàëiápîâî÷íå ïåpåòâîpåííÿ ãiäpîäèíàìi÷íèõ piâíÿíü íàäïëèííoñòi i íàäïpîâiäíîñòi.
Âèçíà÷åíî ãóñòèíó âèõîpîâîãî òà òåïëîâîãî iìïóëüñiâ i âèâåäåíî äëÿ íèõ piâíÿííÿ åâîëþöi¿.
Àíàëiçóºòüñÿ ôiçè÷íà ñóòü öèõ âåëè÷èí. Âèâåäåíî ëàãpàíæåâ³ iíâàpiàíòè, ÿêi ïîäiáíi iíâàpiàíòàì
Õîëëìàíà â êëàñè÷íié ãiäpîäèíàìiöi.

   PACS: 67.40.–w

Ïëîòíîñòü âèõðåâîãî èìïóëüñà è èíâàðèàíòû ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé

1. Ââåäåíèå

Ìàêðîñêîïè÷åñêèå ñâîéñòâà ñâåðõòåêó÷èõ è
ñâåðõïðîâîäÿùèõ ñèñòåì îïèñûâàþòñÿ óðàâíå-
íèÿìè, ïîäîáíûìè óðàâíåíèÿì ãèäðîäèíàìèêè.
Êëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè îá-
ëàäàþò íàáîðîì èíâàðèàíòîâ. Ïîìèìî èíòåãðàëü-
íûõ èíâàðèàíòîâ (ýíåðãèè, èìïóëüñà, ìîìåíòà
èìïóëüñà, ñïèðàëüíîñòè [1]), èìåþòñÿ ëîêàëüíûå
èíâàðèàíòû. Èç íèõ íàèáîëåå èçâåñòíû ëàãðàíæå-
âû èíâàðèàíòû è èíâàðèàíòû âìîðîæåííîñòè.

Ëàãðàíæåâû èíâàðèàíòû ñîõðàíÿþòñÿ âäîëü
òðàåêòîðèé æèäêèõ ÷àñòèö. Èíâàðèàíò äðóãî-
ãî âèäà — îòíîøåíèå çàâèõðåííîñòè ê ïëîòíîñòè
ωω/ρ. Ýòî ïîëå âìîðîæåíî â èäåàëüíóþ æèä-
êîñòü [1]. Â [2,3] ïðåäëîæåíû ñïîñîáû ïîëó÷åíèÿ
íîâûõ èíòåãðàëîâ âìîðîæåííîñòè è ëàãðàíæåâûõ
èíâàðèàíòîâ ïî óæå èçâåñòíûì èíâàðèàíòàì. Øè-
ðîêèé êëàññ èíâàðèàíòîâ íàéäåí â [4]. Â óðàâíåíè-
ÿõ Ýéëåðà îíè ñêðûòû, íî âûÿâëÿþòñÿ â ïðåäñòàâ-
ëåíèè Âåáåðà.

Â ðàáîòàõ [5,6] áûëî âûïîëíåíî êàëèáðîâî÷-
íîå ïðåîáðàçîâàíèå êëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé ãèä-
ðîäèíàìèêè. Îíè áûëè ïðåäñòàâëåíû â ôîðìå, â
êîòîðîé íàëè÷èå ìíîãèõ äîïîëíèòåëüíûõ èíâàðè-
àíòîâ î÷åâèäíî. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå óðàâíåíèé ãèä-
ðîäèíàìèêè îäíîðîäíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè

ïðåîáðàçîâàíèå ñîñòîÿëî â ïåðåõîäå îò îáû÷íîé
ïëîòíîñòè èìïóëüñà ρv ê ïëîòíîñòè âèõðåâîãî
èìïóëüñà q, êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò ρv íà ãðàäèåíò
êàëèáðîâî÷íîé ôóíêöèè. Íîâàÿ ôîðìà óðàâíå-
íèé îáëàäàåò ðÿäîì ïðåèìóùåñòâ, êîòîðûå ïðîÿâ-
ëÿþòñÿ ïðè ìîäåëèðîâàíèè âèõðåé, âîëí è èõ
âçàèìîäåéñòâèé [7].

Óðàâíåíèÿ äëÿ ïîëÿ q áûëè òàêæå âûâåäåíû
â [8,9] è èñïîëüçîâàíû ïðè ðàñ÷åòàõ ðàçëè÷íûõ
òå÷åíèé [10,11]. ×òîáû ïîëíåå îòðàçèòü ãåîìåòðè-
÷åñêèé ñìûñë óðàâíåíèé, òåîðèÿ áûëà ïåðåôîð-
ìóëèðîâàíà òàêæå íà ÿçûêå äèôôåðåíöèàëüíûõ
ôîðì [12,13]. Áîëåå ïîëíûé îáçîð ïðîáëåìû è
äîñòàòî÷íî ïîëíóþ áèáëèîãðàôèþ ìîæíî íàéòè
â [12–14].

Äâèæåíèå ñâåðõòåêó÷åé æèäêîñòè òàêæå îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ â âèäå âèõðåé è âîëí. Ìåõàíèêà
òàêîé æèäêîñòè îïèñûâàåòñÿ äâóìÿ ïîëÿìè ñêî-
ðîñòè, èìååòñÿ äâà òèïà âèõðåé è âîëí. Ýâîëþöèÿ
ñòîëü ñëîæíîé ñèñòåìû ìîæåò èìåòü ðåãóëÿðíûé
èëè ñòîõàñòè÷åñêèé õàðàêòåð. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå
ãîâîðÿò î êâàíòîâîé òóðáóëåíòíîñòè [15]. Êàê è â
êëàññè÷åñêîé ãèäðîäèíàìèêå, ïðè òåîðåòè÷åñêîì
àíàëèçå âçàèìîäåéñòâèé ñâåðõòåêó÷èõ âèõðåé è
âîëí ïîëåçíî èñïîëüçîâàòü êàëèáðîâî÷íóþ ñâî-
áîäó óðàâíåíèé è èìåþùèåñÿ èíâàðèàíòû äâè-
æåíèÿ.
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Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè
êëàññè÷åñêîãî âèõðåâîãî èìïóëüñà [1] — âèõðå-
âîé è òåïëîâîé èìïóëüñ ñâåðõòåêó÷åé è ñâåðõ-
ïðîâîäÿùåé æèäêîñòè. Âûâîäÿòñÿ óðàâíåíèÿ äëÿ
ïëîòíîñòåé ýòèõ âåëè÷èí, íàõîäÿòñÿ èõ èíâàðèàí-
òû äâèæåíèÿ è ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàçäåëåíèå ïîë-
íîãî äâèæåíèÿ íà âèõðè è âîëíû ïðè ïðîèç-
âîëüíîì óðîâíå íåëèíåéíîñòè. Ñ àíàëîãè÷íûõ
ïîçèöèé ðàññìàòðèâàåòñÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ ìî-
äåëü ñâåðõïðîâîäèìîñòè.

2. Ïëîòíîñòü âèõðåâîãî èìïóëüñà
â íåñæèìàåìîé æèäêîñòè

Îãðàíè÷åííîå îáëàêî çàâèõðåííîñòè íàçûâàåò-
ñÿ íèæå âèõðåì. Ñãóñòêè çàâèõðåííîñòè èíäóöè-
ðóþò â îêðóæàþùåì ïðîñòðàíñòâå ïîëÿ ñêîðîñòè
u (r, t), êîòîðûå óáûâàþò êàê ñòåïåíü ðàññòîÿíèÿ
äî âèõðåé. Èìïóëüñ ∫ ρudV è ìîìåíò èìïóëüñà
âèõðÿ äàþòñÿ ðàñõîäÿùèìèñÿ èíòåãðàëàìè, ïî-
ñêîëüêó ñêîðîñòü óáûâàíèÿ ïîäûíòåãðàëüíûõ âû-
ðàæåíèé íà áåñêîíå÷íîñòè íåäîñòàòî÷íà. ×òîáû
ïîëó÷èòü êîíå÷íûå èíòåãðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè
âèõðåé, ïðèõîäèòñÿ âû÷èòàòü íåêîòîðûå áåñêî-
íå÷íûå êîíñòàíòû. Ñîõðàíÿþùèåñÿ êîíå÷íûå âå-
ëè÷èíû, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå, âûðàæàþòñÿ â
òåðìèíàõ ïîëÿ çàâèõðåííîñòè ωω è íàçûâàþòñÿ
âèõðåâûì èìïóëüñîì p è ìîìåíòîì âèõðåâîãî
èìïóëüñà J [1,16]:

p = 
1
2 ∫r × ωω dV,

J = 
1
3 ∫r × (r × ωω) dV.

(1)

Êàêîâî ðàñïðåäåëåíèå ýòèõ õàðàêòåðèñòèê â
ïðîñòðàíñòâå? Ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â (1)
íåëüçÿ ñ÷èòàòü ïëîòíîñòüþ âèõðåâîãî èìïóëüñà
Ëýìáà, ïîñêîëüêó r × ωω â òî÷êå, â êîòîðîé íàõî-
äèòñÿ íåêîòîðàÿ ÷àñòèöà æèäêîñòè, çàâèñèò îò
ïîëîæåíèÿ íà÷àëà îòñ÷åòà ñèñòåìû êîîðäèíàò.
Ñîãëàñíî Áýò÷åëîðó [1], p ðàâåí ïîëíîìó èì-
ïóëüñó ñèëû, êîòîðûé òðåáóåòñÿ äëÿ ìãíîâåííîé
ãåíåðàöèè äàííîãî äâèæåíèÿ èç ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ.
Àíàëîãè÷íî J ðàâåí ìîìåíòó èìïóëüñà ñèëû.

Ñëåäîâàòåëüíî, îãðàíè÷åííîìó â ïðîñòðàíñòâå
âèõðåâîìó ñãóñòêó ìîæíî ñîïîñòàâèòü îãðàíè÷åí-
íóþ â ïðîñòðàíñòâå ïëîòíîñòü èìïóëüñà ñèëû
q (r, t), êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ïëîòíîñòüþ âèõðåâîãî
èìïóëüñà [5]. Åãî âåëè÷èíà â çàäàííîé òî÷êå óæå
íå çàâèñèò îò ïîëîæåíèÿ íà÷àëà îòñ÷åòà îñåé
êîîðäèíàò. Ñêîðîñòü ðàâíà ñîëåíîèäàëüíîé ïðî-
åêöèè îò ïëîòíîñòè âèõðåâîãî èìïóëüñà. Îíà îò-
ëè÷àåòñÿ îò q (r, t) íà ãðàäèåíò íåêîòîðîé êàëè-

áðîâî÷íîé ôóíêöèè. Ïîýòîìó ïåðåõîä îò u (r, t) ê
q (r, t) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñìåíó êàëèáðîâ-
êè ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ïîëÿ.

Âûäåëåíèå ñîëåíîèäàëüíîé êîìïîíåíòû èíäó-
öèðóåò â îêðóæàþùåé îäíîðîäíîé æèäêîñòè ïî-
òåíöèàëüíûå «õâîñòû» ïîëÿ ñêîðîñòè. Îòñþäà
ÿñíà âîçìîæíîñòü áîëåå ëîêàëüíîãî îïèñàíèÿ ãèä-
ðîäèíàìèêè ñòðóêòóð, ÷åì â òåðìèíàõ ïîëÿ ñêî-
ðîñòè. Íåñêîëüêî óòðèðóÿ, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî
ïîëå âèõðåâîãî èìïóëüñà — ýòî ñêîðîñòü u (r, t)
áåç ñâîèõ ïîòåíöèàëüíûõ «õâîñòîâ». Äàííóþ
èäåþ óäàåòñÿ ðàñïðîñòðàíèòü íà ñëó÷àé ñòðàòè-
ôèöèðîâàííîé [6] è ñæèìàåìîé æèäêîñòè. Â ýòèõ
ñëó÷àÿõ ïîëíîå äâèæåíèå ðàçäåëÿåòñÿ íà ïëîò-
íîñòü èìïóëüñà Ëýìáà (ýêâèâàëåíòíîãî ñèëîâîãî
èìïóëüñà, òðåáóåìîãî äëÿ ìãíîâåííîé ãåíåðàöèè
íåâîëíîâîé êîìïîíåíòû äâèæåíèÿ) è âîëí. Ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ ïîëåçíûì ðàçâèòü äàííóþ êîíöåïöèþ
è íà ñëó÷àé ñâåðõòåêó÷èõ æèäêîñòåé.

3. Ãèäðîäèíàìèêà ñâåðõòåêó÷åñòè

Äëÿ ìàêðîñêîïè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ñâåðõòåêó÷å-
ãî ãåëèÿ èñïîëüçóþòñÿ óðàâíåíèÿ äâóõñêîðîñòíîé
ãèäðîäèíàìèêè. Åñëè â êà÷åñòâå ïîëíîãî íàáîðà
ïåðåìåííûõ âûáðàòü ñêîðîñòè íîðìàëüíîé è
ñâåðõòåêó÷åé êîìïîíåíò vn , vs , ïëîòíîñòü ρ è
ïëîòíîñòü ýíòðîïèè íà åäèíèöó ìàññû s, òî ïîë-
íàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé äâèæåíèÿ çàïèøåòñÿ â
âèäå [17]

∂ρ
∂t

 + ∇ ⋅ (ρnvn + ρsvs) = 0,

 
∂ρs

∂t
 + ∇ ⋅ (ρsvn) = 0,

(2)





∂
∂t

 + vs ⋅ ∇



 vs = − ∇µ , (3)

∂ρnvni + ρsvsi

∂t
 + 

∂
∂xj

 (pδij + ρnvnivnj + ρsvsivsj) = 0,

(4)
ãäå ρn + ρs = ρ. Äèññèïàòèâíûå ñëàãàåìûå íå ó÷è-
òûâàþòñÿ, ïîñêîëüêó îíè îïðåäåëÿþòñÿ êîíêðåò-
íûìè ìîäåëÿìè, êîòîðûå íåñóùåñòâåííû äëÿ
îñíîâíîãî ñîäåðæàíèÿ äàííîé ðàáîòû. Èõ ðàñ-
ñìîòðåíèå çàìåòíî óñëîæíÿåò ôîðìóëû è ìîæåò
áûòü âûïîëíåíî âïîñëåäñòâèè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî èçâåñòíû óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ, âûðàæàþùèå
ïëîòíîñòü ρn , äàâëåíèå p è õèìè÷åñêèé ïîòåíöè-
àë µ ÷åðåç ρ, s, (vn − vs)

2.
Âìåñòî óðàâíåíèÿ äëÿ ïîëíîãî èìïóëüñà (4)

íèæå èñïîëüçóåòñÿ óðàâíåíèå äëÿ âåêòîðà w =
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= ρn(vn − vs)/sρ, îïèñûâàþùåãî, â ÷àñòíîñòè,
òåïëîâûå âèõðè [17, ñ. 62]:

∂wi

∂t
 + (vn⋅∇)wi = − 

∂T
∂xi

 − wj 
∂vnj

∂xi

 + [w × (∇ × vs)]i ,

(5)
ãäå T — òåìïåðàòóðà.

Â ãèäðîäèíàìèêå ñâåðõòåêó÷åé æèäêîñòè îáû÷-
íî ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñêîðîñòü ñâåðõòåêó÷åé êîìïî-
íåíòû ïîòåíöèàëüíà âñþäó, êðîìå, âîçìîæíî,
îñåé ñâåðõòåêó÷èõ âèõðåé: ∇ × vs = 0. Ïîýòîìó
ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (5) äàëåå
îòáðàñûâàåòñÿ. Âíà÷àëå óðàâíåíèÿ (2), (3) è (5)
ðàññìàòðèâàþòñÿ â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé ìåõàíè-
êè. Çàòåì íàêëàäûâàþòñÿ óñëîâèÿ êâàíòîâàíèÿ.

4. Ïëîòíîñòü òåïëîâîãî èìïóëüñà

Ïóñòü δl — ýëåìåíò äëèíû, à δS — ýëåìåíò
ïîâåðõíîñòè, äâèæóùèåñÿ âìåñòå ñ æèäêîñòüþ ñ
ïîëåì ñêîðîñòè v. Êàê èçâåñòíî [1], ýâîëþöèÿ âî
âðåìåíè ýëåìåíòîâ δl, δS îïèñûâàåòñÿ óðàâíå-
íèÿìè

dδl
dt  = (δl⋅∇)v,   

dρδSi

dt  = − ρδSj 
∂vj

∂xi

 , (6)

ãäå ρ — ïëîòíîñòü æèäêîñòè. Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî
âìîðîæåííûå ïîëÿ w ïîäîáíû δl. Íèæå ïîêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî â íàäëåæàùåé êàëèáðîâêå w ýâîëþ-
öèîíèðóåò ïîäîáíî ρδS. Òåì ñàìûì ïîëþ w
ïðèäàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë è ñòàíîâèòñÿ
î÷åâèäíîé ñõåìà ïîèñêà ëàãðàíæåâûõ èíâàðè-
àíòîâ.

Ñ òî÷íîñòüþ äî ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè âåê-
òîðíîå ïîëå w ðàçëàãàåòñÿ íà âèõðåâóþ wrot è
äèâåðãåíòíóþ wdiv êîìïîíåíòû. Â áåçãðàíè÷íîé
æèäêîñòè, ïîêîÿùåéñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè, ãàðìî-
íè÷åñêàÿ äîáàâêà ðàâíà íóëþ, à ðàçëîæåíèå îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîåêöèîííûõ èíòåãðàëü-
íûõ îïåðàòîðîâ Π̂, Q̂, ÿäðà êîòîðûõ ðàâíû

Πij = − 
1

4π
 

∂2

∂xi∂xj

 
1

|x − x′|
,  wdiv = Π̂w,

Qij = δijδ(x − x′) − Πij , wrot = Q̂w. 

Çäåñü wrot èíäóöèðóåòñÿ çàâèõðåííîñòüþ, à
wdiv — äèâåðãåíöèåé ïîëÿ w. Òåïëîâûå âèõðè
åñòåñòâåííî ñâÿçûâàòü ñ êîìïîíåíòîé wrot , à çâóê
ñ wdiv = − ∇χ.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ýâîëþöèè ïîëÿ qw =
= w + ∇ψ(x, t), ãäå ψ(x, t) — íåêîòîðàÿ êàëèáðî-
âî÷íàÿ ôóíêöèÿ. Åñëè ýòó ôóíêöèþ äîîïðåäå-
ëèòü óñëîâèåì





∂
∂t

 + vn⋅∇


 (ψ + χ) + T = 0, (7)

òî óðàâíåíèå äëÿ qw ïðèíèìàåò âèä





∂
∂t

 + vn⋅∇


 qwi = − qwj 

∂vnj

∂xi
 . (8)

Êàëèáðîâêà ïîëÿ qw çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì (7) è
íà÷àëüíûì óñëîâèåì äëÿ χ ëèáî qw . Ëåãêî âè-
äåòü, ÷òî (8) ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì (6) äëÿ ρδS.
Åñëè ïîëå qw óìíîæèòü ñêàëÿðíî íà ýëåìåíò
äëèíû δl, òî ïîëó÷èòñÿ âåëè÷èíà, ïîäîáíàÿ ýëå-
ìåíòó ìàññû, êîòîðûé ñîõðàíÿåòñÿ âäîëü ëàãðàí-
æåâîé òðàåêòîðèè. Ïðÿìàÿ ïðîâåðêà ïîäòâåðæäà-
åò, ÷òî (∂/∂t + vn⋅∇) (qw⋅ δl) = 0.

Âûáðàâ ïðîèçâîëüíûé êîíòóð â æèäêîñòè è
ðàçáèâ åãî íà ñóììó ìàëûõ ýëåìåíòîâ δl, ïîëó-
÷èì, ÷òî ñîõðàíÿåòñÿ èíòåãðàë ∫qw⋅δl ïî ëþáîìó
êîíòóðó (íå îáÿçàòåëüíî çàìêíóòîìó), êîòîðûé
ïåðåíîñèòñÿ æèäêîñòüþ ñî ñêîðîñòüþ vn. Â ÷àñò-
íîì ñëó÷àå çàìêíóòîãî êîíòóðà öèðêóëÿöèè
ïîëåé qw , w ñîâïàäàþò, ïîñêîëüêó ýòè ïîëÿ ðàç-
ëè÷àþòñÿ íà ãðàäèåíò ñêàëÿðíîé ôóíêöèè. Ïîýòî-
ìó ñîõðàíÿåòñÿ öèðêóëÿöèÿ ïî çàìêíóòîìó êîíòó-
ðó ïîëÿ w. Îáùàÿ ñõåìà ïîñòðîåíèÿ èíâàðèàíòîâ
ðàññìîòðåíà â pàçä. 6.

Ïîëå w îêàçûâàåòñÿ ðàçáèòûì íà äâå êîìïî-
íåíòû. Ïåðâàÿ èç íèõ çàäàåòñÿ ïîëåì qw è ñîîò-
âåòñòâóåò òåïëîâûì âèõðÿì. Äðóãàÿ êîìïîíåíòà
äàåòñÿ ñêàëÿðíûì ïîëåì ψ è ñîîòâåòñòâóåò âîë-
íàì. Äâèæåíèå ñâåðõòåêó÷åé êîìïîíåíòû ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ â ñëåäóþùåì pàçäåëå.

5. Ïëîòíîñòü âèõðåâîãî èìïóëüñà
ñâåðõòåêó÷åé êîìïîíåíòû

Ïðåîáðàçîâàíèÿ, àíàëîãè÷íûå âûïîëíåííûì
âûøå, ïîçâîëÿþò çàïèñàòü óðàâíåíèå (3) äëÿ
ñâåðõòåêó÷åé êîìïîíåíòû â âèäå





∂
∂t

 + vs⋅∇



 qs i = − qsj 

∂vsj

∂xi
,





∂
∂t

 + vn⋅∇


 (χs + ψs) = − µ + 

v2

2  ,

ãäå ∇χs = Π̂vs , qs = Q̂vs + ∇ψ . Êàëèáðîâêà ïîëåé
çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì äëÿ χs + ψs è íà÷àëüíûìè
óñëîâèÿìè. Â äâóõæèäêîñòíîé ãèäðîäèíàìèêå
èìåþòñÿ äâà òèïà âèõðåé è âîëí. Ñâåðõòåêó÷èå
âèõðè è âîëíû îïèñûâàþòñÿ ïîëÿìè qs , χs .

Ïëîòíîñòü âèõðåâîãî èìïóëüñà è èíâàðèàíòû ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé
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6. Ëàãðàíæåâû èíâàðèàíòû

Ñðàâíåíèå ñ (8) ïîêàçûâàåò, ÷òî q ýâîëþöèî-
íèðóåò âî âðåìåíè ïîäîáíî ρδS. Ëþáîå ïîëå âåëè-
÷èí òàêîãî òèïà îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç q. Â æèäêîñòè
èìåþòñÿ âìîðîæåííûå ïîëÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå
óðàâíåíèþ äëÿ δl. Ïðèìåðîì òàêîãî ïîëÿ ñëóæèò
ωω/ρ, ãäå ωω = ∇ × w. Ïîëÿ, àíàëîãè÷íûå δl, îáî-
çíà÷àþòñÿ ñèìâîëîì J. Ïîëÿ òðåòüåãî âèäà, êîòî-
ðûå ïîäîáíû ýëåìåíòó ìàññû æèäêîñòè δm =
= ρδS⋅δl (ëàãðàíæåâû èíâàðèàíòû), îáîçíà÷àþòñÿ
ñèìâîëîì I.

Äàííàÿ àíàëîãèÿ ïîêàçûâàåò (à ïðÿìûå âû÷èñ-
ëåíèÿ ïîäòâåðæäàþò), ÷òî ëþáûå ïîëÿ âèäà
rot(q)/ρ ëèáî [Q × Q′]/ρ — âìîðîæåííûå ïîëÿ;
ïîëÿ ρ[J × J′], ∇I ïðèíàäëåæàò ê âèäó q, à
div(ρJ/ρ), (J⋅q) — ëàãðàíæåâû èíâàðèàíòû I. Èñ-
ïîëüçóÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ, ìîæíî ïî èçâåñòíûì
ïîëÿì âèäà J, Q, I ïîëó÷àòü íîâûå ïîëÿ ýòîãî æå
âèäà. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àþòñÿ ïîëÿ, ïîäîáíûå
èíâàðèàíòàì Õîëëìàíà [4].

7. Ôèçè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ è óñëîâèÿ
êâàíòîâàíèÿ

Èíòåðïðåòàöèÿ âèõðåâîãî èìïóëüñà êàê ñèëî-
âîãî èìïóëüñà, òðåáóåìîãî äëÿ ãåíåðàöèè äàííîãî
äâèæåíèÿ èç ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ, âîçìîæíà è â ñëó-
÷àå ñâåðõòåêó÷åé æèäêîñòè. Äëÿ äâóõñêîðîñòíîé
ñðåäû òðåáóþòñÿ äâà âèäà âíåøíèõ âîçäåéñòâèé.
Ìàññîâûå ñèëû ãåíåðèðóþò îáùåå äâèæåíèå êîì-
ïîíåíò. Îòíîñèòåëüíîå äâèæåíèå (òåïëîâûå âèõ-
ðè) ãåíåðèðóåòñÿ òåïëîâûìè âîçäåéñòâèÿìè.

Ñâÿçü çàâèõðåííîñòè ñ ïëîòíîñòüþ âèõðåâîãî
èìïóëüñà ìîæíî îáúÿñíèòü íà ñëåäóþùåì ïðî-
ñòîì ïðèìåðå. Ðàññìîòðèì äâèæåíèå êëàññè÷åñ-
êîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, ãåíåðèðóåìîå óäàðîì
ïî ïîìåùåííîé â íåé ìåìáðàíå. Çàòåì ýòà
ìåìáðàíà óäàëÿåòñÿ. Âáëèçè êðîìêè ìåìáðàíû
ôîðìèðóåòñÿ òîíêàÿ âèõðåâàÿ íèòü. Ïëîòíîñòü
ñîîòâåòñòâóþùåãî âèõðåâîãî èìïóëüñà ðàâíà ðàñ-
ïðåäåëåíèþ ñèëîâîãî èìïóëüñà íà ìåìáðàíå.

Ðàññìîòðèì îáðàòíóþ çàäà÷ó. Ïóñòü èñòî÷íè-
êîì ñêîðîñòè ñëóæèò çàìêíóòûé âèõðåâîé êîíòóð
èíòåíñèâíîñòè κ (ðèñ. 1). Ðàçîáüåì ïîâåðõíîñòü,
íàòÿíóòóþ íà ýòîò êîíòóð, íà ìàëûå ïëîùàäêè,
ïî ïåðèìåòðó êàæäîé ïëîùàäêè ïîìåñòèì âèõðå-
âóþ íèòü òîé æå èíòåíñèâíîñòè κ. Êàæäûé âèõðå-
âîé êîíòóð îáëàäàåò âèõðåâûì èìïóëüñîì ρκδS,
ãäå δS — ïëîùàäü. Ïîñêîëüêó çàâèõðåííîñòü íà
îòðåçêàõ, ëåæàùèõ âíóòðè îñíîâíîãî êîíòóðà,
âçàèìíî óíè÷òîæàåòñÿ, ñóììàðíîå òå÷åíèå, èí-
äóöèðóåìîå ìàëûìè êîëüöàìè, ñîâïàäàåò ñ èñ-
õîäíûì ïîëåì òå÷åíèÿ. Ïîâåðõíîñòü ìîæíî
ïðîèçâîëüíî äåôîðìèðîâàòü, îòêóäà ñëåäóåò êà-

ëèáðîâî÷íàÿ ñâîáîäà ïëîòíîñòè âèõðåâîãî èì-
ïóëüñà (ñì. ïîäðîáíåå â [5]).

Àíàëîãè÷íîå ïîñòðîåíèå ìîæíî âûïîëíèòü äëÿ
ñîëåíîèäàëüíûõ êîìïîíåíò ñâåðõòåêó÷åé ñêîðîñ-
òè è ïîëÿ w. Öèðêóëÿöèÿ ñâåðõòåêó÷åé ñêîðîñòè
ñîõðàíÿåòñÿ. Ñëåäóÿ Îíñàãåðó, íà íåå íàêëàäûâà-
åòñÿ óñëîâèå êâàíòîâàíèÿ: κ = nh/m, ãäå n —
öåëîå ÷èñëî; m — ìàññà àòîìà ãåëèÿ; h — ïîñòî-
ÿííàÿ Ïëàíêà. Èìåþùèåñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûå
äàííûå ñîãëàñóþòñÿ ñ äàííûì ïðåäïîëîæåíèåì.
Â ñèëó ïpèâåäåííûõ ñîîòíîøåíèé ïëîòíîñòü âèõ-
ðåâîãî èìïóëüñà òàêæå ñëåäóåò ñ÷èòàòü êâàíòî-
âàííîé.

Êàê âèäíî íà ðèñ. 1, pàñïpåäåëåíèþ ïëîòíîñòè
âèõðåâîãî èìïóëüñà ñâåðõòåêó÷åãî äâèæåíèÿ
ìîæíî ñîïîñòàâèòü äâîéíîé ñëîé. Ñîñòîÿíèå ñëà-
áîíåèäåàëüíîãî áîçå-ãàçà îïèñûâàåòñÿ óñðåäíåí-
íîé âîëíîâîé ôóíêöèåé [17] Ψ = √ρs  exp (iψs),
ïðè÷åì ñâåðõòåêó÷àÿ ñêîðîñòü ïðîïîðöèîíàëüíà
ãðàäèåíòó ôàçû: vs = (h/m)∇ψs . Äëÿ îäíîçíà÷-
íîñòè âîëíîâîé ôóíêöèè íåîáõîäèìî, ÷òîáû ïðè
îáõîäå âîêðóã âèõðåâîé ëèíèè ôàçà èçìåíÿëàñü
íà öåëîå êðàòíîå îò 2π. Òàêèì îáðàçîì, ôàçà
íåîäíîçíà÷íà. ×òîáû ñäåëàòü åå îäíîçíà÷íîé, íå-
îáõîäèìî ïðîâåñòè ðàçðåç. Íà ðàçðåçå âîçíèêíåò
ñêà÷îê ôàçû, êîòîðîìó è ïðîïîðöèîíàëüíà qs .
Ïîñêîëüêó ïîëîæåíèå ïîâåðõíîñòè ðàçðåçà
ìîæíî ìåíÿòü ïðîèçâîëüíî, qs èìååò êàëèáðîâî÷-
íóþ ñâîáîäó, êîòîðàÿ óñòðàíÿåòñÿ ôèêñàöèåé íà-
÷àëüíûõ óñëîâèé.

Ðèñ. 1. Çàìåíà âèõðåâîãî êîíòóðà ñèñòåìîé ìàëûõ âèõðåâûõ
êîëåö (à). Âèä ñáîêó (á). Ýêâèâàëåíòíàÿ çàìåíà òå÷åíèÿ ïî-
òåíöèàëîì äâîéíîãî ñëîÿ. Ïëîòíîñòü äèïîëüíîãî ìîìåíòà ñî-
îòâåòñòâóåò ïîëþ qs .

Ã. À. Êóçüìèí
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Öèðêóëÿöèÿ ïîëÿ w òàêæå ñîõðàíÿåòñÿ, íî
èìåþùèåñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå íå ïîçâî-
ëÿþò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî äëÿ íåå óäîâëåòâîðÿþòñÿ
êàêèå-ëèáî óñëîâèÿ êâàíòîâàíèÿ [17]. Ïîýòîìó
ïëîòíîñòü òåïëîâîãî èìïóëüñà qw íåêâàíòîâàííà.
Âûáîðîì êàëèáðîâêè ìîæíî äîáèòüñÿ, ÷òîáû îíà
áûëà ðàâíà íóëþ âíå îáëàñòåé, ãäå îòëè÷íà îò
íóëÿ çàâèõðåííîñòü ïîëÿ w (ñð. [5,6]). Â äàííîì
ñëó÷àå ïîëþ qw ìîæíî ñîïîñòàâèòü ñëîé òåïëî-
âûõ äèïîëåé. Êîìáèíàöèÿ ñèëîâîãî è òåïëîâîãî
èìïóëüñîâ ãåíåðèðóåò âèõðåâîé èìïóëüñ ñâåðõòå-
êó÷åé êîìïîíåíòû.

8. Ñâåðõïðîâîäèìîñòü II ðîäà

Ãèäðîäèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ýëåêòðîííîé
æèäêîñòè â ñâåðõïðîâîäíèêå II ðîäà àíàëîãè÷íû
ðàññìîòðåííûì âûøå. Ñâåðõòåêó÷èì âèõðÿì ñî-
îòâåòñòâóþò ôëþêñîèäû — êâàíòîâàííûå íèòè
ìàãíèòíîãî ïîòîêà. Óðàâíåíèå äëÿ ñâåðõïðîâîäÿ-
ùåé êîìïîíåíòû ýëåêòðîííîé æèäêîñòè èìååò âèä
(ñì. [17,19])





∂
∂t

 + ∇ ⋅ vs



 vs = − ∇µ − ∇H + 

e
m 


E + 

1
c vs × B



 ,

ãäå B — ìàãíèòíîå ïîëå; c — ñêîðîñòü ñâåòà;
H — íåðàâíîâåñíàÿ äîáàâêà ê õèìè÷åñêîìó ïî-
òåíöèàëó. Åå êîíêðåòíûé âèä äëÿ äàëüíåéøåãî
íåñóùåñòâåí.

Ïóñòü Φ, A — ñêàëÿðíûé è âåêòîðíûé ïî-
òåíöèàëû ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ B = ∇ × A ,
E = −∇Φ − (1/c) (∂A/∂t). Åñëè vs + (e/mc) A =
= ∇χ, òî

∂χ
∂t

 + µ + 
1
2vs

2 + 
e
m Φ + H = const . (9)

Ýòî óðàâíåíèå ïîõîæå íà çàêîí Áåðíóëëè.
Ïóñòü òåïåðü

vs = qs − 
e

mcA + ∇χ ,

ãäå χ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (9). Äëÿ qs èìååì





∂
∂t

 + vs⋅∇



 qsi = − qsj 

∂vj

∂xi

 .

Â ïîëíîé àíàëîãèè ñ ãèäðîäèíàìè÷åñêèìè
óðàâíåíèÿìè ñâåðõòåêó÷åñòè îòñþäà âûâîäÿòñÿ
èíâàðèàíòû è óñëîâèÿ êâàíòîâàíèÿ äëÿ ïîëÿ qs .
Íà ðèñ. 1 çàìêíóòîìó êîíòóðó ñîîòâåòñòâóåò ôëþê-
ñîèä. Ñâåðõïðîâîäÿùèé òîê ýêâèâàëåíòíûì îáðà-
çîì ãåíåðèðóåòñÿ ôëþêñîèäîì ëèáî ïîëåì qs .

Âûâîäû

Â òåðìèíàõ ïëîòíîñòè âèõðåâîãî èìïóëüñà ãèä-
ðîäèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñâåðõïðîâîäèìîñòè è
ñâåðõòåêó÷åñòè ïðèîáðåòàþò ÿñíûé ãåîìåòðè÷åñ-
êèé ñìûñë. Èç íèõ íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò ñó-
ùåñòâîâàíèå ìíîãèõ ïîëåé, ïîäîáíûõ ýëåìåíòàð-
íîé ïëîùàäè, äëèíå èëè ïàññèâíîé ïðèìåñè.
Íàëè÷èå òàêèõ ïîëåé îãðàíè÷èâàåò ïóòè ýâîëþ-
öèè ñèñòåìû âèõðåé è âîëí, ÷òî óïðîùàåò òåîðå-
òè÷åñêèé àíàëèç ïðîöåññîâ ðåëàêñàöèè äâèæåíèé
ñâåðõòåêó÷åé æèäêîñòè.

Ïëîòíîñòü âèõðåâîãî èìïóëüñà ìîæíî èñïîëü-
çîâàòü â âèõðåâûõ ìîäåëÿõ ôàçîâîãî ïåðåõîäà ê
ñâåðõòåêó÷åìó ñîñòîÿíèþ [18]. Ïðè ïîâûøåíèè
òåìïåðàòóðû îò àáñîëþòíîãî íóëÿ âîçíèêàþò âñå
áîëåå êðóïíûå âèõðè. Ðîëü íàèìåíüøèõ áëîêîâ
èãðàþò ðîòîíû [19] — ýëåìåíòàðíûå êâàíòîâàí-
íûå âîçáóæäåíèÿ ïëîòíîñòè âèõðåâîãî èìïóëüñà.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìîäåëüþ [18] ñïåöèàëüíûé èíòå-
ðåñ ïðåäñòàâëÿþò ìàñøòàáíî èíâàðèàíòíûå ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ òàêèõ áëîêîâ. Îòìåòèì, ÷òî íà ôàçî-
âîå ðàâíîâåñèå â äâèæóùåìñÿ êîíòèíóóìå ìîãóò
âëèÿòü ëàãðàæåâû èíâàðèàíòû [20].

Íàéäåííûå èâàðèàíòû ìîãóò áûòü ïîëåçíû è
ïðè íàëè÷èè ñëàáîé äèññèïàöèè. Ñêîðîñòü äèññè-
ïàöèè ðàçëè÷íûõ èíâàðèàíòîâ íåîäèíàêîâà. Ýòî
ïîçâîëÿåò ðàññìîòðåòü ñåëåêòèâíîå çàòóõàíèå îä-
íèõ èíâàðèàíòîâ ïðè ñîõðàíåíèè äðóãèõ è ðå-
øèòü ñîîòâåòñòâóþùèå âàðèàöèîííûå çàäà÷è.
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Vortex momentum density and invariants of the
hydrodynamic equations of superfluidity and

superconductivity

G. A. Kuz’min

The gauge transformation of the hydrodynamic
equations of superfluidity and superconductivity is
considered. The densities of the vortex and heat
momentum are defined and the evolution equations
are derived. The physical sense of the defined vari-
ables is analyzed. The Lagrangian invariants of the
new set of equations are derived. They are similar to
these derived by Hollman for the classic hydrody-
namics.
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